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第 一 章 ” 亚 正常 算 子 和 半 亚 正常 
算 子 的 初等 性 质 


51 FAMEN 


LH 单个 算 子 的 谱 分 析 始终 是 泛 济 分 析 ( 包 括 算 子 理论 ) 中 
引 人 兴 趣 的 、 活 绑 的 课题 之 一 。 关于 自 共 轿 算 子 (包括 无 界 的 情 
况 ), 西 算 子 以 至 正常 算 子 的 谱 分 折 理 论 现在 已 成 为 泛 函 分析 基 础 
书 的 重要 内 容 之 一 ， BETERE, 许多 数学 家 转 而 考察 更 一 般 
的 线性 算 子 ,有 各 种 理论 出 现 , 如 推广 正常 算 子 谱 分 解 式 的 谱 算 子 
理论 {Dunford & Schwartz [11) 或 广 六 谱 算 子 理论 《Foias [1]). 考 
RETARA TOIFA E (Bpomcguñ, JIusumutu, 
Gohberg & Krein ™), 接近 于 西 算 子 的 压缩 算 子 的 有 关 调 和 分 析 
(Foias & sz Nagy [1]), 不 变 子 空间 理论 《Radjavi & Rosenthal [1]) 
以 及 本 书 中 所 讨论 的 从 某 种 总 义 上 来 说 控 近 于 正常 算 子 的 亚 正常 
算 子 、 半 亚 正常 算 子 以 及 近似 正常 算 子 的 理论 ， 还 有 其 它 一 些 理 
jo. 这 些 理论 中 有 些 分 别 是 从 自 共 纯 算 子 、 西 自 子 ,正常 算 于 的 谱 
分 析 理 论 中 得 到 某 些 启 发 并 在 一 定 的 条 件 下 把 这 些 理论 加以“ 推 
I^. 所 有 这 些 新 的 发 展 都 是 不 平凡 的 ,、 有 必要 的 , 都 是 提出 了 新 
的 方法 ,克服 了 新 的 矛盾 ,取得 了 新 的 应 用 。， 当 然 其 应 用 范围 也 部 
受到 一 定 的 限制 。， 而 且 这 些 理论 全 都 有 是 开始 不 久 , 尚 待 进一步 发 
展 , 也 期 待 着 新 的 理论 出 现 . 

本 书 中 ， 我 们 就 从 正常 算 子 谱 理 论 为 起 点 来 陈述 一 类 算 子 的 
谱 理 论 . 

2. 亚 正 带 算 子 的 定义 ”本 书 中 我 们 用 EK 表示 一 个 复 的 可 拆 
Hilbert 空间 ,用 (表示 其 中 的 内 积 , 用 算 子 这 个 词 表 示 E 中 
的 有 界线 性 算 子 , 用 se COE) 表示 毕 " 中 算 子 全 体 按照 通常 的 代 
数 运算 所 成 的 算 了 代数。 用 了 表示 恒 等 算 子 , 当 A, Be en (OX) 


+ I a 


时 ， 称 
[4, B] = 4B — BA 
是 4 了 与 召 的 交换 子 . 称 [4*, A] 是 4 的 自 换 子 或 导 算 子 。 简 记 
ZD, D. X NEZ), N EGEN SET RITSSEAS Pk SE N 
HEATA. M SES"CUÉ D BE, 如果 D; 是 半 定 的 ( 即 Ds 220 
或 Ds < 0), WERS EPER (semi-normal) AF. Mi D,—0HB. 
算 子 5 称 为 亚 正常 Chyponormal) 算 子 ， 基 全体 记 为 HNC 尼 ) 或 
HN， 当 Ds 0H], SOS 称 为 协 亚 正常 (cohyponormal》 算 子 . 
虽然 协 亚 正 常 算 子 族 仅 是 亚 正常 算 子 的 共 施 算 子 族 。 但 在 某 些 理 
沦 中 侧 如 局 部 预 解 式 理 论 (参看 Clancy [51), X IDEE 2.6, € 
们 之 间 有 很 大 的 差别 . 
d À € CE), 作 4 的 卡 狗 生 分 解 À = X + Y , 其 中 


x= igata Y= Aa 
+ zz 


分 别称 为 4 的 实 部 和 虚 部 . 设 一 xx 士 纱 是 一 个 复数 , x, y 是 = 
的 实 部 和 虚 部 ， 记 

A= (d— erl) X,— X—xl, Y,— Y — I, 
那么 


AtA,= Xi + Y} + i[X. Y] (1.1) 
AAT = X: + Yy— [X Y]. (1.2) 
所 以 
D,,-— NiX, Y] ' (1.3) 
ha F xx. 
3. 半 亚 正常 算 子 的 定义 ”我 们 要 来 考察 算 子 的 棚 分 解 . Wu 
AE L ), 作 半 正定 算 子 


I4], = (4*4), (Al = CAA* Y^, 
RIE 4142€ 到 AZ RR 
U (AAY — Ay, 
APRE- TIERE ELE RUE HO too Ha ER, TE 到 


1) XH M ORE MI (closure), 


"2 » 


AJÉ 上 的 等 距 算 子 ,我 们 这 里 规定 当 * 上 |41:88 Bp Ux = 0, 这 
EE U p 295820 SERE T EA TA THO" 为 始 域 ， 以 4 区 为 终 域 . 
我 们 有 


4 — U|A4I.. (4) 

称 之 为 算 子 4 的 极 分 解 . 显然 
aji = 4At = Uja Ut. 
由 于 如 的 等 距 性 , 当 U*U 限制 在 [4],97 上 时 是 恒 等 算 子 , 所 以 
|41} = U|ALU*UI A1,U* = QU| ALU* Y, 

由 非 负 算 子 开平 方 根 的 唯一 性 知道 

|a i= Ul AUF, (1.5) 
由 此 可 知 AU*U = |ALU. REH z€ [4] 9€ 时 ， 

Ax = d A Ux, 
Mox LJALA 时 ,由 规定 Ux = 0, 而 另 一 方面 14] 一 0, 所 以 

dx = U| Al],z = 0; 


所 以 仍然 有 
Ax = | 4 |;Ux 


这 样 就 得 到 另 一 种 极 分 解 


4 一 | 了,C， (1.6) 
XB (1.4) 可 知 品 的 值 域 为 aX = 4180€, 又 由 于 
= |AlU*, 
BrBLu Bose lios [412€ — 4*-9€. HHF (1.5) 还 可 以 证 明 
Al. = U*|ALU. (1.2) 


当 dim ((| A|, 27 y) « dim ((| 41 2€ 22) 时 ,我 们 可 以 任意 地 把 
U bini. 到 如 中 的 等 距 算 子 ， JX HJ (1.4) t; CL6) 仍然 成 
立 ， 特 别 当 ddim (CI | 8815 — dim CC| 4158€ RI a 
为 等 亏 维 的 . 当 4 是 等 亏 维 时 , RIRE D SETREE 9€ 中 的 西 
算 子 ， 我 们 注意 如 果 A ELH), WAA = AR E, 
此 时 4 的 极 分 解 4 = TI4 中 的 是 酉 算 子 ， 了 以 后 为 简单 起 网 
wiak 2 lal. 


ES 
Qa = (A* 4)^ — (AAT)? > 0 (1.8) 
BF, 称 4 是 灶 亚 正常 (semichyponermal) AT, 0, X RAE ER T. 
六 亚 正 常 算 子 全 体 记 为 SHC 这 R SH., MH Qe > 0 BF, $54 
为 半 协 亚 正常 {semi-cohyponomnnl》 算 子 . 
当 4€ SHOE ) 时 ,由 (1.8) 5 341 
NEAL PENA 


所 以 
Ci 4838 ) cCL AT g8 yt 


ABFCA*OÉ (19) 
因此 在 4 的 极 分 解 4 = U| A | 中 ;可 以 把 任意 地 延 拓 成 -2 到 
e 的 等 距 算 子 . WiSHUCGGÉ)BRSHU X SH rh S = #k 3 -Y- = 
fk, "4 4 € SHU 时 ，4 的 极 分 解 4 = U| A|, 中 ,如 总 延 拓 成 西 算 
T. 


由 此 可 得 


4. 亚 正 常 算 子 的 半 亚 正常 性 ra 中 正常 算 子 全 
体 ,我 们 有 关系 | 
定理 1.1 亚 正常 算 子 必 是 半 亚 正常 的 ， 因 此 有 
I Fr'COHNCSH. 
为 此 我 们 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 12 设 4, B e se( F, 而且 
ASB (1.10) 
S5Z—HBjeac[0,11 Ez I 
4* « B=, (Lal) 
$ 这 是 Lowner [1] 定理 的 特殊 情况 ， 这 里 我 们 避免 介绍 
Lëwner 的 较 复 灯 的 一 船 理论， 但 当 a = 1/2 时 ,此 证 明 仍 可 再 化 
H. Ama 3e 1/2 的 情况 对 后 而 也 是 有 用 的 . 
证 E = {ola XE M. B > alH B° zm. 
D 这 里 C) ERRUR SN, 


LEE a 


PA EdE.0.1€ E, 下 面 我 们 证 ÆDE. REI B > 
Ael, 否则 可 在 4，B 分 别 加 上 sel, 最 后 令 s 一 0， 这 时 
A, B |ñ. m, 8 € E, SE Ca + B)2€E, AF 
B° > A 
因此 
BAPAE Bls = I, 
W AAB e] ARA [L47^B^72|| s; 1, 34 A’ BBE 
L Y 时 ， o( A.B.) = ol BA), 所 以 
r C AL B = rC Bí) =< l4. B.l =< EALEN E 
从 而 有 


rat B tat) et/ g T ate 
= r,l Bac -UDA 4 ta g- CHA Be Y 
= rpl BRA PAOR) = 1. ` 
iR B7 Gt8V5 gtp p Geo EHHE , N H: 
Bt glate pg o GREY e I, 
即 有 
. 人 TB =< Bota 
HD (a-- 50/2 € E, IXJE E ARES ATI [0, 1] 5. 
定理 1.1 的 证 明 设 Te HN. 那么 由 定义 D+ > 0B 
IT| = TT < T*T = |T|} 


由 引 理 12, 取 “一 立即 得 


Im 8 jTi 
这 就 是 (1.8). 
后 面 将 举例 说 明 24^ HN. HN = SH, Ach 3: m 3 
HN 及 SH 中 算 子 的 谱 理论 ,将 充分 利用 Dr > 0 E O, > 0. 
5. Cayley 变换 我 们 用 工 表 示 Cayley 变换 Lx = (x 十 ix 
— i), ZR aR ayq LC ei y = e + 1DXX es — 1)! 


D) 这 里 r, (ad) KOR AB918348. 


对 于 s#( 2) mnes T 4 ,我们 记 
` MCA) = mp (h, h), m(A) = inf (44, h). 


我 们 可 以 作 PBNC2Z ) 到 SHUCQÉ ) 中 算 子 的 变换 了 上 如下: 
当 T = X + ;Y € HN( ZZ), ME X. Y 20E 26S TR. 
(T) = e*LOXXYY — m(YM), (1.12) 
WMA r(T)ESHUCQPgÉ )， 事 实 上 :如 果 记 4 = zÇ T), 那么 
l4|,— Y —ml, U --"L(X). 


而 且 
I4l— jah — 4641 — U| A LU 
= X iD LX YX iyu. 
后 面 经 常 利用 上 述 变换 一 一 也 称 为 Cayley 变换 一 一 把 亚 正 常 R 
子 和 半 亚 正常 算 子 联系 起 来 。 


$2. 亚 正常 算 子 . 半 亚 正常 算 子 的 一 些 初等 性 质 


1. 关于 亚 正常 重子 族 和 半 亚 正常 算 子 族 的 一 些 经 常用 的 初等 
性 质 

(D i@ Te HN, a, B XN aT + 81 € HN. 

事实 上 这 由 Durisr >= jal Dr 立即 可 知 . 

C2) iR T e SH (R SHU), e XR M aT € SH (相应 地 SHU), 

ELERA jef |e = lal |T jalat] = lal T]; RRR. 

(3) j4 T € HN (È SH), 市 且 0E (T) (这 里 oC(T) ERT 
的 谱 ) ,那么 TUCHN CARIE SH). 

证 设 T= UTL 是 7 了 的 极 分 解 , 由 于 0T), HAU © 
EHRT. AHA 


TO-ITjBU*-UfiTI|;?, 
所 以 
[r = | Ti; [Th = IT];'. 
> Tp e HN Ik, fE pO) == P, 4 T € SH Bf E QD = z. 从 而 
eO TID x e TID; 


因此 
B = $TYPE TI 7^. 
EERST. XAF PATHA = eC|T| 2 1, ATD = 
PITIO 我 们 得 到 
eT] --e077]12 
= pl |T] DI — BBC TI zm, 
BD T € HN (CHEE SH). 
(0 ik T =X + iY € HN(.2Z), WX RAIET EEN Y 的 
FEF muU T. 
证 ”我 们 上 只 须 证 美的 特征 子 空间 N. = {/] 7E e, XJ = xf} 
2HE Y. 25:6 NL. BI Xf = xf. 那么 
GIX;, YN, D = 0. 
IHH T e H... 从 而 [X Y] > 0, 因此 导出 
i[X, Y] = 0, 
Am 
XYf = YX = xYf, 
BI YEN.. Ma N, 2948 Y. 
(s) ig T = UT ESHE), 那么 如 的 特征 子 空间 约 化 工 . 
证 .如 的 特征 4 或 是 0 或 是 适合 | 外 一 1 5 |4 = 1 时 ,; 记 
M, (ffe. Umi}. X M, WETU DER TE 中 ， 
因而 当 f1E M I, £ = U*UJ = 1LU*/, 即 U#f 一 Xf， 这样 由 (1.8) 
知 
(Orto Jy = (| T], j —üTLU*, U*f) 
= (| TL Ð (T 3f, ARD = ü 
怕 Oz > 0, 从 而 有 Orf = 0. 即 有 
ITI = U]T].U*f— LU TI 
所 以 
UTI = ATA. 
因此 | T] fe Mis 从 而 Mi HE Tlo 因而 也 约 化 7 
当 4 二 0， M ,=—Af| Us = 0j, 那么 M= (TES — ANT) 
. 7 c 


内 此 当 f€ M B, 
Tf = Ü, 


BI M, 为 了 的 不 变 子 空间 ,又 因 了 E SH, M,C.K(|TID. 从 而 当 
FE Mo 时 ， 
T*} = U*|T|/J = 0, 
BI Mo 对 T* 也 不 变 : 因 此 Mo EHE T. 
(6) E T—=U|T| € SHU, U AEAT, ifa E o(U) > Uis] 
= 1), RA IT| 的 特征 子 空间 也 约 化 U. 
证 Rit ECU), PEU I). Cayley 变换 
B= (U + IXU — 1)”, 
那么 立即 可 得 
iB, |T|] = 2(U — I)? Q,(U* — ID” > 0, 
所 以 B + i| T| 是 亚 正常 算 子 ， 由 (42 知 T| 的 特征 子 空间 约 化 
B, 从 而 约 化 
这 儿 条 件 “oCU) SR IR" 不 能 除去 . 
例 21 — C, = {e0 HLR) Be 29 Ci 中 Borel 集 全 体 所 
成 的 o 代数 ,吉水 如 下 的 测度 


dm( ec 有) 一 二 dü. 


2 为 测度 空间 (C1, 95,» m) 上 平方 可 积 西数 全 体 按 通 常 线 性 运 
算 及 内 积 

人 四 一 | E dme) 
所 成 的 Hilbert 空间 , 设 如 为 “双向 平移 算 子 ”, 见 

CUE) = e"), pear. 
iz 1 是 任意 一 列 正 的 严格 单调 增加 的 有 界 数列 , 今 定 义 17|* 如 
T: 

24 (e) ~ Bfe” Bj, 
(UTC) ~ XA," 

WA T — UITI ESHU, B 17 的 特征 子 空间 {ce"|e 为 复数 } 
(n 为 固定 的 非 负 整数 ) 并 不 约 化 UU， 


. 8 oct 


2. 联合 点 谱 ”对 算 子 的 卡 犹 生 分 解 T = X+;iY 我 们 有 等 式 
CLI) 下 于 我 们 给 型 极 分 解 情 况 下 的 一 个 重要 等 式 : 
引 理 24 设 T= U|T|, ETRS 8 = |T|, — IT| 
AE e = pe”, p > 0,|e#| = 1， 那么 
T#T, = (CITI — e> + pU — e°] T|, 
CU 一 e®)* + pQ, (2.1) 
1: XS BETONE MED Fe E ,成 立 
Tales = Tb ef nelli TEU — e"5*l | 
+ eCOf, D. (2.2) 
证 明 由 计算 直接 可 知 . 
TEZ H J sls) 表示 了 的 点 谱 , 即 全 部 特征 值 
所 成 之 集 . VR T = X + iY 是 工 的 卡 犹 生 分 解 , 令 s; (T) 表示 满 
足 于 述 条 件 的 复数 z = x + iy Cr, y EXPONER FEY 
的 公共 特征 向 量 关 0 使 
Xf= rj, YJ = y]. 
BolT) 为 工 的 联合 点 诺 ， X z€ op (T) dE EA ERE dE EIE 
Faa i fE 


Tf = zf, T*/= zj. (2.3) 
显然 有 
Cpl T )C- e, (T 7， 
而 且 当 工 为 正常 算 于 时 ， 
cj (T) = o CT). 
3582.2 ATES) 其 极 分 解 为 了 一 UIT|, 复数 
z= |z], [zl >>0,1e*| = 1， 那么 #€ojs(T) 的 充 要 条 和 件 是 
# E f 0,0 | 


Uf= e"f, |TIf = |alf. Q4) 
证 当 (2.37 满 足 时 ,显然 有 
T*T[- zl. 


于 是 可 以 对 任 一 多 项 式 P 有 
POT*TY = Pel 


取 多 项 式 PO 在 [0 LT [P] —SOGEGET 172, 就 知道 
ITH = |zlf, 
再 由 
Ti= zl T-—U|T|. ]|z| x9. 
立即 导出 
Uj = ef, 
即 (2.4) 成 立 ， 反 之 当 (2.4) 成 立时 Q3) BARY. 
定理 之 3 设 卫 是 半 亚 正常 算 于 , 则 
opl T) = oT), 

证 ER pe” EoT) p> D, 0 293238, IM ec? 的 工 的 特 

EAR f = 0, BI 
ICT — ee Dil = 0. 
ICA (2.2) HLEB HT T € SH ifii (Of, f) 22 0, 立即 得 到 

(ITL — ef 0. |T|ZXU — e9)*f— 0, Q= 0. 
因此 得 到 

FA = pl; Uj ef, 
BU (LA) 成 立 ， 从 而 ee € a; (T). 
hUR 0 € (T), PABA IÆ 0, (ë TJ = 0, 由 此 可 得 

T*Tf=— 0, 
从 而 有 

|7|4 = 0， 
但 是 工 药 半 亚 正常 的 , Am OTL = 0, RE] T) 一 0， 因此 
有 

T*f= U*|T iif = 0. 

所 以 0 € e; CT D, ir. 

3. 联合 近似 点 谱 ” 设 Tes BE). RIA OCT) 表示 了 的 
近似 点 谱 , 邑 满足 下 述 条 件 的 复数 21 的 全 体 ， 对 于 4, 存在 2Z 中 
一 列 单 位 向 量 {1,} 使 

äm |T — Ail = 0. 


显然 e, CT C. a£ F >. 


. 1g * 


设 了 的 卡 狭 生 分 解 为 了 一世 十 iY 了 .我们 用 o (T) RRE 
如 下 条 件 的 复数 1 一 * + iy(z=, 7 为 实数 ) ARE. 存在 € 中 一 
单位 向 量 {f;} 使 
Em||(X — Dfl = tml — yi Yall ~ 0. 


这 时 称 z (T) 是 工 的 联合 近似 点 谱 ， 显 然 z € c, T) 的 充 要 条 件 
是 存在 一 列 单 位 向 量 (7, ) 使 


imr — fall = limllCr* 31) = 0. Gs) 
它 显然 对 一 功 工 6 e C9 ) 成 立 | 
vu T )Co«C T ). 


BTE T E COE) Bau T) ve aT), 但 对 正常 算 子 工 有 
| eC T) = oT) =T). . 

23924 设 TE (EV) 而 且 T 的 极 分 解 是 7 了 一 UIT|. 又 
ibel-0,]e£7| = 1. MER pe” € c, T) BUE ER PERCHE FE 0€ 
m —3]8 8:58 (a) 使 

üml(T| — ei = 0> Eml — D| = 0. (6) 

证 “条件 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 如 果 + 一 pe € c (T), BB 

么 必 有 一 列 童 位 向 量 C.) (i (2.5) 成 立 , 因 此 由 
一 本 一 
+ [zT f, 一 zf， 


而 知 

Bi CIT P LaL 0, 
从 而 可 知 

tim||(|T | — |=] Il = 0. 
H EX Es (2.5) 立即 可 得 (2.6) m 5 — X. 

反之 若 (2.6) 成 立 , < P X OC AITE 上 的 投影 ， 那 么 
由 C2.6) 的 第 一 式 及 P 盖 0 可知 
Ia — Pt -> 0， 


因此 不 妨 设 (2.6) 中 的 fe [T 8€ ,这样 一 来 ,由 


lCU* — eP Yl — [IU *CU — er. 
和 《2.6) 的 第 二 式 可 知 
(U* — ef, — 0, 
再 由 
(CT oa S AT! — pi + ell(U — e?ry.l 
#ü 
üCT* — z:2X.l = ITI « KU*— e. 
+ ICI TI — ehl 

EJA (2.5) 成 立 ， 证 毕 . 

定理 2.5 设 了 是 六 亚 正 常 算 子 ,出 

c CT) = oT). 

WE X 20,]694| = 1, B. ose Co CT). EZ PE EO 中 

一 列 单位 向 量 {f 使 
lim ICT 一 eI yll = 0. 


和 如果 m — 0, 那么 | 
Em ||] T |7,|| — im ITA] 一 o. 


HT CULTUS IOS ITU, IO, 所 以 
Tos s TH TIUS). Un) 
=< THO TI, fa). 
即 得 
lim [ Tf. = 0. 
所 以 0 € o, (T). 如 果 o> 0, H (2:2) 
(CIT |. — e y,|— o, MTE — e9)*f,[ — 0, 
[erli — o. 
再 由 
lle UJ, — espata s |esUf, — UIT |f. 
+ [UT |f. m exe^hf, ES ICLT | Tc esl fo) 
+ ICT — pre ®t Yf] > 
立即 有 
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KE — e» — 0,- 
Bl ove eeu T). WEE, 
我 们 注意 当 了 是 协 亚 正 常 算 子 或 苏 半 亚 正常 算 子 了 时， 一般 来 
说 等 式 o (T) = oT) 是 不 成 立 的 ， 
例 2.2 RIZR ŞAMA C 上 的 Hardy 空间 CC1)， 它 
是 形 如 l 


Ke) S het, M fp oo 
的 Fourier 级 数 全 体 , 按 通常 的 线性 运算 及 内 积 
(= D fgs 一 二 | fe edo 
"ET! LE. 
所 成 的 Hilbert 空间 ， 我 们 作 算 了 于 工 如 下 : MÀ 
Ke) - > fen? 
u-h 
时 ， 
CTC) = (KG) — K0))e7* ~ 1 fet, 
R= 
这 时 T* REBTIBABSSEISISEESCT. RIT 
CTIE) = PR 279), 
由 于 f 
(T*T — TT*} = —K0), 
所 以 了 是 协 亚 正常 算 子 .我 们 注意 对 算 子 T. 成 立 


ÇT) m o (T) = {allsl < d. 
Sis B.M |z| < 工时 ,函数 


e) 一 — 


上 一 ze 
为 算 了 予 了 的 相应 于 z 的 特征 向 量 , 从 而 
{z| le] < 1ycCcaeÉ( T). 
而 (eji = 13 3E o(TO ORR, MAAE T) B. BERT 


. 13 * 


注意 felle] < 1) S eC T) 不 可 能 有 公共 点 ， 事 实 上 若 du] < 1 
Ree€ouQ(T), WlzcoQCT*). RDAS HCO 中 单位 向 量 列 
Ud. 使 
lim ||(7* 一 3 了 | 一， 
由 于 ODT*AÓ = 山中 一 1, 所 以 
ICT* — sI, 2 (1 — 62127 0. 
这 和 Cr * 一 zDfl — 0 2 IB: 
eu T)0slizi < 11 — 2, 
Bls (T) => cT). 
XHE-ÓESORM. *M'-—izzeM) 显然 对 任 一 TE 
,由 (2.5) 有 . 
s T) = a (T*)* Col T* )*, 
定理 2.6 设 工 是 半 亚 正常 算 子 , 则 


T) 一 aKT*)*. (23) 
证 HE Te) A 
(T) = o T)Uo,CT*)*, (2.8) 
Six F, PRE 
eX TOU TO CCT), 


反之 若 z €o(T )NoT ), WEE a> 0 使 
ICT — ariii = all fec. 

Mut; CT 一 208€ 是 闵 的 , HUP z€ Cry, (T 一 s1)2 必然 不 
等 于 2, BA CT* 一 SID 的 等 空间 不 是 {0} Bl s € oC. 因 
it (2.8) 成 立 . 

由 定理 2.5，odf T)=c (T)CaOÁ(T*)*, Xt o;(F*)cCo4T"*), 
我 们 得 到 of 了 CokT*)*， 反 面包 含 关系 是 显然 的 .证 毕 . 

4.Berberian 技巧 ”处 理 近 似 点 谱 还 可 以 用 下 面 的 Berberian 
技巧 把 它 化 成 点 谱 。 这 样 有 时 比较 方便 ， 我 们 只 是 简单 的 介绍 一 
下 这 个 技巧 。 

引 理 27 设 € 是 复 的 Hilbert 空间 ， 则 存在 Hilbert 空间 
OE , RIBRER z: GC) — se OU 8 


. 十 + 


《1) = Eck ROBUR ES. SEE RR BEI EL E DRE RUP, 

(2) a( T) = oe(a(T)) aKT) = o, (GUT) = c (C02). 

证 . 令 严 表示 有 界 复 数列 全 体 按 通 常 线 狂 运算 和 范 数 记 成 的 
Banach 空间 . 由 Hahn-Banach 定理 可 知 ， 在 王 中 定 尺 了 一 个 
Banach 极限 L.i.m. 满足 如 下 的 条 人 忻 ; 当 {2} € hf 

(1) Lim. C) Ær RREA eee ba, 

(2) L.i.m. Urp = L. i. m. ((z,a]) 

(3) 94 {x 是 实数 列 时 ， lm x, = L. i. m. (Í x,)) «lime, 


现在 我 们 作 一 个 新 的 线性 空间 
M 一 (fa, Xi&777 JM, € eC, sup IEAI! < eo). 


并 按 通常 的 点 列 的 线性 运算 来 规定 M 中 的 线性 运算 . 在 % 中 我 
们 定义 一 个 “ 半 内 积 ” 
CU) {Ya} = L. i. m. C Gras 4,29. 

它 满足 内 积 的 一 切 条 性 ,和 除去 能 当 ({xs)}, {r = 0 HA Ur = 
(01. ud 的 线性 子 空间 

= {fri e E E L. i m {lr} = 0}. 
sini M/R. Br, y € MAN, fi Gs [x23 € x. yd, {733 
E y Rd, 


(xb. [y.1) = (Ln. 
加 此 可 定义 上 面 共 同 值 作为 (*, 7)， 这 样 的 Cx， y) EMN 上 的 
内 积 ,; 再 将 对 /条 按 此 内 积 完 备 化 成 为 Hilbert HAR. RTE 
中 元 * 与 策 中 的 向 量 


ix, x; xs 


D —— BEHS 4,.Becir(m) a. 8 是 数 时 > 
x(À4*) = {At =l, 
nlad + BB) = ar(A) + Aa(B), m( B = xt A At B. 
MES m(A4)-—0 FR 4 —0. BUHOXEEREUEDE S 
lam = 171. 
所 谓 梨 序 是 指 当 A= B 时， 
rAd) Ea B). 


一 致 化 5 它们 的 线性 运算 与 内 积 都 一 致 ), 这 样 就 使 2E EROS R HI 
一 个 子 空间 了 . 
下 面 我 们 来 构造 上 遇 照 x W T€ GC, JE SR LAT 
TD = Un). 
由 于 Zed S iiel AE Trem, 而 且 
Hiet < ITI. 


我 们 得 到 
T% 9, FRANCH, 
这 样 可 以 把 T iy y k p; 990/90 — m/% HRAT m EAN 
的 
j£ < iTi. 
闪 此 证 又 可 以 唯一 地 延 拓 成 为 入 上 线性 有 界 算 子 ACT), 我 们 有 
xT =< TH. 1 CT) 是 工 的 延 拓 ,因此 有 
lzm) = ITI. 
这 个 对 应 显然 是 代数 同 构 , Ho T 2 0 BJ, H Lim. 的 性 
J G) 可 知 
(FP{xa}, (1) — L. i. m. ((72,, 22) 2 0, 
从 而 CT) ze 0, 所以 < 是 保 序 的 . 
现在 再 证 明 # MERC) HT A € p(T) 等 价 于 存在 正 数 
e 使 
(T — M)'CT — M) Rel, (T — AD(T — a el. 
由 于 = BGRPENIPCD. xxdbEUPTIEPRXON TS aC) 同时 成 立 
或 不 成 立 ; 因 此 . 
pT) = o(xCT)), 
所 以 
e(T) = c(x(T)). 
再 由 于 1 € oCT) 的 充 要 条 件 是 存在 2€ 中 单位 向 量 列 x.) 使 
ICT 一 2 六 xz 一 0， 
这 就 等 价 于 存在 {r} € M, [lx YM = 1 tE 
{Lx,} — dfr j EN, 


BH z € %, [+z 一 1 使 
z(T)r = Ax, 
ERE STF A ELT), B 
TCT) 一 Gef( (T). 
5 —35 Wi, 34 ¿ € e(T) 时 , 4&od(T) 的 充 要 条 件 是 存在 正 数 
& > 0 {E 


这 就 等 价 于 


(T — 4»*CT — M) > sl, 


GO) — ADELT) — M) zl, 
Ed A€e CT). BR 
e,(T) = o,(xCT)). 
因此 和 条件 = 满足 (2). WERE. 

由 x 满足 条 忻 (1) PISI T ESHO) 的 充 标 条件 是 x(T)E 
SHA), 利用 引 理 2.7, 可 以 由 本 节 第 2 惨 的 结果 推出 第 3 Er BJ FH 
应 的 结果 .例如 要 证 ACT) 一 (T), 只 要 利用 引 理 2.7 得 到 

op (TO — ou (T). ey GUT) = o (T). 
再 利用 定理 2.3. ej QT )) = as (=(T)), 即 得 定理 2.5, 
5. 完全 非 正常 竹子 AEL) 是 名 的 线性 闭 子 
空间 , 约 化 A, BI 
AECA, AGE Coe 
而 且 4 限制 在 V 上 时 所 得 的 算 子 A| a 是 正常 的 ,那么 称 .6 为 
4 的 正常 子 空间 。 如 果 A BAE (0) 的 正常 子 空间 , 就 称 4 是 完 
全 非 正常 的 . 
引 理 2.8 jacet COE ). Bb ALLE 2 的 线性 子 空间 o. 


JI 使 
QU 一 .到 四 .大 


而 . 驴 是 4 的 正常 子 空 间 , 4 在 AA 上 的 限制 41.x 是 完全 非 正 常 
的 . 

证 令 守 为 4 的 正常 子 空 间 爹 体 ; 在 全 中 规定 半 序 如 下 ， 当 
A EF, 而 C. fr h p... # %, 2) % BJ £ Fr + 
集 , 作 子 空间 


UL. 


LES, 
容易 看 出 A 是 4 的 约 化 子 空间 .由 于 当 *E 工 E 孕 时 ， 
(4*4 — 44*)x = 0. 
KEH z € .fr 了 时 上 式 仍 然 成 立 , 于 是 .是 4 的 正常 子 空 间 ， 它 
ES LA BIULS ON KS fl. Y f 一 yi, 那么 4 在 
€ 上 的 限制 必 是 完全 非 正 常 的 ， 事实 上 若 有 {0} A ACA 
使 o. 为 A Lu 的 正常 子 空间 , WAHA 约 化 4 得 知 .WY 也 约 
化 4, 从而. 到: 也 是 二 的 正常 子 空 间 ， 所 以 AADS 也 成 为 4 
的 正常 子 空间 ,这 和 240 HRAT. 所 以 4|。 是 完全 非 正常 
定理 2.9 设 工 是 半 亚 正常 的 完 宝 非 正 常 算 子 ,那么 工 没 有 点 
i. l 
证 T =U|T| € SH, A= pe" € oe (T), p 2 0, |e'9] = 
I, HEME 2.3 ca (T) = s (T) 得 知 存在 1 >= 0 使 
Uf 一 ef, |T]/= ef. 
因此 ,一 维 向 量 空 闻 (412 为 复数 } 是 了 的 约 化 子 空 间 ， 而 且 了 在 
这 空间 上 限制 是 正常 的 ， 这 和 了 是 完全 非 正 常 的 假设 藉 唐 .所 
opl T} =p. WHE. 


$3 谱 的 同 伦 性 与 谱 分 割 


l. 谱 的 同 伦 性 ”我 们 要 进一步 证 明 半 亚 正 常 算 子 、 亚 正常 算 
子 基 有 正常 算 子 所 具有 的 谱 分 着 性 质 ， 为 此 我 们 需要 下 面 的 一 般 
的 美 于 谱 的 同 伦 竹 的 引 理 .这 个 引 理 今后 还 要 多 次 用 到 ， 

设 4E SC) ,1 是 一 复数 ,并 果 存在 正 数 e 使 

IA — Del 2 eld, x € gE 

(SRI: (4 ADYA — M) 2 &D, Wi E. (4 — ADM >= 
€. BARMA ATAMER. 这 种 1 的 全 体 记 为 (A). 
gt ' 


aCA) = o.CAUO CD. o CAD CA) = b, 


3H8 $1 WRJETE CH TÉR.TCOJÉDI11.E89 
GATER EAA SE T ñ iñ 3k, GO € [0, 11) 是 一 族 尺 到 
r(R23C C 上 的 一 一 瑞 照 :而 且 对 每 个 *ER，trks]y 是 z€ [0,1] 的 
连续 函数 ,又 设 r DESFAR. 如 果 对 一 切 e [0, 1] 有 


a(TGD 0 0G) = nC) 0 R), C3.1) 
FAYH «€ [0, 1] 也 有 

eT COD TCR) = r GT (0) OR), (3.2) 
因此 i 

e(TG)) Ye CR) = z,CGCTCOD)) YR). (3.3) 

证 对 任 一 
A€o,(TCD) GR, (34) 

FE 


E,= D|: € [0,1], 0,2 ECTE 0 < =< uj. 
AJE Ea = [0.11]. S FA QA s n€ [0, 11, fi E, TÉ dn [0 6) 或 
[0， tl. iE E, = [0 ， fols 则 


tQ) € a (T (2). 
但 由 (3.4)， | 
A€o,TCDD DR. 
因此 从 (3.1) 可 知 

TQCA) € o (UT C2). 


所 以 ru) 6er OD. Bi nO) 和 了 人 (关于 上 的 连续 性 可 知 
有 正 数 (edu [z — t| < a 
TH) € o(T C). 

因此 当 u tl < 8 FF 02€ z,.CT G), BI 
I Cr — a, ) E = EO, 
这 和 [0,: O = E, 矛盾 :所 以 E, = [0, tl. 

AE: = 1. 这 时 z CA) E aKT)» 因此 有 正 数 s > 0, 使 
fix e F, 

IET) — 72,020 2 sllzll. (3.5) 

dn5 «1. H TG) 和 rl) 的 连续 性 , JE 8 > 0 E x + 8 < 


" 19 = 


1; iB re EZ h + 8) 时， 
ITO — TGOl « —. ED r (Q) < G6) 


因此 由 (3.5 一 6) 可 知 
KTO — eG 2 2 TN 
r€ 2, E[s t t+ 8). (3.7) 


ME (TC) — ODE = E LB (T(O—r,(1)” € se C8r), 
而 且 


IQ) — s G3D7l < 3. 
28 


再 由 (3.6) SH v (A) ETOD WF. AE CT GO) 一 0 (2D) 
QU QC. BIER 
TÉ) €aeT(),. Elts t 4-93). 
这 样 一 来 [和 4 + 8) C E,» XA XC EI BTE EUR. o= 1. BU 
ToCT(OD)D R)CaeCTGPD DOLOR), s€ 10, 1]. (3.8) 
ADRAIVER.TGO) rx r (R), TEA — 00 5 ta-n 
7; GE [0,1]), IX JL 525 [0,1] 中 竺 一 定数 ,对 应 《3.87 我们 有 
TOD noO)ocrGO(QO)D08R), ¿€ [0,11], 
所 以 《3.2) xr. WEB. 
2. üSfhiR rd ”现在 我 们 给 出 SHUCOT ) 中 的 算 子 的 谱 分 
割 狂 质 , 设 了 一 区 | 了 heSEUCEE 5, U 的 谱 分 解 为 


U = |. AdECA), 


其 中 EC) 2) (C Be) 上 的 谱 测度 ， ECCO = I, WE Y OS CLR 
Mmi EC) = 0, i 
et, 一 EOD, U, = U| ær T,= ECYOT | æy. 
RH T, 显然 也 是 半 亚 正常 算 子 : 而 且 在 SHUCOE,) 中 ,以 及 
IT| = EGOITI | =. 
我 们 称 T, 为 了 的 由 弧 7 RRRS. ÜEROADUM 


4 20 * 


j à 
$ = (meer . 
”定理 3.2 $T = U|T| é sSHUCPE), Y 为 C, BJ, T, 26 T 
由 7 了 Sag. 4. Ca) 
oT A0] m oT ND, 
ME # 25 T, 的 相应 于 特征 值 1 PSMEDERU SL PUS SE VR FE dE f OUT 


的 相应 于 2 的 特征 向 量 , 局 时 2 € 9... f 
(b) e(T,)C&,, (3.9) 
MEy, 1 

e CT, 9, = a (T) 29, c (3.10) 

s (T. 09, = o, TIND,. GAL) 
因此 

TN)ND, = CT) ND. (3.12) 


证 (a) Ea cor ON0 £29 T, 的 相应 于 1 的 特征 向 县， 
fe 4€, ë o = A] e? = 二， 对 了 用 定理 2.3 EE 


[Tif = of, Uf M. 
Iit: f e 9€, 知道 
Uf = ef. 
所 下 了 是 已 捐 应 于 特征 值 o 尝 的 特征 向 量 ， 恒 FE ECT. Ae 
相应 于 了 的 特征 值 eT. BH k e @,. 
令 
Ma = íglUg = cs). 
由 于 EC') 是 如 的 谱 测 度 ,所 以 有 
M, C E, 
XH M Sk T , @% Ti e 2 所 以 
Tf= E(7)TI= Tf = A, 
BU ff 也 是 工 租 应 于 特征 鸽 1 GJ SOFT SL. 
R Z, UR L= pe" Eo T) OD o AHF 了 为 工 的 相应 于 1 的 
特征 值 ， 同 样 由 定 至 2.3 "TAS 


Uj = ej, 
rf e? ey, Mi 8 26, 因此 
Tf = ECY)TÍ = pe? E(Y)] = pef, 
BU 4 € a CT,) A0). 
(b) 我 们 作 区 间 [0.1] 上 算 子 值 函数 
TO = UT + (1 — )ECY)T|EC7)], £€ [0,1]. 
qu AAE EESERU K TB PS Sk MAET TO 是 半 亚 正常 的 , 同时 
ITCO| = Tj + (1 — OEQOITI ECT). 
ig TO 的 极 差 算 子 为 QG) = TO — U| TCO|U*. 
EBR à = pe Eo CTO ND,” 由 定理 2.5， 存在 X 中 一 列 
单位 向 量 {f.}, 使 得 
ll T G2 — pe Df — 0 (3.13) 


TH . 
KT Dhl KE Dh GA 
成 立 * 这 时 显然 有 | 
COGOR, f.) 一 将 0. 
XA 9C) > 0, 所 以 
NOl - 0. 
再 由 (3.14) 第 二 式 知 
il — "UL TOOL mlh] 0. Ga) 
des r MARERA 8 > 0, 那么 由 吕 的 谱 分 解 易 知 
I«u — ey — | ix — PRE D 
> PU — EQ. ——- (346) | 
从 (3.14) 一 (3.16) 可 以 得 到 
tim | — EGIT CD ll 
— lie lC — EGO = 0. Gar) 


对 任何 1, r € [0, 1]. 
(TQ) — DJ. = (T (z) — Mf, 


. 22 + 


Ld P” t y ON 


*GO DULU — ECrDITIT, 


+ ECCY)|T| OG — ECYÓf.. (3.18) 
35 z >= O R$. (3.17) 可知 
li: — ECITO fall — 0. . (3.19) 


34 2 = 0 FJ, BR Sk 
[G 一 ECQODITIAT =< ZICIT] — Dfl 
+ pl — ECY Fl, 
(3.14) 71 (3.17) AB (3.195 仍然 成 立 ， 
从 而 由 (3.17), G48) 及 (3.13) TA 
IET — Ahl — 0. 
BlaeoTO) n9. HIT or 是 任意 的 ;因此 
f eT (209, = eG 29, , :n7€[0,1], (20) 
着 由 引 理 3.1 相知 
eCTG))n9, 一 o TEOD ND, > r €[0,1], (3.21) 
oTONND, = o(TG))09,, ngfepo,1], (3.22) 
m T(1)- T,T(0) = T,E(7). 因此 
eT (0)NC) = e, CTONC 
e,CT(GDON(O) = o, CT OM]. 
再 由 (3.20)—(3.22) ht: = 1, r = 0 RAR (3.10—12). 
EUEMEO(T,) C 9,. 显然 eTO 的 境界 点 含 在 oT) rh, 
inf e(T,)X9,, MABE X 090, A€ oL (T, >D, FRUI 


但 另 一 方面 ;由 (2.6) 知 e” EU, 然而 
alU DEF 
这 是 矛盾 的 ， 因 此 Toc. urs. 

3. 谱 的 直角 分 类 ”对 于 亚 正 党 算 于 了 , 当 它 的 极 分 解 式 了 一 
U|T| 中 局 为 西 算 子 时 , 它 当 然 有 上 一 段 说 的 谱 的 衣 状 分 害 性 质 . 
然而 除 此 之 外 ,一 般 的 亚 正常 算 子 还 是 下 述 的 谱 的 直角 分 割 性 质 . 

ik T — X + iY JE € 中 亚 正常 算 子 . W x HD RO 


> 23 * 


X = Í zd E (x) 


TERR z 轴 上 区 间 A» 令 
PX. = EME, Tí — E(A)T|] æ,» 
D. = {xt i|x€ Al, . 
这 时 算 子 TA 也 是 亚 正 常 的 , SEES T BUH DX: A SHE BS y. 
定理 33 设 T 一 久 十 i:? 是 亚 正常 算 子 , 各 是 非 空 区 间 , BB 
Z, (a) 
opl Ta) = Geof TN D, , 
而 且 f 为 TT。 的 相应 于 特征 值 2 的 特征 向 量 的 充 要 条 人 尾 是 为 工 
的 相应 于 1 REAR MEAE Ds, G) 


f c(TA)C Da, (3.23) 
而 县 当 和 为 开 区 间 时 ， 
eT) D. = oT) O Das (3.24) 
eT AN Da — oC) Da, (3.25) 
(T A1 DA = oC TINMND,. (3.26) 


x jm y dA Eh. ER X YR pk Y hF. ds STU PE, 对 这 些 结 
果 的 证 明 都 和 定理 3.2 ANERE PIT AERE S. 

4 相似 变换 下 的 谱 映 照 ”现在 作出 引 理 3.1 的 另 一 应 用 后 
面 我 们 要 用 到 相似 变换 下 的 谱 有 映照 定 理 《 引 理 3.4), 更 一 般 的 变 
换 将 在 第 六 章 给 出 . 设 1 AE ER ERR 

(0 MGX d iY 08 AX + iY, 
- Hh X, Yeg) 而 且 革 自 共 轿 的 ， 又 作 复 平面 上 的 相似 变 
A 
Mas x + iyl Ar + iy. 
alm 34 Wb T — X + iY € HN(K, Y RARUD’ iu 


e,(M (ED) = MiG (TD), (3.27) 
e,(MICTD) — MiCoe CT), (3.28) 
cCM;CT)) = MiCo(T». (3.29) 


rT 


证 我 们 作 
TG) — tl 0)X + iY, 
Tr + iy) = (¿£ + C1 — Dx t iy. 
EA TO) EHN, AI TaT = LTO. 由 此 易 证 (3.275, 
再 由 引 理 3.1 见得 (3.28), (3.29), WE, 
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第 二 章 io aF 


在 第 三 章 中 ， 我 们 将 看 到 半 亚 正常 算 子 实质 上 是 一 种 奇 型 积 
分 算 子 一 一 一 种 零 阶 的 伪 微 分 算 子 . 而 在 伪 微 分 算 子 理论 中 记 
号 算 于 是 一 个 有 力 的 工具 ， 在 非 交 换算 子 代数 理论 中 交换 的 记号 
算 子 族 也 同 祥 是 一 个 有 几 的 工具 . 此 外 我 们 还 可 看 到 记号 算 子 的 
概念 与 量子 力学 《或 算 子 摄 动 理论 ) du NOE Bye 
f. 我 们 发 贡 用 记号 算 子 来 研究 非 正常 算 子 确 是 有 意义 的 . 


$1 记号 算 子 的 定义 及 基本 性 质 


1. 定义 及 初等 性 质 ATEZ) (QD p bro] E 
个 国定 的 单 参数 正 缩 半 群 ?，i4 是 它 的 母 元 , 即 4(O m exp (s An). 
《本 书 四 实际 上 只 考察 4 是 自 共 辊 的 情况 ) 当 之 0 时 ， 记 aO 
= A( 一 1)* d 
SCT) = S — lim 4 G)T AC— 1) 
Ze AU SECT) oT 3€ T AGBS. 
gne [7 nz, 
Bm, +£ =< 0, 


E 
FECT) = 5 — lim B"ITBU* 
PECES 


存在 ,就 称 SAID) AT RTR ORU SAT. 


D [4(0)) ERRER E M 4(Dein(u, (Uxteloo) WEA 
(QD 4(0) — 1, A0 + 如》 二 ACD AD, 5, HE [0, co), 
Gi) ERI Y € c. CACOx, y) 是 1E [O 00) B P] ABA XS 
Cii) [ACO| T, ee [D, ooy. 


à 2h * 


ha dr ,i 


在 上 述 两 定义 中 对 4(， 26HESSECT. BAFER TREE 
并 非 必 要 ,得 已 前 常用 的 情况 是 在 此 两 假设 下 . 
对 于 固定 的 算 子 AREF B. 我们 记 
S= 1T|T € Se (ef), SiT) 存在 }， 
SES (T|T € ZC 不 T) 存在 }. 
NWIT E eU) nS Tu [P] 38 s F 2 ik. 显然 当 4 是 
Eier LAlCSEmHBxTTel4l]l AST) = T, X. B E: 
酉 算 子 时 [8]JC5#, 而 且 对 于 了 TEL[BJ] E., Sa (T) = T; 
我 们 注意 e (Er) 按 遂 常 的 代数 运算 及 范 数 成 为 Banach (& 
数 ， 我们 称 e^ (C87) PRR Tie T* 为 对 合 . 
RIE Li (1) EET eS W 


ASACT) = SACT)a*, (1.1) 
W TESI WA 
A*Si(T) = SITA. (1.2) 
(2) i T € sz, 则 
BeritT)B* = s";(T), (1.3) 
如 T€ Sa, BA 
B*z^iCr)- si. (14) 


证 HT 620, a。 之 0 时 
AALT AC— r) = AG + a)TAC—I—a yet", 
4 z — + co 即 得 
e"48 (T) 一 S,CT)e"**, 
两 这 对 。 RGA e a = 0BUS Cl. 1)» 其余 的 类 似 * 证 毕 ， 
定理 12 (1) A26 ELJEBERCT- STE e Ti SECT) 为 53 
到 [4 了 中 的 压缩 同 态 ; 即 对 T, Tis T; € 53, z, 8 为 数 成 立 
ASSCT) = S$CTO)A4, WSRCT)DM m TI 
SáCaT, + BT.) = aSTCT,) + BSECT;), 
S3CT T) = SxC T)SSCT 3). 
Bah T e Si(T) 是 从 S$ GD 到 [4 了 中 并 保持 对 合 ; 即 有 有 
S(T*) = iT). 
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(2) E BOENCT. W T -> cT) £s ZJ [ BT 中 的 法 
Hi. Bis ERES... 

证 这些 都 是 显然 的 . 例如 由 引 理 11 的 (1L13 和 À = 4* 
立即 可 知 S(T) € L4]'. 

RLI (I 设 了 一 ax 二 ipt 都 是 自 共 叔 算 子 .如 果 vest; 
那么 SC») 也 是 自 共 斩 的 而且 十 Sst) 一 SiCT) 是 正常 的 . 

(D 设 了 一 U1T|,U 是 西 算 也 ;|T| 20. 如果 |T|€ SË; 
那么 FHT 是 半 正 定 的 。 

LET — ST), 
而 且 Use TI) 一 AET) 是 正常 的 . 

系 1.3 中 的 正常 的 记号 算 子 SCO 或 极 记 号 算 子 çes(T) 是 
密切 联系 着 算 子 工 的 有 用 工具 .下 面 我 们 再 来 研究 在 算 子 演算 下 
ide B GERGUS ET ais 

A14 设 工 是 正常 算 子 ,万 ' ) EOD 上 的 连续 函数 。 当 
ADAI T EsAN WE. UU f(T) € 5, WE 


KIT) = SIG». (1.52 
XH BIGBEWT.Tes' int. AIC es. Hú B. 
Ks" CT) = FEGT. (1.6) 


证 ROSE HEIESHISSS S m E. 
项 式 序列 {P( ，- )}, 使 
max |KZ) 一 P(Z, Z)| -> 0. 
所 以 TZ |& LIT Ii 
IK) — PKT, T*)ll — 0. 
由 于 ASETON e UT li, 所 以 
IKST) — P,GSSCT), S3CT)*I — o, 
H Te SE (SS *, FJA PCT, T*)&€ SS, 显然 S3 E.— 8 16 , 
BA KT )e Sk. HT T SiT 是 压缩 同 态 :从 而 
IIS$CGCT)) — PSAT), sšCT*))l 
= |SšQCT) 一 PCT TY 
*IfCr)- POT, TH — 0, 


这 样 一 来 
SEGCT)) = HS#(TY). 

BEE. HRE. mE RE SACO ) 的 对 称 闭 子 代数 ， 
g: A —> pC4) 是 轴 到 自身 的 保持 对 合 的 同 态 映照 , BD A p ab f 
持 显 序 。 即 当 4 守 BB 时 , e( 4) Z eB). 

FXE ŽA 20,44 € 9t, 则 在 在 一 列 多 项 式 在 90, d] 中 
一 致 收 合子 Mr , 从 而 

IPCA) — A) — 0, 
但 P,CA)€9R, Edi 4769, 由 Pm 保持 对 合同 本， 从 而 可 知 
CAI) € 98, 也 是 自 共 因 的 ;从 而 
pla) = oC ATY zm 0. 
[FERMEN 42 BEES q(A) 2 p(B)，、 利 用 上 述 事 实 可 以 证 明 如 下 
定理 . 
定理 1.5 dtA42SEXSRGEC T. T ESTO" 则 


e(S3(T))Co(T), c(SiUT))CoXT). (1.7) 
设 刀 为 西 算 子 : T € F NLE) MU 
cC (T) Ce), esl ECT ))CoQ). (1.8) 


证 3 28 OCT), 那么 存在 e> 0，, 使 
CT — AIY*CT. — 11) ze el, 
CT — AT — AP)* Z el, 
HUY T sš(T) 是 SNCH 上 的 保持 对 合 的 同 态 ,从 而 有 
(XT) — AD G3(T) 一 2 > el, 
(S&CT) — ADXGACT) — AD* 2 el, 
Di EpC. WE CD 的 第 一 式 . 
如 果 ae (T), 那么 存在 & 之 0, 
(T 一 AT — AD) Z= el, 
ELE 
(Ss(T) — AI)*CSS(T) — 21) 2 el, 
因此 ago (SSCFD), 即 有 (1.7) 的 第 二 式 ,(1.8) 也 同样 地 证 明 ， 证 
Hi. 


2. 谱 的 分 解 性 质 ”现在 我 们 利用 定理 1.2 9€ Sp aeg AES 
质 . 

定理 16 设 和 和 了 都 是 自 共 斩 算 子 ， 如 果 Y € Sk, 那么 对 每 
+ x€a(X). WA y eoGECY)D, 使 

x + iy É oi (X +Y) 

证 HA Y esf, iu Yt = Sz(Y)， 从 系 1.3 RTRA, X + 
iY+ 是 正常 的 .根据 正常 算 子 的 庶 分 解 性 质 容易 证 明 存 在 y 
cCY *) 和 单位 向 量 列 {g,} 使 


ICX — xDeal— 0, OY — yDg,l — 0, (1.9) 
对 每 个 Ens 有 实数 In» 使 
|C ex Y usa — Yt)g,| =< l (1.10) 


LEN fa — eaga 立即 可 知 |H. = r, Hp C1.9—10) 知道 
lim (X 一 x1)f,l 一 lim 民工 — y Df. = 0, 
El æ iy €é c,(X + ;Y), EH. 
同样 地 ,我 们 有 
定理 1.7 LU SEIS, THRRET. T € 多 省 , 那么 对 
fk e é (U) 《其 中 日 为 实数 )， FE ocoli 以 及 单位 
HEF {fj 使 
IKU 一 efl 一 0 [CT — Dhl — 0, 
a T = 0 时 , pe” € a, CUT). 
定理 1.6 及 定理 1.7 给 出 算 子 的 谱 与 其 记号 算 子 (或 极 记号 算 
于 ) 的 谱 之 闻 的 关系 ， 


$2 亚 正常 算 子 的 记号 算 子 与 半 亚 正常 
算 子 的 极 记 号 算 子 
1. T 算 子 的 定义 及 其 与 记号 算 子 的 关系 ”和 记号 算 子 有 密 
团 关系 的 是 了 算 子 . 设 4€ S COP) 为 一 固定 的 线性 算 子 ,而 ;4 
为 单 参数 压缩 算 子 半 群 AG) 的 母 元 ; 当 上 < 0 hH lB 


* 50 a 


ACO = 4(—D*, 
IE T€ se CC) 使 
+ u AG)T AC— Nas 


Es ` 
= +$ 一 lim | ACOT A(— t) dt 
4-12 40 


存在 ,那么 记 它 约 为 TrECT). WE 
TÉÍ.T > PÉCT) 
为 Friedrichs [1] B9 T #£ 
设 避 为 固定 的 等 距 算 子 ; 如 果 TESE), E 
> Uz"uTp = s — im > Ul[*s1T LilFn] 


m= 


存在 ;就 记 它们 为 Y OCT 2. “ 
定理 21 ib4.Tes/(QÉ),id D. =i(AT— TA), D. = 
i(A*T — TA). 那么 57 存在 的 充 要 条 件 是 TiO 存在 ,而 
且 当 它们 存在 时 ,成 立 
T = S(T) FTD). (2.1) 


证 由 于 
LLL = e" ^[i(AT — TA*) l]e"4*, 
£ 


FERRARA de, 得 由 0 RED T0, 我 们 得 着 


PLE MEE — T = esD+e ide, (2.2) 
再 令 sto A GD 中 关于 520 的 等 式 成 立 ， 对 于 sT) 
的 铺 况 也 类 似 地 讨论 ,证 毕 . 
类 他 地 有 


定理 2.2 BB SERT Te), 
Qa = + (BUT pn — T) 
那么 ri 存在 的 充 要 条 件 是 YP (O+) 存在 ; 而 且 当 它们 在 在 
有 时， I 
T = SEO. TIC. (2.3) 


. 31 v 


Z. 记号 算 子 存在 的 充分 条 件 为 了 给 出 记号 算 子 存在 的 一 个 
充分 条 件 ,我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 23 设 {4:1} 是 一 列 下 有 模 的 单调 下 降 的 有 界 自 共 因 算 
于 序列 ,; 则 {44} 必 在 在 强 极限 , BIS El ESE = 4 € sz CO fis 
4 = Š — lim 4,. 
证 由 于 4. 2 PUR BEBO LIAE FERES ES RAFI 因此 有 常 
# M > 0, (ë |a, | M. 这 样 对 每 个 +e 如 (64, 32) 是 单 
调 减 少 的 有 界 数 列 , 因 此 必 有 4Cr, x) 存在 使 
Alr, z) = Bm (Aux, x) 
ifa H. 
- [AG z)] < Mii. 
所 以 dlr, z) EEG FAR REA uU E. E 3E4TV 6 2, 
AC + y), (z + y)) AC — y), (z — 2) 
= 24(x,x) + 2405 y). 
BIZE EI EdJESUECT 4€ 27690) 使 
(Ax, z) = Ax, x). 
记 B, = A, 一 4 Z 0, B, 为 一 致 有 界 的 单调 下 降 开 算 子 序列 , B. 
f (B,x,x)— 0. 
因此 
MB:xl > 0, 
但 B, 一 致 有 界 ; 从 而 
HlB,<z| — 0, 
BU A, 强 收 化 于 4. EË. ' 
现在 我 们 给 出 记号 算 子 或 极 记号 算 子 存在 并 且 记 号 算 子 与 极 
记号 算 子 相等 的 一 类 充分 条 件 . 
定理 24 | A4,T € #(2F),T oO BISSEBS . 4 是 耗 散 的 {( 即 


aibi (4 — A) > 0) Di = i(AT—TA*), D. = i(A*T 


— TA). in 
D+ >0, (ms D_ > 0) (2.4) 
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那么 SiT) (相应 地 SSCT)) 在 在 ,而 且 
SIT) >T, GAMH TIT). (2.5) 
FE B = (A* + HAt iD, WJ iTO (相应 地 SAT) 
也 存在 :而且 
S (T) = SiT) (相应 地 SET 一 SCT)) (2.6) 
证 由 于 D+ Ze 0, 可 知 自 共 连 算 子 值 水 数 
K) == pA pTi 
是 单调 上 升 的 . HET = MI, 那么 
f) x Mete 9t, 
XAF ARERIA EP IEEE 
0 = eA iat < f. 
AE JG) 是 上 有 界 的 ， 由 引 泽 23, s| 3 
S — lim Hs) = S2CT) 
FE. X G) 是 单调 上 天 的 ;从 而 
SIT) mK-T. 
可 以 类 似 地 在 D- > 0 的 假设 下 证 明 S27) 的 存在 性 和 不 等 式 
T > S57(T), 
容易 知道 
Q —T—BTB* —2(A* —il) "D. (A + ily?, 
OQ, = B*TB — T = 2(A4 + iP) D(A* — ;1D 1, 
B Os Z 0, 类 似 地 可 证 SH 六 TY 存在. 
Hi5[38 1.1 


ASACT) = SXCT)A*, 
DE 
B*SI(T)B = SiT). 
EB QDaEA 
| B'"T B” = SHCT) — B'T1(D.)B*. 
IB TÍCD4) z 0, Wide Exit » — +e K SP IB 
PELT) « ST). 


类 似 地 下 引 理 1.1 知 
B*s^RCT)B 一 PAT), 


我 们 得 到 
AECT) = SFI(T)A*, 
EE 
“AST )e 77 — T) 
从 而 得 到 


eT. gt HT — ey (0e nns, 
在 上 式 中 令 * 一 十 oo, 可 得 
SIT) < SQ). 
因此 
SAT) = HTY. 
BAA EIER. 证 毕 . 
同样 地 有 
定理 2.5 db B,TE S C9€ ); T HARIR, B 为 等 想 算 子 ， 
又 设 O, > 0, 那么 SPOT) 存在 ;而 且 
FECT) >T 2 SiC). (27) 
RB AEST ufi A ZEB E — EN e" é o( B), 425 eB 
8935 Cayley 变换 4 二 ie "Bd I)(67*B — 1», Wi] SZCP) 地 
存在 ;而且 (2.6) RI. 
3. 亚 正 常 算 邓 的 记号 算 子 ”现在 我 们 把 上 面 一 般 的 理论 用 于 
讨论 亚 正 常 算 子 的 记 并 算 子 或 壮 亚 正常 算 子 的 级 记号 算 子 . 
定理 26 AT — X + ;Y 是 亚 正 常 算 子 ， 那 么 了 E 8 门人， 
mE 


SLY) & Y < SECY), Sy(X) X m SY(OX), — (28) 
iRU.V 分 别 为 X 和 了 的 Cayley 3838.9] T € FN SZ, mE 
SICT) = FECT), SKT)- VIC). (2.9) 
它们 都 是 正常 算 子 ,分 别 与 区 和 了 可 以 交换 . 
证 XPESESERCTOXOGUY 应 用 定理 2.4, 这 时 由 于 
D, = 0, 


* 34 * 


知道 
而 且 


Y € S£ Y See. 
Sy(Y)=< Y ESY) (CY) = se), 
由 于 XES NASE Hú B. 
, Sk(X) = SEX) = X 
我 们 得 到 T e Sz so, 而 且 
SECT) = FECT). 
再 由 系 1.3 知 5 二 了) — X + ;Sk(Y) ERA. x TRT 
同样 地 证 明 ， 证 毕 ， 
X27 在 定理 26 的 假设 下 ， 
a(S TH USEC CT). (2.10) 
证 由 于 SCT) EX AA eCSEQTOD = aL) 而 且 在 
定理 2.6 中 事实 上 有 T Esin, MAMRE 1.5 而 知 《2.10》 
成 立 。 
定理 2.8 iE T —U|T| 是 半 亚 正常 算 子 ，(a) 那么 S" ECT) 
FE mA 
FTD =< T| < SFTI. (2.11) 
和 如果 如 是 西 算 子 ,那么 S/"SQCOD)JEiEEdHg. (b) 如 时 也 是 酉 算 子 ， 
ME CU) REAA., BAT Esh. 而且 sš(T) 是 正常 
的 .如果 下 是 1 了 | 的 Cayley 变换 ， 互 是 e 7U(c^Eo(U)) 的 逆 
Cayley 变换 ,那么 
SÈT) = 9T), SECT) = FECT). (2.12) 
证 ”我们 只 对 (b) mB89—8562 "Tesi" WENEH. 不 妨 设 
1€o(U), fE 
B = LO(U) = ¿(U DU —Iy, 
Mj B +ilT] EHN, 因此 由 定理 2.6, 得 到 Best. fhnBrF 
U = L(B)— (B + D(B — 2", 
由 定理 1.2 A U € Sia. Ma UIT|esik. IEEE, 
对 尘 亚 正常 算 子 的 谱 与 极 记 身 算 子 的 谱 ,我们 有 如 下 的 系 ， 
系 2.9 在 定理 2.8 的 假设 下 ， 
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eC S" CT )) To TY. (2.13) 
又 在 定理 2.8 假设 (b) F 
oCStACT )) Co CT). (2.14) 
XE 由 于 这 时 SECT) 和 SetT) 等 都 是 正常 算 子 ,它们 的 谱 
于 近似 点 谱 一 致 , 所 以 由 定理 1.5 而 立刻 推出 (2.13); Q.14). 证 
E, 
现在 我 们 再 对 记号 算 子 这 个 概念 的 来 源 交 代 几 句 ， 它 的 来 源 次 远 . 
Fourier 积分 理论 中 的 Titchmarsh [1] 定理 :“ 当 为 可 积 时 


1 tt 


lim —— = = Hw) 


r—+= PHI 2) x — d) — 
. 1 glix7€wH " 
Lu |; 4 8 — a (OX =b, 
就 咎 发 人 们 想到 记号 算 子 ， 对 奇异 积分 算 子 的 Calkin RAA iË Cn # £ 
Douglas [3]. [4D 就 实际 上 引进 了 记号 算 子 概念 。 对 于 下 正常 算 子 的 记号 
算 子 概念 的 来 源 据 张 靖 南 说 ,他 是 在 读 量 于 力学 的 Heisenberg 方程 


z (eit Ber iP = i[H, eH! Be HI] 
£ 


《其 中 五 即 为 Hamiltonian, B XAMRA, H 和 8 EIE E) ERT) INE 49 J 
AR ERU ¿[H ,B]2>0 时 c Be IH 是 + 的 单调 增加 话 数 因而 联想 到 有 机 
限 , 产 生 了 记号 算 于 的 概念 . 

另 一 个 有 可 能 受到 启发 的 ,但 稍 远 一 点 的 来 源 是 谱 的 摄 动 和 星子 力学 中 
的 散射 理论 (例如 参见 Kao [3] 的 第 10 章 ), 其 中 需要 考察 


lim eiger um 


rq e a9 E LOL n E. wOSSEEBERECTORERETO, 在 一 些 散 射 的 形式 理论 中 步 已 
不 限于 等 焉 算 子 了 。 这 也 可 视 为 记号 算 子 概念 的 来 臣 之 一 . 


$3 ” 谱 的 投影 与 谱 半 径 


L 谱 的 直角 分 解 与 极 分 解 ” 作 为 记号 算 子 与 极 记号 算 子 的 一 
个 简单 应 用 来 说 明 非 正常 算 子 与 正常 算 子 的 联系 . 证 明 亚 正常 算 
子 具有 和 象 正常 算 子 所 具有 的 如 下 的 谱 直 角 分 解 性 质 . 我 们 用 x， 
x, 分 别 表示 算 平 直上 对 实 轴 及 详 轴 的 投影 , 即 对 复数 s 一 tiya 
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有 
m. = p, myQE — y. 
d X, YE se (O) 为 自 共 轿 的 ,显然 
m (G (X -+iY))Co(X), mot + Ca). 
由 定理 1.6 即 知 
51831 若 和 和 YY 是 自 共 罗 算 子 , 了 YES US M 
x (G (X + iY)) = o(X). (4) 
定理 3.2 Ub X + iYCOX, Y JARRAT ) E VU PE T BË 


J> 


x.(o(X + iY)) = xla X + iY)) = o( X), (3.2) 
a,(e(X + iY)) = z,Co.(X + iY) = a(Y ). (3.3) 
AE puc X + iY 是 亚 正常 的 ,从 而 由 引 理 3.1 知 (3:1) 成 
立 . 及 由 于 定理 I，2.5? 知 
a X + ;:Y) =X + IY), 
又 由 于 olXX 十 iY) 的 境界 在 oCX 十 i7) 中 ,所 以 (3.2) 成 并 , A 
理 可 得 (3,3)， 证 举 ， . 
RIAR EPEAL x, 与 mo: ROAR r> 0, 
RE” mrdr, 
mg: r ePi e, 
mA HTE MERS T — U[T] 中 如 为 西 
算 子 时 ,显然 有 
zoo UITIDCoNTI), solo CU|T|2N01)CoÚ( (U), 
由 定理 1,2.5 当 D |T| € SHU 时 得 
æla LU |T| DELITI), so QUITIN O DEU). 
然而 我 们 还 有 进一步 的 结果 ， 
定理 -3.3 i UIT|€sHU, 那么 
x(G (U | T DNO = mCGQUITDNOD- eU). (3.4) 
zQGQUITDoimOTD. MOTDE (3.5) 


1) 我 们 用 罗马 字 表 示 章 农 ， 例 如 这 里 定理 L 2.5 KB EOS 2.5, 
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KH lU) AC, 时 ， 
zU ITI) = oA UITID = aCITID. (3.6) 
WE (3.4) 的 证 明 与 定理 3.2 一 样 . 
IEH (U) = C, F, m GCUTT|D = o(| T DX E 
Iéo(U), fE “Cayley” IARE H 3.2 Së H (3.6). 
邻 证 M| T|) esxGCOT). HT ITI = M(]T:), (2.11) 


和 . 
IT| SSATP SITI, 


an MC|ITIoeeCs7ECITDO. Rm së(T)=US5C] T|) 是 正常 
算 子 , 必 有 e, le” 一 工 使 

e?MC|T |) Eo SET). 
rH (2.13) BER M (|T|) ee CT), ERI MCTI) € wColCT 2). 

TUR mT) = 0, ES mOTID € n COO. mE m(| T|) 
0,852 T'es) WIB EH SI 1, T'esHU, 显然 

mCITI) = MCIT esito cT». 
FÆRI mOTI)€z(oT)). EE. 

我 们 注意 ; 当 a5) 一 C, Ef, (3.6) 可 能 不 成 立 . 

EBL 2.1 ME A, 二 0(a «00, 2,—1/2, 4, = lG > 0), 
ixl (T|) = (0, 1/2, 1). 而 oT) 一 {1z| 一 1,z 一 4}. 8 
4 ET-S-O/2)5,3XJL $S 29x] IZ A, = 0(n < A, = 10s 
0) 的 单 向 平移 算 子 AA OS) 一 {sj 一 1,z 一 0}. i P, EU 
常 值 通 数 空间 上 的 一 秩 投影 ， 从 而 可 知 oA(T) (S) 这 里 
cT) 表示 T 的 本 质谱 .这样 车 "eekcefT)xo(T) Bl. 或 
re? € o, (T), BE re? € o, (T), 但 后 者 不 可 能 ;因此 从 有 oT) = 
aT) LT). [FH ilin] ie (T) = ([s] = 1s 一 0}， 这 时 等 式 
(3.6) FRX. 

2. WFE ”现在 我 们 来 证 明 半 亚 正 党 算 子 了 的 谱 半 径 

r P T) = max | 1 | 
À £atT) 
具有 象 正 常 算 子 那样 的 估计 式 . 
定理 3.4 如 果 了 是 半 亚 正常 算 地 (或 协 半 亚 正 常 算 子 ) ,那么 


s 38 = 


r (T) = TII. (3.7) 
证 $E T eSHU iaw. BOT BT] ITI. 从 而 
Iri eesCrTI (3.8) 
H (3.5) 存在 实数 8, fi Tle € o CT 2. 因此 
ra QT) zm ITI. 
但 是 r P (T) = IT| 是 显然 的 . 这 就 证 明了 (3.72. 
对 于 一 般 的 了 了 € SH, 我 们 要 用 属 下 面 一 个 关于 半 亚 正常 算 子 
的 扩张 引 理 . 这 个 引 理 实际 上 是 联系 SH SHU 中 算 子 的 一 个 
基本 而 简单 的 引 理 ,后面 村 多 次 用 到 ， 
引 理 3.5 VEA = U|A| e a CEP, U 是 等 距 算 子 ， 那 么 必 
有 Hilbert 空间 E^ «9€, EURA ZZ hT U, |A] 
EER 中 的 半 正 定 的 自 共 罗 算 子 ||. 使 当 x 《这 日 好 时 


|á|+ —= 0 (3.9) 
而 且 4 xtink A = 131. qub 4 € SH5 B: £ € SHU , B. 
a(4)Co(d)co(A» Ufo] (3.10) 


证 ER- SD, E 
dim (O2) = &, dim (9€ OU"), 

XR gd fA IDA SEG U x26 E — 7 ERTU. 35 P X ëZ 到 
名 ”上 的 投影 算 子 ; 作 算 子 

1 A| = lal". 
事实 上 ,这 时 LE] 260 L4] 与 7 OC 中 零 算 子 的 直 交 和 ， 

[4| — [41 QOlzes. (3.11) 

FA (3.9) 成 立 ; 自 然 有 |3| m 0. dE 

4 -U|Al, 
这 也 是 极 分 解 式 ， 而 且 由 (3.9) 4 E 4 的 延 拓 ， 由 作法 , 相对 
THREF = SC OG OS) 有 表示 


i-o aC o) 


DESL LEURS 当 AESH) 时 ,在 极 分 解 式 4 —U|A| hi U TRE 
fuat ge 中 等 距 算 子 ， 


a 39 = 


通过 计算 易 知 
|4| — Ü|3|Ü* — (a| -Ula [UNDO] gos. 
因此 当 4 £ SH BF 8 A ESHU, WAH 
3 = AQO| Fors 
可 知 (3.10) R SIRER. 
根据 引 理 3.5, fE T € SHU, HXi A 
r (P) = r CT), ITI = ITH. 
由 已 证 的 部 分 || || 一 -,,( F), 立即 得 到 《3.7). EE. 
现在 给 出 半 亚 正常 算 子 的 殉 解 式 的 估计 . 
FIG 设 工 为 半 正 常 算 子 ( 即 了 TT 为 亚 正 常 的 或 协 亚 正常 的 )， 
Wi] (3.7) 成 并 ,而且 涩 4€ eCT) 时 ， 
- 1 
ICT c AI) | = dis (A, o( T)) (3.12) ` 
证 不 妨 设 工 为 亚 正 常 的 , 那么 由 4 1 知 (T arn t 


AT — uy» -1 


所 以 对 《7 一 41) A (3.75 f 


- 1 H 
T —APYy!| = max 一 一 一 一 = —— 
ic » ses je — ål] dist (A, o(T 55 


Llzeol7))}, 


3 


对 于 半 亚 正常 算 子 , 迄今 尚未 得 到 如 (3.12) Bb PE R TEE Hi TE 
计 式 ;但 是 在 特别 情况 下 仍 有 准确 估计 式 ， ` 
R37 设 了 是 灶 亚 正常 的 (或 协 半 亚 正 常 的 ,而 是 0 € oCT》 
那么 
lr? = ncn - LL. (3.13) 


WE Hp $T. 1, 这 时 了 1 也 是 尘 亚 正常 的 ,所 以 (3.13) 成 立 。 
13.8 设 了 为 半 亚 正常 算 子 ,那么 对 自然 数 # 成 立 
{T = nl". (3.14) 


TR Teg 0.8384 EE TTREX 0,014). 

证 22 为 自然 数 时 ， 

VIE < ITI 
BAR AHE Tess C. 
IT” Ze r CT). 
(Hj? 2° € oC T") E5581 2 € p(T), 因此 
fa*la &ea( T) CaCT"). 
即 得 
f r (T7) Z r, (T. 
PA AE 
r CT) < V TTE SITIS rT) 

所 以 GBR. 当 Teg) F, 类似 地 证 明 (3.11)》 对 负 
整数 = 也 成 立 . 

3. Cayley 变换 下 的 谱 映 照 定理 ”下面 答 利 用 引 理 I, 3.139 
六 的 投影 [定理 3.2) 给 出 Cayley 变换 下 的 谱 鼎 照 定理 , 它 把 亚 正 
常 算 子 的 谱 和 半 亚 正常 算 子 的 谱 联 系 起 来 . 

T = X + ;Y € HN, 我 们 作 SI, 1 第 5 有 段 的 Cayley 变换 

TOT) = {X + NMR — m MD). 
[R8: tF 38 SEE Tg rh BATUR: 8 
rix + iy ele ti — D (y — m(Y)), 
定理 3.9 jk Te HN, Mj 


eGOP)) = rok T) ` (3.15) 
eT) = vCo, TY), (3.16) 
or(T)) = rCo( TD). (3.47) 


证 记 了 二 多 十 :了 ;其 中 区 ,了 了 为 自 共 谣 的 ,为 往 单 起 见 , 涉 
Hiz e= Ü, m( Y ) = 0. 为 了 应 用 引 理 3.1， 3g 13 R 一 
(z|íimz > 01. FAR 


— 1 EE 
qu) = TE qu) m LÀ +y 
ix — š 2 


以 及 


. pf) i 0rd 
rz ti) = iy =o. 
AERE 3- IB PR EK 
TO = [C 9090) — if2)/t 0 rx 
LX + iY t= Ü. 
这 时 
Tila + dy) = — ire + iy) — i/2, 
TCL} = —# (T) — i/2, 


容易 验证 mm € T(O 适合 引 理 1, 3.1 中 的 条 件 . 例如 我 们 来 验证 
{I 3.1). 出 于 g (X) 为 本 算 子 ， qu) | = 1 ,所 以 
2ReCU 一 px) p (X )f. D 
= JO — eGOg CXII 2 0 (3.18) 
XE Y 205 
Y 一 qe (XY PR = (1X — D ULX Y 2X — i) * zx 0 
得 到 
Re(CY — qi GO Y o,(X )*»f, Ë 
Z 1/2((Y — e OX)Y (X) 5, 220, (3.19) 
因此 从 (3.185 30 (3.19) 得 到 
Re (CELY) 一 pO LAY I AX, 2 0. 
Rl Z ¿> D, y >> 0 Ff l 
ITO — cix + iP 
= KY) — bn DF 
+ PWC — pe) pe XIV/ 
= [CY ) — 9, 2101/8 + 20 GRICY) 
— PALY )o,CX ) 5f. D 
zeQO»)-— WD = lY — y. 
Wilkas 1 >> > 0, y> 0, 而且 
ICTO) — r,(z 十 地) 让 — 0. 
MPA 
KY 一 了 有 一 和 


ll iC X) — e; GO DELI 0, 


IX — x1)5,1— 9, 

RA 

e TG) RCrzGIGTG)) f R). 
但 是 反 过 来 的 包含 关系 显然 也 成 立 ， 因 此 (1I,3.1) 成立。 就 可 以 
应 用 引 理 1,3.1, 在 (I，3, 1 一 2) GR £ = 1 PA 

eCrUT INCR) = v(a (7) R), 

err )) I YCR) = r(o, CT) | R). 
MRE R ZERTARA rR 一 (0j, HET mC(Y) — 0, 
Oéa(Y5, WEL O€o,CCT 2). X H GIAA z€ R! IE z € 
aKT). BHF 


TALT N rCRY = cC CT) R). 
另 一 方面 如 果 存 在 正 数 e 使 
lrede = edel. x€8€ . 
那么 Yel > elel Hdg Y 7 € C2), BEO € P(z(T)), 得 到 
TILTI NCR = $. 
同时 由 于 了 Z 0, Mifu f 
e( T) AR! — ol TIN RI, 
由 此 导出 . 
e CUT )) D CR) = z(a LT) N RD = p, 
所 以 (3.15—16) nr D E (3.17) ERI. IEE. 


+43 


第 三 章 ”奇异 积分 算 子 模型 


为 了 对 亚 正 常 算 子 和 半 亚 正常 算 子 作 更 加 深入 的 了 和 解 ， 并且 
为 了 与 经 典 分 析 和 的 微分 算 子 理论 发 生 联 系 ， 本 章 中 我 们 将 建 
芯 半 亚 正 常 算 子 和 亚 正常 算 子 的 一 种 柯 西 核 的 奇异 积分 算 子 得 
型 ， 它 可 以 作为 研究 这 些 算 子 的 谱 及 其 它 性 质 的 一 种 工具 . 


$1 一 类 奇异 积分 算 子 


我 们 先 探 讨 一 类 福西 核 的 青 窜 积分 算 子 的 一 些 常用 性 质 ， 为 
此 我 们 先 叙述 向 量 值 名 数 空间 的 一 些 性 质 . 

1. 向 重 值 平方 可 积 函 数 空 间 AMEE, B 表示 由 MM 的 茶 
些 子 集 组 成 的 5 代数 ,上 为 可 测 空 间 CM , B) 上 的 0 有限 测度 .又 
设 马 是 一 个 可 析 的 复 Hilbert 空间 , HH (a. 0). OR 9 meis 
和 和 5 的 内 积 ， 设 ftx) 是 M 上 定义 的 取 值 于 多 的 向 量 慎 函数 (有 时 
我 们 就 称 为 向 和 鲁 值 沙 数 ,或 全 值 隐 数 ), 如 果 对 任 一 aE 9, SAE 
数 r (IG); aJo JE CM, B) EWR, MIRAR f JE UI 
的 ， 当 和 # 是 多 值 可 测 辣 数 时 , (G0 og (028 J& CM , B) 上 的 
aAA. 事实 上 设 ¿, E D 中 完备 就 范 直 交 系 (有 限 或 可 列 个 向 
BER) h (e)s eo) 70 (g GO , es) 的 可 测 性 和 Parseval FA 


(GO, gGO0s = 5 ORAE CONAI 


立即 可 知 (GO ,g(x))s 是 可 测 函数 ,特别 地 GO at T RR 
数 ， 设 为 KM , 9) 上 的 9。 有限 测度 , 令 Q 表 示 测 度 空间 (MM， 
B, n), UE f EM ERT 9 892 T Q STRASSE 75 E BRE CRT 
flf Ceo Sd < oo0)，、 我 们 记 这 种 函数 全 体 为 LO, 9). "C 
gC 2€ LQ, 9) 时 , 而且 对 几乎 所 有 (对 测度 ns € M , f(x) == 


eH 


8G), BURLIC- ) 和 g(， ) 看 成 同一 个 向 量 。 ZELO, 9) 中 按 
通常 的 方式 定义 线性 运算 ， 又 规定 内 积 如 下 

D = | GG» dee). Qa) 
容易 看 出 LX(Q, 9) 成 为 内 积 空间 ， 特别 当 9 为 复数 体 时 ， 它 就 
是 通常 的 L2(O). 

定理 1.1 LLCO, D9) 是 一 个 Hilbert 空间 . 

证 我 们 只 要 证 明 完备 性 ， 设 (FC: )} 是 LX9, 9) 中 的 基 
EFFI ie) 是 人 中 完备 就 范 直 交 系 。 这 里 我 们 只 要 考虑 了 
为 无 限 维 的 情况 ， 显 然 对 每 个 国定 的 C)» es] 是 L'CO) 
中 的 基本 点 列 , 从 而 由 LOOD 的 完备 性 , 存在 函数 ga € LO), 使 

(SC oes > Br; CE L'(0) tH). 
因此 对 每 个 自然 数 m, 有 


>: lg) ano — im 25 | 1G.GO, eola) 


< dim IJJ. 


所 以 > ) UO < seo。 因此 在 在 一 全 测度 集 E c %, E: 
k= 
Hre EE], s ga) |? « co, fE 
k=l1 f 


JG) 一 ne z€ E, 
k=1 . 


- Kx)-—90, EE, 
352. 509 f € 工人 0, 多)， 由 于 对 任 一 自然 数 N 


ACOR 1G), Dunn 
k=] - 


< lim | llf, — flan CO > 


在 上 式 中 , 令 入 一 00, BEA n — co, BOR 


证 毕 . 
ik RO E(D), (zt& M) 是 算 子 值 消 数 ,而 且 对 每 个 aED, _ 
M LB [PRX RG) 是 可 测 的 , 则 称 RC: EMA. A RG), 
GEM) XERE D PREET. MRA REATHA. Aima 
DODE. -e CS... 
A 9: —»p BA B), B. 
D, = (0), 
if Xi 
FC FZ CE, C 
是 器 中 一列 集合 EM 上 定义 投影 算 子 值 阅 数 R- ) 如 下 : M 
tE Filjo RC) = 05 H 16 FAP, (0770) Bj, REO 209 9 81 p, 
上 的 投影 算 子 ;又 当 1E Uj F.W. RO) 一 IJ， 这 样 的 投影 算 子 值 
通 数 称 为 标准 的 ， 它 显然 是 可 各 的 ， 我 们 记 
L'(Q, 9, RC -)) = (flf € L'C(0, ®), RC HC) 
= f), 
它 作为 Hiber 空间 L'CO, 9) 的 于 空间 ;也 是 一 个 Hilbert 空间 。， 
i0 < u(M) < oo , 15 基 8 L'(0,9) F, P LD h € 2, 
使 对 每 个 *E 多 
(es a)s = | GE), adadale). (1.2) 
"s BESTES 上 线性 证 本 


hiai | 《ay IG Jodu (x) GE 多 


Gs feos co | < (Nice en) ) Tata", 
所 以 及 是 有 界 的 。 REA he 9 E C2) RY. iE 
h = | tGo2n GO. 


TAH 4 
WOZIE treolPasco) . — Q5 


如 果 uM) = 1, 对 每 个 a€ 多 , 我 们 把 = 看 作 常 向 量 值 函数 , 那 
Z aE LXO, D), BTHHETIDNA 25 
DELLO, 9), 
而 且 内 积 也 一 致 ， 作 LXQ, D) 到 9f ETAT: 
P: ，)F> | Idule), (1.4) 
显然 D E LO, P) 的 线性 算 子 ,又 由 (1.3), P 是 有 界 的 。 再 则 


Bf) aC) ILOON ED) 
= | (| ioanco ` gG) anoo 


= || aco. Gun GOdaQ 


= (FC Js eC DD. 
所 以 p 是 自 共 轿 的 ,显然 当 a € @ Is. Pa = 2. MAP 9: LO, 
0)509 上 的 投影 算 子 . 

2. T MEE Fourier RA 现在 我 们 考察 一 个 特殊 情况 - 设 C. 
为 单位 图 周 {e%10 < 9 < 22], % 29 C, fh. Bord 集 全 体 ( 即 包含 
形 如 (69:0 =< 0 =< a) USERS 代数 )， &m5(c,9) rZ 
下 的 Lebesgue WE. 它 满足 


m( [e° t =< B =< a)) 一 


| E 0 <. <2= 
即 dm(e9) — —-40. 34 O= (Cs 9, m) Ris WE LO, D) 为 
LD) 对 每 个 fe L'(9), fE 
fa = Centum), 

d f, 30 IC = ) 的 第 个 Fourier 系数 ， 我 们 可 以 用 向 量 值 Fourier 
BURET ) 

fet) = > ft, dM > Il. C1.5) 
hj 


a 47 5 


Ke) = S — lim $ fe, (L6) 
我 们 考察 LX9) 中 一 切 形 如 
K= nen 


的 函数 所 构成 的 子 空间 * 记 之 为 五 3)， 称 它 为 Hardy 空间 ， 这 
是 一 个 很 重要 的 空间 ,我们 记 LO 到 HD). 上 的 投影 算 子 为 第 . 
24 f(e 0e 9) 了 时, 作 解 析 函 数 


— 1 D areh Ke 
ie - 3| at= | KE amc, Isl < 1. 


i c ü — z 


显然 对 每 个 ry0< rs1， PRA KrC ` ))€ L'(9), ifj B. 
Ke) = S — Em fee), 


事实 上 ,由 S nte co, BAM r 一 1 一 0 时 ， 
IE 2 — re DII = 2; IAP — r) — 0, 


AM fe LXD), miL (1.5) 时 ,显然 
(Bet) = fem, 
a= 


AE FR E 
È nrf E x, Iz | < 1. (1.7) 
XE HEIE z E |z] < I hf, C, KAR 
二 -一 区 


BT L2(0, 9), Bm L3) 
1) 根据 Riez 定理 5 见 JIpmaanos [1])， 我 们 可 以 短 道 对 几乎 所有 的 e°, 
lim f Cre?) — fps = 0, 
BEEM RIPARIME, 


. 4B» 


£X 2) JIMRC 
| (825€ ER amc) 
1 
= — Im 
LA 
所 以 
KOC) 
fp 371) 
E LO, D) 上 的 线性 有 界 算 子 ， 又 
f bes 


s=0 


EE LXO, 9) 工 的 线性 有 界 算 子 ,因此 要 证 (1.7， 只 要 对 形 如 
Eet) = e'f, JED 

的 函数 来 证 明 ， Eaki i (1.7) 是 容易 直接 验证 的 ， Mi 
(1.7) 成 立 ， 由 此 可 得 

5112 345€ L'(0, 9) 时 ， 

1 (Z) 
CBD) o s — im L| LIE at. 

RU 争 为 柯 西 核 的 奇异 积分 算 子 . 

3. 一 美 半 亚 正常 算 子 设 > 为 《Ci BD 上 一 个 奇异 测度 , BU 
有 一 个 Fe 名， m(F) = 0 mE >(CAF)= 0. 记 a= m+ 
O = (c Ba). SARTZE o 9) Ex Fb S EF a. pe 
LD9) 时 ,我 们 规定 当 ee F BF, Cay = 0,8352, ]€ L'C0, 9), 
在 这 种 意义 下 。 我 们 把 LD) AR LC, py 的 一 个 子 空 间 ， H 
此 可 以 把 凶 延 拓 到 LD) L.HEBUEMfCLO,9)9L9) 
时 ， 

$f = 0. 

E RCO) Q ET TBIAS ERE BCT- (8 b8 O 我 们 到 L (OQ, D, 

RCO DIEA P. EE tho RERO D hm: 
DfCei?) 一 eCe, fe, (1.8) 

Bale) pL) 26 0 EEUE T C9) ARARA ru 

PÆ e > 0 X 
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RO C2 - 8CORCO =PO) 
RC* )a( 2 = a( DRC ) — a( : 2. (1.9) 
再 设 当 e€ F FP. aÇ e) 一 0。 我 们 定义 全 如 下 
CPEE) 一 P al er Pa  9IC )) 
+ BCe] Pe (1.10) 
由 于 再 是 奇异 积分 算 子 ， 记 以 全 也 是 奇异 积分 算 子 ， 显然 全 < 
LÈ) Im B. + = D|, 其 中 
CI? |CO) = aCety N+ )) 
+ O8(e69)(2695, fe S. 
定理 1.3 Hibet 空间 e£ 上 算 子 个 是 半 亚 正常 算 子 , ME. 
相应 的 航 记号 算 子 ?为 | 
CPoof)(e9) — e" a(29)*a( 29) + BCe*) Ce), 
CP oC 一 eR Ae), (1.11) 
相应 的 极 差 算 子 ó 一 | 个 | 一 01f10* 为 
COC) = ale Bla CH). (1.12) 
其 中 物 即 为 LXC0, 9) FD 的 投影 算 子 。 
dp dT 
(PH) = e Lee?" AEO ) 
+ BCe) 
易 知 (1.12) 成 立 . 事实 上 ;着 


oC C m >J ase, 


则 
SQCOfKCO) ~ D ae”, 
SOC OK» > a emit, 
FUA (1.12) 成 立 ， 因 此 mo, 个 是 半 亚 正常 的 . 


1» Lusia FET) 为 fus. 
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HEE, 2.8 知道 人 一 oa MRE. SER C1) R 
SEDE d 


fe) = e, qe 
的 函数 验证 (1.11) 就 好 了 9， 这 时 ， | 
CFast,) (69) = 5 — lim OPO Ce) 


= ; 一 Jim e" e 9g APE O )"a( OD 
ck BCe*»1]. 


Tm 


ialo Y= S axe, 显然 


-- 


ea EEC + )'a( f) m af C) I ae 


Hit FTA 

£ 一 Jim Le aep * Pa( * X2] = aletale 
Hipi 
了 一 Jim [ e al ery pcc M Yal - DI 0. 
因此 (1.115 成 立 ， 证 毕 . EE 
对 于 一 般 的 半 亚 正常 算 子 T= 二 V1Ti， 后 面 我 们 还 要 用 到 它 
的 极 记号 算 子 FFC) 的 线性 组 合 

Tay — (0 一 JST) + REFICT), ORI, 

称 它 为 了 的 广义 航 记 号 算 子 ， 特别 对 于 上 述 p, 它 的 广义 极 记号 
算 子 为 


(Pf Ae) = Paiement 
其 中 
Pake) 一 e" Lee?) + kalale 13) 
BUT fa) 是 名 中 正常 算 子 ， 所 以 Fa 也 是 EE 中 的 正常 算 
f. 


1) 虽然 fw 不 一 定 在 Z rh, 但 是 了 可 以 看 成 L(0. 9) PRELEX N F, if 
Us.) 的 线性 组 合 全 体 在 L, D) 中 稠密 . 


. SE» 


前 南 定 理 1, 1.1 CANTES T. EE PIE EAE S. BD 
于 ACSH， 现 在 举例 说 明 HN 是 SH 的 真子 集 ， 
X14 存在 不 是 亚 正常 算 子 的 半 亚 正常 算 子 . 
证 ”我们 在 定理 1.2 的 奇异 积分 算 子 中 ， W 了 为 一 维 空间 ， 
gm, Ré) I4oa(- )= H, XXI) ó = 3X. 因此 
[Fl = [T| 一 W. 
这 祥 , 我 们 有 
| 全 1 一 | 个 | 二 | 全 | 和 十 8| £1 一 Pos 
由 于 对 任何 fe L(A), 
PCP) 94. 
" LEIB 一 《1 + 85%. 
ARR MIDI D = IBA + Relf £D» 014) 
id Ba = 一 | eee)eeem， XH 
KC e?) = c + eye 79, 
其 中 Cos Ci 是 两 个 常数 ,那么 (1.14) 成 为 
1e, C1 + 285) + 2 Re Ces). (1.15) 


H8. Eho, (Bini aC) = 1 + cos8, HZ gC) 22 0, 


所 以 


而 A = L). SUR e 的 幅 角 使 (1.157 RA 


[eaf Xi + 28.) — 2| eil tal EA . 
这 时 ,只 要 取 [eel = 0, 而 1e! 充分 天 ， 就 可 以 使 (1.15) 为 负数 ， 
从 而 当 品 了 关 0 时 ， 所 得 到 的 半 亚 正常 算 子 企 就 不 是 亚 正常 算 子 ， 
证 毕 ， 
4. 实数 直线 上 的 柯 西 桔 奇异 积分 ”现在 设 尺 ' 为 实数 直线 ,到 
为 R' 中 Bord 集 全 体 ， m R'E Lebesgue WE, iE O = CR! 
B, m), @ S X) LCA, 9) 上 的 Fourier 45 


EDE 7 5— lim — |, KO ena. (1.16) 


zzl 
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Ay L'CO) 的 情况 一 样 ， ETATS E L'CO, 9) mage v T. 
X LO, D) rh FIAT Pu, = | 
(Pa, C) = Krom Cr) fr), FELLA, 9), 
再 定义 算 子 
已 一 于 Pio， 
我 们 先 把 的 形式 具体 表示 出 来 - 
引 理 15 ifer(o,9),N] 
, 1 [*% s) e 
CPf) Cx) = i — lim ami m LE 
所 以 卫 也 是 奇异 积分 算 子 。 
证 由 于 当 e > 0 时 ， 


1 W e^t 4 p Pe) 
， 9 r= 
dm; Jom y — (G + ie) giten pL, 


我 们 记 


ad m fas 
coo 2 6p Y 


我 们 定 
(1.17) 


(1.18) 


(1.19) 


(130) 


4 o4 X LO, p) 中 在 有 限 区 间 外 函数 值 为 8 而 且 一 致 有 办 的 
酌 数 全 体 . 显然 .Ai 在 LQ, 9) RE BRE iO M, 为 L'(Q, 9) 


中 乘法 算 子 
(MfG = e" "4:0, 
3 1€ 4 时 ,利用 (1.20)， 容易 算出 : 
(STD 一 M Pu aus. 
因此 f 
Tf 一 SIM Pu a f; f€ tg. 
由 于 Z 的 稠密 性 可 知 
T, = S IM Pio, 


然而 易 知 

4 一 Jim M, =], 
由 此 可 知 

P = $S — Jim Ts 
Ark. : 


* 5335 


我 们 还 nT iL UE HH Plemelj 公式 
1 1 
po. i 
7 I+ P,, (1.21) 


JH P. 为 Cauchy 主 值 积 分 算 子 ， 
PD Sm (| + OE amw 


xte r -一 了 
由 于 暂时 尚 不 用 到 ， 芍 从 咯 .。 但 对 普通 函数 情况 ,，(1.21) 的 证 明 
参看 Mycxemumum [1]. 

5. 一 类 亚 正 常 算 子 ” 现 设 和 A 为 实数 直线 上 有 界 闭 集 , 目 mA) 
2-0. Ba BPAP Bored 集 全 体 ， 同样 记 各 上 Lebesgue 测度 汐 
m. v2 9, LEERME, 即 存在 F e 84, m(F) — 0, fi »(AN 
F)-—0, jig m + v, W Q—(^, Ba, u), DHF Hilbert 
空间 , RC) 2 O EEEBICT A PRG TO H RE RI URS SA e € — 
L'(0, 9, RC )), PARRET à mF 

CORE ONET- (1.23) 

BERGA eC 2. 8C: ) 为 8 上 两 个 一 致 有 界 的 可 测 的 算 子 信 
函数 ,而 且 

a( JRC ) = RC * )e( ' ) = a(* 2, 

PECORE ) = RC IPC 2 = 8C D, 

£C) BC* 2”, 
又 设 当 z€ F RF, alx) 一 4. 我 们 同样 地 招 OK 视 为 LC, 9) 的 
子 空间 ;而 将 了 延 拓 为 2 上 算 子 ， 这 时 ,我 们 作 线 性 有 界 算 子 全 
Zr 


COLLET ONO . 
-ia(o*P(a( MG. eÉ (1.24) 
我 们 又 记忆 为 7 中 如 下 定义 的 算 子 : 
Pf 一 l | fim. (1.25) 


我 们 注意 这 里 的 p, 一 IO g, Kh 9, (14) d grs X 9 88 
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(BAAD hsa =Z). 


定理 1.6 Hilher 空间 22 LET EVER. MEHE 
的 记号 算 子 2 为 


(CPD) 一 DF). (1.26) 
其 中 | 
fix) = x + ilala) tal) + Bx) ], 
Fx) = x + iale), 


HNE) — aGO* PC * 9C: D). (1.27) 
证 AREGHGEBBEXUEAME T = 0 + ;6, Tü B Ein 2 B 
有 形式 
(DG) = BGOfGO) + eGO*PCC OK). 
容易 验证 当 & 在 各 外 为 图 时 ， 
2i[ &P(g) — PC8g)] = PKg), 
国 此 当 £e 只 时 (1.27) 成 立 ， 直 此 
(Di, D = xlPCof) = 0, 
所 以 个 是 亚 正常 的 . 
我 们 再 来 计算 lim MPO). de Li APERT 


(Ligi) = glx — 0, 


由 于 
Sc eH) = LS, 
itn E. 
eSF) = FCL uf, 
HB: 
e P( 7i) py = FIL IP L (fD, 
我 们 注意 


CL ` Pu. eL f(x) = Kirf lr). 


1) xSid D) 为 f,. 


a 55 =» 


显然 


1 


从 而 导出 


lim L _Pu,=yL, = i, lim L _ Po, yL. = M, 
= r 


lim eFC e Pg) = g, lim eit Be) = 0, 
RARA (1.26) 成 立 ， 证 毕 . 
对 于 一 般 的 亚 正常 算 子 T = X + i 说， 我 们 后 面 还 要 用 到 它 
和 SXCT) 的 线性 组 合 
T, m (1 ~— SxCT) + KSEK(T), 0m EI. 
称 它 为 工 的 广义 记号 算 子 . 特别 对 上 述 亚 正常 算 子 全 ,广义 记号 
算 子 


T, = (1 — KP + ET. (1.28) 
具有 形式 
CP,D GO) = PaGOfRGD, 
其 中 
Í CG) = x + HEB) + kaltak) 1. (1.29) 


$2. 画 算 子 及 与 之 交换 的 算 子 的 函数 模型 
L 枉 算 子 的 函数 模型 ”我 们 首先 给 出 常用 的 西 算 子 的 函数 模 


型 , 设 22 为 可 析 复 Hilbert 空间 ,了 1 为 Y 中 的 两 算 子 。 而 向 量 
x É e, HHP 


[Uz |a = 0, =1,:-::] 
的 线性 组 合 全 体 在 QE 中 稠密 ; 就 称 x, 20 U Tc 27 中 的 生成 元 ， 
引 理 2.1 设 刀 为 Hüber 空间 G£^ rn ELTE T. x, 29 U fc W 
中 的 生成 元 ,那么 必 有 《C1, 6) EXE ERURIBE p= m-t w, XK JL m o8 
Lebesgue 测度 , v 为 奇异 测度 , 义 有 可 测 的 投影 算 子 值 函 数 RCe”)， 
Re?) 的 值 域 是 10} 或 是 一 维 复 空间 ”又 有 好 SIL R( D 


1) 实际 上 RC?) 可 以 看 成 复 值 荡 数 ,取信 0 或 1, 


* 56 m 


Gs g = (Cis 88, Bg) LBSEPSE-W fb 
(WUW pe) = ef), (2.1) 


证 设 U 一 | “FC gumias. (0, 9) EB 
" ) 
g E = (FCE Jrs Xo) » Ec, I 
显然 存在 奇异 测度 2 ACC Ss m) ESTBNAU AES ST SLES 3k = 使 


mE) = | s Cede) + CE). 


设 * 集中 在 Fe 9 E, mC(F)= 90。 同时 设 * # F L03820 1. 定 
义 一 维 复 空间 上 投影 算 子 RC”) 
sy — 1 z> 
RCe'*) P 其 它 
我 们 容易 看 出 必 有 £F 3 po,RC-).pEgBETWwIE 
WUE Ce) 一 RC Je? f (e) , 
n-0,:t1,ct2,- 

这 样 W HRE (2-1) 成 立 ， 证 毕 . 

定理 2.2 设 U 是 可 折 的 复 Hibe 空间 AW 中 的 本 算 子 ， 则 
党 有 可 析 复 Hilbert Æ D, WEEN Q — (C B, aj duh p— 
m + p, m 29 Lebesgue WE, ?> 为 奇异 测度 ,标准 的 ) 投 影 算 子 值 
HAAS RC AE GC SJ L0. 9, RÇ ' )) EWER Tu 使 

(W UW ")(29) = eRe, fee. (2.2) 

RiR 22 — L0,9, RC D mi TO —wuw? 
为 8€ pART U BER BICI, 

XE ER GE 中 稠密 点 列 {r.n > 0), FR 250. du 
zr, = 15 令 

GU, — V(U'xi|n = 0, X1, +2, P. 

R x) RU Gv. 中 的 生成 苑 出 引 理 2.1. 存在 0, (5, 5, 
t£)» (ug, = rn + v, y. ]:m) 和 RC ` ) 以 及 e, 到 LAO, RC:)) 


D 这 里 VI Y ATH ( }》 张 及 的 师 线 性 于 空间 . 


WAAT Wu, (i W UW. 具有 形式 (2.2)， 设 rn, 为 

[xi sa， `" Fas ...1 
中 第 一 个 不 属于 ÉL RABE. 4 z; 25 n H 2C ERRE., 
利用 六 为 生成 元 :类似 于 上 述 手续 作出 2Z,, W WEE BE 
必 有 有 限 个 或 可 列 个 互相 冬 直 的 子 空间 26,, 密使 


¥ -人 OY. 


XH Q, = (a, D, Bs)» BH, = m + wv, >, Lm fü PE, 到 L«O,, 
RC: D 上 的 西 算 子 Wu, IE W UW FUR E (2.2), & 9 29 
一 可 析 Hilbert 空间 ,其 维 数 等 于 { H, 的 个 数 . 取 


E = m + x, dp 


易 知 集中 在 某 个 FEB 上 , 且 m(F) — 0. iB Om (5, 9, x), 
TERR 
l, ee F, 
De?) = du. (uie), e? € F, 
d» 


其 中 ^ UK 办 对 > 的 Radon-Nikodym 导数 ， 又 作 函 数 


bles) NO RC). 
D, {ein 
作 鲁 的 完备 就 范 直 交 系 1c,), 令 
Da = Vic, F E ^ `, Erb n=l 
mD = {0}. 则 
人 


Xx 
F, = (e| A29) < n). 
RAEN RCG”) 2o In BU XS BU ER ERE Er FIS Piki. ERE z, X 
们 把 使 
ReDD e) Z> 0 


的 那些 指标 n 排 成 
ne?) < nC) < s C) ense 
REPRE 
- N(e?,n) — sup & 


f EP yer 
那么 必 可 作出 SÉ 上 线性 映照 下 使 
W U*x, = Det yew oW LU, 
"IDA uEBHaXx Aw 4&8 8p LO, 9, RO )) 上 的 西 算 子 , in ERR 
(22). 证 毕 . | 
”我 们 仍 记 L'CO, 9) s L'CO) 中 的 算 子 (1.8) 29 D, BIR E 
与 六 交换 的 算 子 必 为 乘法 算 子 其 
引 理 2.3 i O29 L'CO) 中 有 界线 性 算 子 ,而 且 


QD = 09. 
MAA O HCEREINURIE OC ) ë | 
(QJ) Cel) 一 QCC) fe LO), _ (2.3) 


证 duo )2-(DGC $ mE 
= =Í = 27 tss 1 为 常数 ,是 自然 数 } 


由 于 90 = 00, 34 f€ 7 时， 
(OP D= OO) HD ONE) 
- KC 9C, Q4 
lof «lon. Mm 
S LOCE Pee) < noil (Mtm, (2.5) 
HET TDUS ZA PTS SNEEKER MNE 
Bk Ce) 可 得 
[LoCenecCenascen «loi? | scenes. — 
再 由 Levi BISERIDIUEDEAHEE IE Ka PJ B E M Ce) 上 式 也 成 
VRIR OC”) 使 
lole) =< iol. efe € Cau 


这 样 一 来 ,由 于 = EL rh, 可 知 对 一 We LQ), (2.3) 
R. uER. 

现在 再 把 引 理 2.3 推广 到 较 一 般 的 情况 . 

定理 2.4 4025 L'(0,9, RC - OO 中 有 界线 性 算 子 ， TTE 

Qon = 0o. 
BAHA C LRAT s#(p) 的 一 臻 有 界 可 测 图 数 QC - 3 满足 如 
下 条 件 
Oe DT RCD, lloCe'I s Holl, 
而且 | 
COPC) = OCC, Jé L'(O,9,RC-)).. (2.7) 

feu oS 0 Ff, "IER O( e) 之 0， 当 台 为 投影 算 子 时 ， 可 取 
OC es) 为 时 中 投影 算 子 . 

证 E {rh D hu pADECT E. e^ 表示 用 {xs,} 中 有 限 
^» F3] EGET Pa 3k (RIS BD 55 HE Bp BUE RE IOOO 3 Sk BS EE AB Fr 
人 全体， 那么 c^ REAM mE e 中 有 限 个 向 量 的 有 理 复数 为 系数 
的 线性 组 合 仍 在 Z th. ASKEP OESDBESERT. 不 
然 只 要 取 0 的 实 部 或 虑 部 并 加 上 cl HT. EERE a bE, 
pE L'(0) 这 了 时 

FH> COCRC: Jpa), RC* Job) 

E LO) LARRA AER kou C JELLO) 使 

(OCRC M Jpa), RC ` Jg) _ (o; kaba) 
HT 

(QD*!pa)( = z*(Qoa)GD, z€ C. 
所 以 . 
(p, ks 08) = COCRC * pa), D+ps)) 

= (Ü*QCRC * )pa), b) 

一 COCO* RC ` )pa), qb) — (Q*g, LP 

m (o, Ütk, su) 
所 以 

ka. 一 四 让。 


BI L0): 5E T- 
p kasa 
与 在 可 交换 ,出 引 理 2.3, 存在 有 界 可 测 函数 0.,,( - ), 使 
""GDLIOMGSI QD 


CO(RQa), db) = (Oro, d). 
由 局 的 线性 和 0 < Q < MICM DIETO 2 MI E a, ba c 6 E 
及 有 理 复数 区 时 ,除去 一 个 上 者 集 外 于 一 切 z € C, 
Quos) = KQ. (2), Qa, E) = Oank) + OLE) 

0 =< QU = Ma, OQ, (z) — QC. (2.8) 
FH RIS EAE RURTIE RESE ELE IE. EE 名 ,pC C NE) = 0, f 
M z€ E Bd. *t—9] a, b, c € S KARE H i’ (2.8) nk sr. 设 
S, 23 S 张 成 的 算数 城 上 的 线性 空间 , 当 固 定 26 E RF. pla, b 
为 变 元 的 二 元 泛 函 Q, (z) 可 以 由 S 唯一 地 延 拓 到 sr, 上 ,事实 
.上当 上 hs" * " f, 为 复数 ， qis" sEm Paat Ea 属于 =Z 
时 ,定义 | 


Bp 


? fuss Fus, (æ) = > KA O, 00. 
这 是 Z, LARRAZA FB [EDGB (TRA JP aY B [1]1 
中 第 六 章 $6 定理 3c ELI EDESER T. o0 使 

Qus 一 (QUGDa,b)s, e. bE Z, z€ E. 
M z€ CAE 时 ;规定 QOO 二 0， 那 么 对 一 切 qi € LX29), a. b€ 
=, 

(Q(R( * )ga)s RC * 295) 


= {CO ga, Peada. C29) 


然而 容易 证 朋 

(RC * Jpala e Z, pE LAO)), 
在 LO, 9, R( - D Bl BTELBI (2.9). 对 一 切 pp € EL(9,9, 
RC: )) 成 立 着 


„l> 


(09,4) — | COLORO CO. 


H Inf 81 (2.7) 成 立 ; 因 此 对 每 个 a€ sZ, . 

Q(s)a€ Rra, (2.10) 
对 几乎 所 有 z€ C 成 立 , 因 此 有 FEB, a (C NF) = 0, 使 得 当 ze 
F hj, (2.10) X —ED a € S EXT. EH Oud uA (2.10) 对 
Hae DRY. AERA rE CAF Bj, 改 令 Q (z) = 0, 那么 
QG) BIDGBHEGRIE AE T EPA. An RUE O: — 0, 可知 对 每 个 
ac d, 


f Q(z)s = O(z)a, (2.11) 

对 几乎 所 有 z€ C, RYMMA R MAERT CR SE LE — + £ 
集 上 把 QGO 改 为 0 而 使 对 一 切 ze C,, OOF 一 OC), WEEB, 

类 人 收 地 ;我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 . 设 mr 一 1,2 是 (Ci 
2$) 上 两 个 有 限 的 奇异 测度 ， u; = m + vjs Q; = (Ci Š, pj) E n 
XY Ë 为 绝对 连续 b ,=1,2 是 可 析 复 Hilbert 空间 ， R -) 
为 取 值 SD) HRES TEMA. 

定理 2.5 Q LO, Dis RC ` D 到 EG, Da RA M 2) 的 
A RERET mE 


pů = DÚ 0", 
WAKA C, 上 取 秆 于 (D, 92 的 一 致 有 界 的 算 子 值 强 可 测 
函数 OC ) Ë 
Qc ` JRC DT RA . JD loce) =< lel. 
而 使 


(QIX e”) — ocny JD LEDen Qan) 


$3 SHU 算 子 及 HN 算 子 的 模型 
1. SHU 中 算 子 的 奇异 积分 模型 


1) 这 里 出 现 的 两 个 马 是 不 同 的 两 个 空间 Mlan Di, R)’ i 一 1，2 上 的 两 
DEF, 
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x9 3.1 设 9C 为 可 析 的 复 Hilbert #0 T-—Ul|T|X 8€ 
上 上 半 亚 正常 算 子 MEU ELERS 2€ paT. 那么 必 有 定 
理 1.3 前 所 述 的 函数 空间 GE. 及 其 上 的 算 子 人 《而 县 我们 可 以 取 
al: 2 0, RC- ) 为 标准 的 ) 以 及 .如 到 8€ 上 的 西 算 于 WW 使 
WTW” =f, wWwuw-= 6. (3.1) 
证 ”我 们 简 记 Tje 一 STI), xig 
g-Tieu-— IT | eum. 
Pop 8€ 到 LEJRESST.XfECITI-—ITI-MÉ EREE 
— XE BR 
x, y) = ITI — IT h- T a — [T1027 7x, 
CIT |a — 171237). 
由 于 定理 I, 2.8，| 了 | [TI =< ET |a, 所 以 | 
0s dx, x) = x, rE OTi — The. (G2 
由 此 易 知 ple, y) 可 以 唯一 地 延 拓 成 起 上 双 线 性 泛 函 ( 仍 记 为 aD 
ME (3.2) ERY. HEET AR A SE AFL RIT] 第 六 章 
$6 定理 4 可 知 必 有 £9 E3EfAEIJESERUEE ART: B E 
(Br,y)= CIT| — [TO TI — ITI Y V, 
CIT las — [IT 57005), r, € 22 (3.3) 
RIE G 上 算 子 


| 全 | = BP. 
它 记 是 非 负 的 自 共 固 的 压缩 算 子 ;而 且 [全 | 如 CS. xad 
CATI — ITI 2B OT — IT Eo TIOTÉG 
一 ric, 
然而 由 17| < Ti EE 
(TI — ITI —5)—0, 


因此 
IT] = COF heo ITI CT, 
— [F] |T|. (3.43 
TE 
f-ulb. 


. &£3 * 


容易 看 出 二 也 是 半 亚 正常 的 .我 们 作 相 应 于 全 的 极 记号 算 子 
IT jas 一 FEO ÈI, Ta, KT, 
EFT The 与 品 可 换 s 可 知 f 
GT ie 一 IT eD OT ls {Th 
= |T l — IT is (3.5) 
OTlo; — [TIFT — ITI 52" = 0. 
但 是 0< | P| < P, 由 定理 IT, 2.8 及 (3.5) 可 知 | 
. [| = B, [Tl]. — 9. 
Db Fa, = UË, T- — n. t (3.4) 相应 于 洁 的 极 差 算 子 
. ó-—|f$|—u|T|u*, 
满足 
日 一 (To — IT o9 Tl — IT 2275, 
Ed ọ = T] —U|T]U*. HT: 
0s osIiTlu-—l1rTic. 
JA Ó 4bJ& dE PL B 335 EUER aK. 我 们 记 
SC(T) = Plusy|y€ .,n—9. il, ee] 
和 名, = 0 @ , fE 
(Uy ye Dsn = 0, €1,---] 
的 线性 组 合 全 体 到 L'ODO 中 的 算 子 WD FS +€ em, 


. += 
WU™x -— eim? > eGA v, 
—- 


注意 (079) E LO) 中 的 就 范 直 交 系 ;其 中 Q = (C, B, m). 
当 xX, yE B, Ma m' 为 整数 时 ， 可 知 
QW,U"s,W,U"y)— > (U ỌU™x, y) 


本 一 此 一 中? 一 


ET 
= $, (QU**QU*U"x , U"'y), (3.6) 
. k--5 
根据 定理 IT, 2.8 和 定理 IT, 2.2 可 知 
! " 
È = | 于 | 一 | 人 | = > U*"ÓU* 


+. G4» 


BREL (3.6) 又 等 于 

(Der， Un" y) — (U"x, Uy). 
所 以 W, 是 等 距 算 子 .因此 W, 可 唯一 地 延 拓 为 € (D) ZJ L9.) 
中 的 等 距 算 子 ， dd €, — WOE(T). P,20 LD) 到 如 ,上 的 
投影 ， 则 Wi 为 SC (T) 到 做 的 西 算 于 ， 由 于 公式 《1.2.3), 3 
x, y € £,m,m 为 整数 时 , 按 上 述 计 算 方 法 又 有 


(PW ,Ur, W U7'y) = (3 cR OU Me, 
k=0 


> evor y) = Cro Ó)U"x, Uy) 


a'-ü 


= (|T1U", U"'y). 


因此 
W,|T]Wi!- Ppl a.. (3.7) 
f£ LXD) LAZAT O, 由 于 2€, Ü 30 TRE, Arn 
PO = ÜB. 


根据 定理 24. 8 SK TIK S BEER PL GO , z € C, f 
(PAXE) = BÓ), fe L9). 
8iExd O ee) Q mT*-—|T[U* «jn 
T*2€ QG C Por (o), 
再 由 RCT)2C RC(T*) 可 知 PZ (T) 24k T. 

由 于 CCP) f HEU, BIA U| =a t E OEC E EET rB 
定理 2.4， 这 时 必 有 可 析 Hilberr 空间 D, CC, B) EBE a = m 
十 vy,J 集 中 在 FE 名 上 ， m( F2 = 0. XA 9 = (C,, Š, a) 上 投 
HATENA PO), ECY Ej LO, D PX : )) EFIE 
子 瑟 ;使 得 | 

WU| ge a 2 W z! = Ü, 
我 们 修改 PB O0. 使 当 z€ F h. P.G) = 0. BT mCF)=0, 


1) 这 里 RA) s ARER, 


这样 修改 基 倪 许 的 ， 作 
D = D D, RE ` ) = P,( . yp. “ >. 
XE. 8j L'(0, 9, RC- )) EYSS-EW i F; 
Wiz t= W. + Wy, EOD, yt € (Ty. 


WUW.--— f. 
作 算 子 
a= W(|T|ao—|T|)7w-zeo, 
BFU S (IT| 一 | 了 Tl 可 以 交换 ;所 以 a 与 六 可 以 交换 ， 
再 利用 定理 2.4, 有 取 值 于 S7 (9) 中 的 非 负 算 子 值 可 测 函 数 ot) 
使 
(aX * )= « - 2C. 
aÇ 2RC )— RCDaC - ) — C. 
又 因为 R(a)C R(T 22, 所 以 
P,( - )a( * 2 = a( * ). 
由 此 可 知 妆 ze FRI. l 
ala) = Pax) = 0. 
RRE O LRAT ZAD) 中 非 负 的 算 子 值 的 一 臻 有 界 的 可 测 
函数 2 ) 使 | f 
(W |T |. 1X : )= 8C ICH D, 
BC ORCI JS RC C ) = 8C : 5. 
可 由 《3.4) 30 (3.7) 可 知 (3.1) 成 立 . EE. 

半 亚 正常 算 子 的 奇 蜡 积分 算 子 模型 又 称 为 函数 模型 . 

2. 亚 正常 算 子 的 模型 ”利用 Cayley 变换 ,我 们 可 以 从 半 亚 让 
常 算 子 的 阔 数 模型 导出 亚 正常 算 子 的 函数 模型 如 下 .. 

EE 3.2 AT = u 十 因为 可 析 复 Hiber 空间 2° 上 亚 正 
KAT. 那么 必 有 定理 1.6 前 所 述 的 函数 空间 好 及 其 上 的 算 子 
T (CHR aC Jiale 222 0, RCO ) AREN ë SUE .227 到 
J LRSEBETWÉE 

ÉTÉ; = L, WuW e (3.8) 


Wu ERT | 
U = (u or ilXus — il), 
UNE V m mi, m > 0, ERT 
f #g= UV. 
BAER Y = |.4|,, 而 且 
l4l,—i4l—r-Uuvu* 
—(u—ily'Diu-ily'umo, 

所 以 4 为 半 亚 正常 的 ， 根 据 定理 3.1. 作出 函数 空间 =La, 
D, RX ` Do 其 中 9,—(C;,5, po) RI e" sy P, 的 西 算 子 W, 
d, = WAW.. 
具有 形式 (1.10). 记 # 的 谱 集 为 A. 作 变 数 变换 

x+; 


E x — e" m -5 
x— 


显然 测度 jw 集中 在 IA 中 ,由 于 


o 
2sin/0/2" 
{E (A, 9,50 .上 测度 


= x= dele) 
m) fa sin? 8/27 
容易 看 出 Hi == m E V iem cB Lebesgue 测度 ， ri 2 RY 
k ase Er , XE 

Q s (A. Bas m) R,(z) 一 R (z). 
id eU, 一 . 工 式 如。 D, RC ` >), 我 们 作 ex". 到 ete, LE ST W, 
如 下 : 


CW = KE) x Ix — i7. 
Bii Ww = W W ,, 那么 立即 可 以 算出 
WUW = (å +i miy 
HARY Cayley 变换 就 得 到 
WaW! = š, 
ERIR Wew, ia € D, s 为 整数 ， 


Ke) = gts 
BU n > 0 时 ， 
+o 1 
(W.,J)(xz) l o VT 
EE PESE E TAS PS Rk nt ERR (B , Pd It: 
. PCW J) = Wf, 
所 以 从 直接 计算 可 知 
: P = WP... (3.9) 
3 n < 0 Bj. Pr bl SS db G.R. HT 
[279515 = 0, +1, +2,2, a€ D} 
张 成 L'(9,, D), Mfg (3.9) 对 一 切 fe LX G,, 9) pars 由 此 可 知 
pe 2, 时 
W vW hk = Willab aW g'h) + BT] 
= aoh)-t Bh, 
Ep mlr) =a Fr), AG) — 8CEx). 这 样 就 得 到 所 要 的 了 的 
国 数 模型 ， 
例 3.1 我 们 考察 例 I, 2-2 中 的 亚 正 常 算 子 一 一 于 上 的 算 子 
4: 
CADO?) = efet), fe H. 
我 们 记 


1 > i8 
o= f K e9)40,, 


CERE o dS (Ce) E E a Rr II ESTE 3k FG 的 在 c, 上 的 境界 
值 时 , f(z) 在 z = 0 WRB). in 4 的 实 部 和 虚 部 为 X 与 了 , BB 
4 ` . 

CXIE) = cos Ce) — — e™ EC) 

(Ye) = sin GfC) — 5 eof(0). 


&E-—[-—1,t11. $25 E EJ Bere] E 2 Ik. 9 —(E,9, 


* Öğ « 


m). EH 3 L(0)BRRETWÓAT: 
QV DG) = (1 — 8) EC i — à) 
"Go i 1 2)— e — i Vl— 2) 
"(x — iA — z )1/ V 1x, 
aJ iri RAECT. dc 
$ = wxw, Y= wYw, 
35-2, sJ A E f 
(GR) = xg(x), 
(o0) 一 一 M 1— xg) M 2 (1 — y^ 
“POV 2 (1 — (+ Y)gC * 2). 
这 时 用 一 w AW Ehn 0.21). 而 且 其 中 | 
a) m V 2(1 — =), gG) — —(1 — nn, 
3 ]A| < 1 FF, A 的 相应 于 7 的 单位 特征 向 量 为 
RE Q BPO — ^ 
1 一 24r + 4 
我 们 略 说 一 下 这 里 的 丈 是 怎样 求 出 来 的 . 对 每 个 *E[ 一 1， 
1], 求 出 X 相 应 于 * 的 广义 特征 向 量 CH, Tepana, Benen«m 
[115 "E 
f Ce) 一 Em Ce/ EG — G + il-— xs) r) 


"Qe? — (r — MT rh 
其 中 e. 为 与 * 有 关 的 常数 ,那么 
(CWI) = (f, fu. 


适当 挑选 e J2 (1 — 2^), BD dw oo ES T. 
我 们 注意 这 时 广义 记号 算 子 4, = (1— 4. + RA UB E 


式 | 
GADG) = G iC 28) 1 — x CG), 
其 中 Á, = wA, B EX. 


* 569 ^ 


oA = (A) = (x + i(—1 + 2T — 1I 
—iszxcl]), 
而 且 易 知 ol.4) 为 闭 的 单位 项 .因此 
KA= U ed， (3.10) 


KREI 


这 个 例子 启发 我 们 用 广义 记号 算 子 的 谱 来 决定 亚 正常 算 子 的 谱 ， 

系 3.3 设 了 为 完全 非 正 常 的 , JE s= (0). 如果 工 是 亚 正 常 
的 或 SHU 算 子 , 则 工 和 AZ 的 相应 的 奇异 积分 算 子 函数 模型 中 测 
EE > = 0. 

证 我 们 仅 考 察 半 亚 正常 的 情况 , 显然 这 时 的 模型 个 在 
SÉ 中 也 是 完全 非 正 常 的 如果 A0 ,而 集中 在 Fe Š EFE,m(CF) 
一 0， 那么 我 们 作 SÉ 的 子 空间 

N = {fI E E fem) = 0, B eitEFY. 
当 Fe 1 时 ;af = 0. Edi fe 时 ， 
CPC?) 一 e?gC 8m), 
CFPC) == ERCE e, 

这 样 一 来 , .成 为 个 的 正常 子 空间 , 而 且 .yY 显然 是 非 平凡 的 ， 
这 和 个 为 完全 非 正 常 的 矛盾 ， 因 此 »+ = 0. 证 毕 . 

我 们 在 此 对 "发现 ” 亚 正常 算 子 的 奇异 积分 模型 的 经 历 缆 言 儿 名 。， 从 
Von Neumann 的 美 于 量子 力学 巾 Heisenberg 交换 关系 的 理论 和 Wielandt 的 
ELENARI [13] 第 5 意 ) SRB KA 心 4 一 Aa" 可 能 在 很 大 的 程 
度 上 决定 A. 我们 首先 考察 了 ata AA = DD 的 值 域 是 一 维 的 情况 ， 利 用 
经 上 典 分 析 解 此 算 于 方程 对 已 知 D ER 4 { 风 夏 道行 121)s 发 现 它 的 一 般 解 是 
奇 毕 积 分 第 子 。 交 后 发 觉 这 种 解法 太 复 桨 ,特别 到 了 研究 半 亚 正常 算 子 时 简 
二 难以 用 愿 法 ; 但 幸亏 这 时 已 有 了 记号 算 于 的 概念 , 著者 自然 地 眼 荐 引进 极 
记号 算 子 的 概念 ,从 夺 有 Ct, 2.3) 式 。 AEEA HD) PARAR A 
有 泽 相 象 , 这 就 启发 我 们 用 本 节 中 和 约 证 法 ， 


$4 半 亚 正常 算 子 的 函数 模型 


在 $3 中 ;我 们 研究 了 SHU 中 算 子 的 奇异 积分 模型 ， 虽然 半 


= JD oc 


亚 正 常 算 子 可 以 延 拓 成 SHU 中 的 算 子 ， 原则 上 应 能 从 SHU 中 算 
子 的 模型 导出 一 般 半 亚 正常 算 子 的 准确 模型 . 但 这 也 不 见得 直接 
和 显然 ， 这 里 我 们 用 另 一 方法 给 出 半 亚 正常 算 子 的 准确 的 奇异 积 
分 模型 . 但 本 节 又 用 到 附录 中 的 知识 . 

1. 单 向 平移 算 子 的 情况 和 一 些 引 理 

我 们 先 考察 在 极 分 解 中 等 距 算 子 汶 单 向 平移 算 子 这 样 的 一 个 

引 理 4.1 设 T 了 一 SIT|, 为 复 可 析 Hilberr 空间 上 单 向 平 
移 算 子 5 ,那么 必 有 辅助 的 Hilbert ZES, €. AA BT DR C (C, 
F, ECOPS A S) RAAT W, d $ — wswt, |F] 
一 W|TIWT UAR @ 一 ,个 | —53T7TI$* fiu FHER: Hope 
PCS) 时 ， 


(Sp) = zp Cel), (4.1) 
(1$19X€(89 = EPEC pC pe PE) (02) 
Hr P LO 到 HO) 的 投影 算 子 ， 而 且 
(pX) = EC-* BSC O*a - D). (4.3) 
其 中 


Pf 一 = ("Ka 
XE 由 于 8 是 单 向 平移 算 子 。 所 以 有 辅助 的 Hilbert 空间 于， 


和 好 f| HS) WARTI E $= WSW^" 的 形式 是 (4.1 . 
容易 看 出 这 时 


S— ims” = 0. 
HEA I, 2.8, Te 9^. WTH z, y € 2° 时 ， 
(SAT), y) = lim TS” r, S*"y) = 0 


D) CUL SK $3) REAA Hilbert 空间 C. RR CT. W: oe E98 FP (SS). 使 
{WSW Mei) = iei, FERS). 
2) B4 Apel th EITMECHEBTFES EE: ET: ES d Fet 使 当 
IED) Wi. 
Jim PC MC Er WHC: Diass = 0, 


. 2] ` 


即 知 Se (T) = 0, XL, 2.3) 得 到 
IT| = r;(!T| — SITIS*) 


- S srl — SITIS" (4.4) 


仍然 和 定理 3.1 的 证 法 相同 , 记 吕 一 171 一 SIT[S*, € = 0.22, 
{E SE 到 EC) 的 算 子 了 如 下 : 


UG) = D ergs, fe ep, (4.5) 


由 《4.4) 易 知 
(fli = CIT Hf, np 1c. 
因此 J 是 线性 有 界 算 子 ,而 且 
IT| = J*J. 
我 们 令 U, 为 H'(S) 中 如 下 的 算 子 ， 
(QU AX ei) — ee- 
那么 
CU = eC) — £00), 
Ko) = = ja, | (4.6) 


由 《4.5 一 人 可知 JS* = UTJ. 因此 
Sj* = J*U., (4.75 
id J. = WJ*, BAH (4.7) 1 (4.1) 得 到 - 
LFA 一 J, U+. 
根据 附录 引 理 3.4, AVAA RENAR C, S, 8C )} 使 
《DC 2 — BC -fC t) 
(QD O = KEC 2*f( : 22. 
Ft | 个 | 一 w |T|w 1 — J" 有 如 下 形式 
|T |f = EREA, 
HT 
CEP CEY — eC — C00), 


Ko) = È pra 

和 PCE”) e a) = 0, 其 中 a€ 信 ,我 们 立即 可 以 算出 《4.3), 证 
HE, 

3&1 PLCS A) ^S 到 Pe RERET ka 如 下 ; 当 

a — [P(E *E) h, bes 
时 ， 
ksa = SC * )5. (4.8) 
这 时 容易 算出 
ll&sall = Wall. | 

因此 尽管 对 一 个 4 可 能 有 不 同 的 5 与 之 对 应 ;但 5a 仍 有 确定 的 意 
Aom E a 是 等 距 算 子 ; 因 此 它 可 以 唯一 地 延 拓 成 [PCE S8) 
到 多 的 等 皮 算 子 , 仍 记 为 ka. 

引 理 4.2 算 子 六 有 如 下 的 性 质 


Rsl Pa"*S) T 等 一 DH, (4. 9) 
而 且 对 于 I0, lAl] HE- EESREPETR f, 24 f(0) 一 0 时 成 立 着 
KO) = ks (S CET EYE. (4.10) 


证 利用 (4.8) EB HE SE be S, p € QE 时 ,由 于 
(sl Ct) k, q) = (a, $9), 


所 以 
[P,(E*58) kip = 3$ CE* 9). 
于 是 | | 
ks PEE kig = Qo. (4.11) 
这 就 证 明了 (4.90. 记 M 一 iuste HT Ka ASERT. 
kiks =] lu. 


因此 由 (4.11) 知道 对 一 切 多 项 式 f, (0) 一 4 成 立 着 (4.10)， 所 
以 对 满足 Jo) = 0 的 连续 函数 (4.10) 成 立 。 证 毕 ， 

完全 类 似 地 对 定理 3.1 中 的 模型 , 我 们 定义 Bee 到 92 
的 线性 算 了 于 k. 如下; 当 a = [3 22*) 75, a € 9 Pf, 


” 73>» 


Ese = at ` J", 
ZEREA iR H STE — HE s o9 Pp 34 Jf" 的 等 中 
算 子 , 仍 记 为 所， 同样 地 成 立 着 

引 理 4.3 BT k 具有 如 下 的 性 质 ; 


ET (4.12) 
*PEIO, 101] 工 任 一 连续 通 数 7, (0) — 0 成 立 着 
KÒ) = kC Pleat, (4.13) 


HE 
| DIC) RE = Pelat). 
我 们 为 了 拒 一 般 情况 分 解 为 SHU 中 算 子 和 引 理 4.1 的 情况 ， 
我 们 先 引 人 如 下 的 简单 的 引 理 ， 
引 理 44 设 F 262, B 中 算 子 撤 此 分 解 写成 


上 矩阵 形式 
"m Em 
47 »" n 
其 中 4,25 80, 到 OC IDEEN RUE. WAAD 0 BD) 35 EE g 


件 是 ; 
wa R0. dal, dai, (4.14) 


而 且 存在 due]. EMT B (BEIBI = 1) 使 
A, = ARBAY. (4.15) 


证 ”条 件 的 充分 性 是 显然 的 ， 设 4 220, 那么 《4.11) 显然 成 
M. GTH + €-EE ;时 ,对 任何 复数 2, 
(Aln O22). x Qua) = ligul? + 12121 422 
+ Rea Anr nd) 
立即 可 知 


LERES P291 == LA l: Eres ill. 
lid B 一 AY, 定义 HABE, x AINE EISE 
BCyi, 3i) = CAnzas zi). 
它 关于 y 是 线性 ,关于 yn EHRE: mE Je dS TF 


741€ 


|BCy;, 9] =< lal IFA 
类 似 于 夏 , P5. 5. SPI1] 第 6 章 $56 的 方法 可 知 存在 Ar, 到 
Anf ,的 线性 算 子 好 使 _ 
B(5;. yi) = (By;, yis 
TAR BI =< 1, R (4155) 成 立 -证 毕 . 
2. 8 5.84 ME f 
定理 45 ji T =V|T| 为 可 析 Hilbert ZZ [E] Y" 中 的 半 亚 
正常 算 子 ,那么 必 有 定理 3.1 中 的 Hilbert 空间 LXO,2, R- DA 
BE of 9. 8(* 9, S128 4.1 中 的 Hardy Zz [8] H'(CSO 和 有 界 解 
HAR (0. 9, EC - 2), 9 Sj € BUHESEESCT- lel < 1,29€ 38 
SP = HX(SD@L2(oO, D, RC )) 
HEAT W, t0 = wryw W | T| -wiriw^" Ec R T Ë 
Ri 当 oie 时 ， 
(P gf) 6) = epe” pe e, (416) 
(pof) = (EC* OSCE*o) + caf) 
BILC )/( - ) + aC OSCe*E* o + efl. — C417) 
证 (1) HrFVRDDLBERDOSGEBEDT. HHR S2. 00 可 分 
解 为 PEDE, BS — 了 | ,为 单 向 平移 算 于 ,1 = Vis, RES 
B. 这 时 | 了 | 可 以 写成 官 阵 形式 
FAP Tiu 
IT| -( Ti, i 
&FIT|zVITIV*, 可 知 
T, 一 s| T| 
满足 引 理 4.1 的 条 件 ; 而 县 T. — U|T,| € SHU, 同时 
Qi Q?B a 
DB*O” O 
其 中 0; 一 [T] — SIT,.|s*, Q: = |7;| — U|T,lU*, B 2 OEF, 
到 0.22, 的 压缩 算 子 . 
(2) 根据 定理 3.1 或 引 理 4.1 RUEZE ETAT 


H 


| 


IT] 一 viriv*-( 


* 75 


Tu i S"Qi^Boru-*, (4.18) 
n=0 


又 有 西 算 子 Wi: 一 > = HS), W, g 88. DG, 
9, RÇ ` )) 使 
《Soc 一 eple"), (Of — eRe"), (4.19) 
其 中 一 wiswi), Ô 一 wW, UW’, fü B. 
LA {4.20) 
(V ,| T,IW 2C * ) = BC EO ) + aC BaF). (4.21) 
其 中 p ER L'OD) 到 H'(9) 或 LE) 到 AERE. 我 们 定 
义 算 子 扩 如下; 当 xem 
W :x f(x, —> W a DW ts (4.22) 
MAF 2 到 rd 的 酉 算 子 ;而 且 由 (4.19) K G, 22) Aii (4.16) 
ERA. OO TER (4.17) 只 要 研究 算 子 
T, = WTW = > SO BOY'Ó T, (4.23) 


nap 
其 中 Ò; = W;Q,W;!, j = 1, 2, B = W,BW;!, 
E (4.10) fü (4.13) STI 
CUI TO = k (h CER) RE Bk. Dy Cag ) 
0 >= EC X Cog). (4.24) 
由 (4.23—24) 立即 得 到 
Cha) um BCR at) fe, 
类 似 地 . 
Fipe”) = «(e Site). PE CN,. 
Br! 4. » 成 立 . 证 毕 . 
最 后 我 们 还 可 以 很 容易 地 验证 定理 4.5 之 道 . 
定理 4.6 j LXO, D, RC Jhal 8C: ) 满 足 定理 2 的 
条 件 , (6, 9, EC .让 为 14| < 1 上 有 界 解析 函 数 , e 为 多 到 的 
ERAF (l l < D. X 30)? DÉSRCA 16717) .38 4 E T- T 一 
PIT] 必 为 半 亚 正常 的 . 
由 此 我 们 得 到 了 半 亚 正常 算 子 的 准确 的 奇异 积分 模型 . 


. 75- 


注 mitt SG) 9, € Pos 5.442 5129 9, 到 多 和 
3 的 投影 算 子 ,又 作 
RÈ: ) = Ps + RÈ - Pas 
a )-c*5C-* Y Pa + oC * Pas 


A 一 民生 (4.25) 
4 f 99 pC BO J 852, (4.116—12) 可 改 成 
CPEE) = ef elt), (4.26) 


GIAO = BG) + aC)YSCCORCHOX (27) 
因此 (4.26 一 27) 在 形式 上 奶 与 $2 和 $3 中 SHU 中 算 子 的 奇异 积 
分 模型 一 致 .然而 函数 空间 却 从 LX0， 久 ,RC ，) 8420 E. 
但 除 此 之 外 ,定理 45 的 意义 还 在 于 把 a, P, 的 形式 更 为 细致 地 刻 
画 为 (4.25). 


€» 77. 


第 四 章 OGEXIGE S M yË 5577 AR. 
记号 算 子 谱 的 关系 


决定 算 子 的 谱 是 算 子 谱 理 论 中 的 一 个 首先 要 解决 的 问题 ， 本 
章 中 就 是 要 用 广义 记号 算 子 (或 广义 极 记号 算 子 ) 来 决定 亚 正常 算 
子 ( 相 应 地 半 亚 正常 算 子 ) 的 谱 ， 由 于 广义 记号 算 子 是 正常 算 子 ， 
SHU 中 算 子 的 广义 极 记号 算 子 也 是正 常 算 子 , 而 县 它们 的 模型 也 
比较 简单 ,它们 的 谱 较 易 决 定 一 一 § 1 中 我 们 将 给 出 决定 它们 的 方 
法 ， 因 此 用 广义 记号 算 子 的 谱 决 定 亚 正常 算 子 的 谱 是 有 意义 的 , 


$1 PASAR TJE 


1. E VE ACT 9 为 了 要 决定 半 亚 正常 算 子 和 亚 正常 算 子 
的 谱 , 需要 研究 广义 记号 算 子 的 谱 , 由 于 亚 正常 算 子 和 SHU 中 的 
算 子 的 记号 算 子 都 是 正常 算 子 , 它 的 谱 是 较 易 于 定 出 的 。 我 们 仅 
就 奇异 积分 模型 情况 下 的 记号 算 子 来 讨论 其 诬 。 因 此 我 们 要 考 虚 
下 述 情况 下 的 正常 算 子 一 一 秉 算 子 一 一 的 谱 . | 

EO (E, B, p) 为 0 有 限 的 完备 测度 空间 .9 为 一 辅助 的 
可 析 复 Hilbert 空间 ， eU = LX9,9, RC D. 其 中 RC) 为 强 可 
测 投影 算 予 信函 数 ， 设 M() 是 台 上 强 可 测 正常 算 子 值 函数 ,而 
H MC RAR PE 

MCORC) = RCOMCO — MC). 
我 们 把 M (x) 看 成 仅 是 ROD 中 的 正常 算 子 . F 上乘 算 子 
CMP = MGOfG), fe 89€ (1.1) 
FRAME E muaEHWBH. 
3128 41 UEM 26 C1.1) 中 的 乘 算 子 , 则 


. yA. 


dis (3, ol M 35 = ess inf dis (A, oC M (x))) (1.2) 
因此 
otM) = {à ess int dis (4, oC M (x) )) = 0}. 
BIE RCx) = I, M] 
dis (4, oC M)) = inf ess inf [ICHE — M Cx) all. (1.3) 
证 对 尾 一 ce >, fE LG), RIS CORO: JE SU. H 
(AZ — M (x))5|[, Z dis (4, oM ODIA fs 
因此 


| IG! 一 MEDR a [GO dule) 
— IQ — MOROJ | 
> dis (Q, AMD) | IRBE) Pu 


ORE f HEEL TAAA E pE F. < m (E 
IAI 一 MGO)RGOalls Z2 dis (A, e(M)DlRGO allo, xEF。 


我 们 取 D PHREAS [aj $ F = U F,, 那么 由 于 {R(x)an} 


在 R(x)? 中 稠密 可 知 
KA — M Ca) blio Ze dis (À, oC MDDTIB > 
bc R(x)9, xEF. (1.45 
所 以 由 MC) HIER PE E R 
dis (4, oCM (x)2) = 
因此 有 {1.4 一 5) 得 到 
dis (4, oCM (x))) > dis A, 0( M), x€ ENF, 


[Caf — M Cx) Dl (1.5) 


b| | x1,6C RC) S 


Prid 
ess inf dis (å, aC M(x))) > dis (4, oC M )). (1.6) 


1) dis (À, M) 3UR A SINE M 之 距离 . 


另 一 方面 ,由 于 M 是 正常 的 ， | 
(dis (2, CAT = inf (MIC — M GODIGO Pan 
rea 


> inf | (ds Q, oCM Q2) PINGO PdC) 
I fll 1,76€ . 
=> ess inf [dis (4, oCM (x) ))]2 
拒 它 和 (1.6) 结合 起 来 就 得 到 【1.2). 


EKE OD. ERIE D 的 单位 球面 [z | |z] 1; EA 
密 的 单位 向 量 [a,), 1⁄8 FRF C E fE 


dis (4, aM )) = inf dis (4, a(M GOD) 


同时 
ess inf (47 — M(Da,l = inf CA — M (z))a,ll. 
z€E z€EVF 
Eu c 
inf ess inf (A7 — M(x))al| == inf int. [KAI — M (z))a,ll 
ilail=1 x€E a GEF 
= inf inf ||(4I — M ())a,|| — dis (4, ol MD). 
x€EVF n 
证 毕 ， 
2. 广义 记号 等 子 的 谱 的 和 售 ”在 下 面 所 考虑 的 一 些 命题 中 ， 
当 换 算 子 工 为 与 其 本 等 价 的 算 子 时 结论 不 谈 ， ALERTER 
亚 正常 算 子 时 ， 只 考虑 它 的 奇异 积分 模型 (而且 简 写 TATH). 
那么 由 定理 HI, 3.2 fn (IH, 1.29) 我 们 知道 T, ARET 
CI = T.GOfGD, TX) = r+ Hke, (L7) 
其 中 alx) m0. Abu ' 


sup laol] = B, sup EG EE: (1.8) 
apm 1.2 设 了 为 亚 正 常 算 子 , 则 
T= |) «CO (1.9) 
f üx kei 


证 T dis (z, z(T))-—0, 出 存在 kas 0 = Kk, = 1, k. — FC 


* 80 * 


dis (zs 0(T4,5) — 0. (1.10) 
由 于 
T IG — TA sg B3|k — kl. 
因此 
nt, ll Ced 一 TíCODa| x EU! 
— TAG + 8*|& — Kl. 
即 


dis (z, oC T (x))) = dis Cers o(T (GO) + B2|& k. 
出 引 理 1.1 可 以 得 到 
|dis (asso(TD) — ds (z (TDI < Elk KI Q1) 
由 《1.10 一 11) 立即 得 到 
dis(z;, o( T4)) = 0, 


 Elz € z(T). BL eT 是 闭 的 .证 毕 ， 


3. 一 类 预 解 式 的 估计 
引 理 1.3 Ë ze = xə + iyos fo» Ya À ERO 9 一 dis (ze, r(T)) 
> 0, K = y/6B?, 那么 必 有 一 数 8 适合 
0 «8 Ky /3B*(] + 2K), 


š 十 《1 十 KK286 ES), (1.12) 
f z€ [x — 8, < + 8] E E, | 、 
(eco + Lecy y) es. — Qa» 


而 且 


ess sup |a (eco + i a(x)! — sl) «C | 


Eley ds x +é] YE | 
= (K 1/2), ^ (144) 
证 由 引 理 L3, FE n SERE FEE z€ ENF 时 ， 
dis (255 oT = dis (za o(T4)) ze 
因此 


* Bl * 


ECTO — gP)RGOA|| Z2 el RGOAl, 28, (1.15) 
E —Kck-lid-KRBDERA'E[O.I] GRE |k — | < K, D 
835 (1.12). 下面 我 们 将 工 淖 成 ROD 中 单位 算 子 ,由 (1.15)， 
当 |y— z,| < 8, |+] = 8 FFE 
IEC + klal) + EY — DRG Al 
= KE ele) 一 al RGA 一 
{le x] + IRIQBCIS] + Ps] + |£ — RIB} 


- IR GORI > S o RGA. 


因此 
(8x) + RCaCx) + D? — y TD 16€ g G)9). 
id - 
SCx) = Cala + 5E)? CB) + leled + 17/2 
一 yw als) + 1, 
那么 i 


S(z) — 11 = (a(x) + y (sco 
+ (i - i) Cx(x) + IY — v Kala) 4, 


所 以 当 [4| < K + PLI S) —ALSXENC-F. (UT. SGD REI 
HMAF AE 
En 1 
ELES ES Kc 
在 上 式 中 令 * -> 0, 并 注意 
a( DPC 一 Pa 一 af 
立即 得 到 (1.14), Ap z 了解 为 中 中 音 位 算 子 .证 毕 ， 


$2 一 些 引 理 


为 了 在 $3 中 研究 亚 正常 算 于 的 谱 , 我 们 需要 下 面 一 些 引 埋 . 
1. 向 量 值 可 测 哩 数 的 一 个 性 质 下面 我 们 要 利用 祥 信 可 测 函 


* H2 。 


数 的 结构 来 研究 向 量 可 测 函 数 的 一 个 简单 考 质 ， 它 实质 上 可 以 导 
出 向 量 值 可 测 函 数 的 构造 . 

引 理 2.1 38 9 RRupETAE Hilbert 空间 , E RE R' 上 的 可 测 集 ， 
m(E)2-0. Q-—(E,98,m), IC) JEE 9 š ñu EL 3: T. O Tatá 
数 ,而 且 存 在 正 数 了 使 


EGO I =< B 
那么 对 任何 正 数 s E FC E, m( F) 2> 0,20€ 9, fE lla] =< B f 
H. 
sup lf Cx 一 all < E Q1) 


WE = p 26 — BEZSIRIISF , KASETE SESTO Mysan 
TEWE, MERITE EHER 9 E AEA 9 EË 
fr T. 

Wie) ED PRAGER. h) = (G2: 6.2; 由 
于 


HEF = D) AOI 
TT 355 8271 
RsGO = > A 


在 上 (关于 测度 m) MKATE, UA- ERR N, 可 测 集 FIC 
E f &CF,) > 0, ME. 


2 
sup Ra(x) > =, (2.2) 
x€F; 8 


AA AMRA ETF F, EXE ERTBUPRTR ho cts fca, 可 知 
有 FC F), m( F) > 0 X $E a, 8157 saN- ;使 


max sup Ifa) 一 aa] E T (2.3) 


J&ncN-l, 


N—1 


jE a = S ases, 那么 由 (2.2-3) 得 到 


H-—1 


a HI * 


sup lfe) — all < = 
z£ F 2 


Bi Gs B, EEk 4 可 以 使 Q.D mu. UE. 

2. EE REALE — PER ELERA A IRE) SUE 
A. RAFAELEM; ME mF) > 0, r XAR E — 
点 ， A = [rs — 2» xo 十 nl WR 

. mF la) . 
A 
就 称 n 为 的 一 个 全 密 点 。 记 豆 为 的 全 密 点 全 体 ， 由 陈 建 功 
111 的 第 229 页 可 知 


* 


m(F — H) = 0. 
8128 2.2. VE F ARKH [a a, p] PRENE, 6 为 一 正 数 , 那 
Z SERI ACLe, 5] 使 
mCA — F) < m(A)e. (2.4) 
证 WE (a, 5) 中 F 的 一 个 全 密 点 ,那么 必 有 à 一 上 mm 一 
m, Xe + nl, q > 0 (8 ACC [a , bl f H. 


"(FNA) ll, (1.5) 


mCA) 
Hi (2.5) 立即 推出 《2,4)， 证 毕 . 
3. 平方 可 积 函 数 宝 岂 中 的 一 个 黎 窗子 集 
引 理 23 UEA —[—1,.11. S, 为 和 中 一 切 Borel 集 全 体 所 
成 的 0 代数 , Q, = (A. Das m), $ 29 LRD 中 具有 了 两 阶 连 续 导 
函数 而 县 满足 条 件 
ACE1)-— À'Cx1)-— &"(x1)-—0 
的 函数 万 全体， 那么 守 在 LC) pE H 25 À € Sm 
sup FOIE (2.6) 


X. 
ess sup | FAXO] < vo, . (2.7) 


gp P 2328 CIT, 1.19). 
证 RASEL) pA., mH Ae s BJ, (2.6) 成 立 。 


a 84 ° 


a AESi 
POA) = AQ 一 i | &G) — AG) js 
wi 


了 — t 


显然 (2.7) BRM. 
4.4 是 一 维 时 的 e=(T*) 现在 考察 全 是 一 维 时 的 奇异 积 
分 算 子 ,我 们 有 下 述 引 理 . 
51 24 设 atx) $88 8GO 25 [a, b] 上 的 光滑 的 实 值 函数 ， 
mAH rela, Eh mlx) 2 0. (dE La, h) 上 奇异 积分 算 子 
(T/)(x) = (z + iBGODf GO + iale) Plaj), 
BARR 
— = [x — iyl aC) < y < pla) Hla, =€ (a, b)). 
必 会 在 a (T *) 中 ,而 且 这 些 特 征 值 都 是 简单 的 >. 
证 任 取 一 点 € uC ,为 书写 方便 起 见 , 不 妨 设 a =O. 今 
证 0€ a (T*). 这 时 (0) < 0 < 8(0) + aC0Y,, id 
i wi(x) = x — iB(x), 
ukax) = x — iple) — ia), 
要 证 0€ op( 了 *) Pb LEE E SPD EE 


uiri) — ia(x)P(af) — 0, (2.8) 
ÌE aj = g, O = I — P, RA C 等 价 于 

ukr) QCg) + s. (w)P(g) — 0. (2.9) 
lU W (xz) = i-| si, Ux-i0)- lm Vxdis) 952, 


"m" -U(rdi0), (Pole) = —WF(x — i0) 
现在 我 们 选取 幅 首 函数 
x) = ar ra) a = x = b 
p(x) 8 Ce) 


BS BE E n > ERE PAL cf E. 
xz-g(a)-2-, Ü < (b) < =, 


DEH Ac n. T 相应 于 4 的 特征 子 空 间 是 一 维 . 


这 是 可 以 做 到 的 -. 定义 
ES C 一 Jog CE 


u-(x) Lu (x) 
fE € — [a, 5] ERRAR 
Pir) = exp [i | log sile) dx I" 


"En uox) x — z 


log Tom). 


EH Plemilj 公式 ;我 们 有 
Q(x-- i0) _ ulr) 
Bri) wry 


其 中 B(x+i0) = lm Q(x tie), REE (2,9) 等 价 于 
Qe + 10) + 10) = (x — 0x — i0). (2.11) 


a =< r <. (2.10) 


又 由 于 
IG — aP) | — exp {E GGDTog e — 21 + 


(2x — q(a))dog ls — al) 
-if leg |e— z |a Gd + ocol (2.12) 
Jæ Ja ` 


所 以 在 C 一 [4a, 5] ÉS Fk, (e 一 200 GO. 是 有 界 的 ， 记 

EQ) = (z 一 a) 0E (z). 
GE z= co EA Er BS, 而 且 由 (2.11) 可 知 阔 数 2tzx + 0) — 
A (oo) 同时 是 上 半 平 面 上 HT 由 解析 画 数 EGO 一 RCOD 的 境界 信 
又 是 王 半 平面 上 E pArA EO 的 境界 值 ， 所 以 它 是 零 【 参 
E Tipapanop [1]) 因此 有 常数 E GO = 2/06) (s — a). BD 
1 1 
zg = PG) to — < (got 二 D aD >) — 

= — ica(x)! 

Oix + 70)2 (x — a) 


B 


- — ica(x) 
fe) pir + i0)u Cx) Ca — a) (23) 


* Bb * 


由 《2.12)。 我 们 知道 
fG) = Olle — b| P I — al RO e DS, 81. 
BEDA fe (2.8) 的 解 , 即 0 € ce(T*)， 而 且 相 应 的 特征 函数 必 为 


(2.13), 即 T* 的 特征 值 0 为 简单 的 ， 


$3 亚 正 常 算 子 的 谱 


我 们 现在 给 出 用 广义 记号 算 子 的 谱 来 表达 亚 正常 算 子 谱 的 公 
. H 我 们 看 到 广义 记号 算 子 是 正常 的 乘 算 子 ， 其 谱 较 易 决 
因此 这 样 一 来 ,由 下 面 的 公式 , 亚 正 常 算 子 的 谱 也 就 较 易 决定 


4 RÀ 


1. 定理 的 陈述 及 aCT ) Ce CT) 的 证 明 : 
定理 3.1 证 工 是 亚 正 常 算 子 ,那么 


e(T)—- |J «TO (3.1) 


Rel 


证 ”我 们 分 下 面 五 步 来 证 明 这 个 定理 。 

(1) 不妨 设 了 是 完全 非 正常 的 ， 因 为 根据 引 理 I, 2.8, = 
ADN, m TI a4 是 完全 非 正常 的 亚 正 常 算 子 ，T|* 是 正常 的 ， 
然而 正常 算 子 的 记号 算 子 是 它 本 身 ,所 以 本 定理 对 了 | mir. [4 
”此 如 果 定 理 对 完全 非 正常 的 亚 正常 算 子 成 立 ， 那 么 由 AT) = 
e(T| OUT O 就 知道 本 定理 对 一 切 亚 正常 算 子 成 立 ， 由 定 
FB TII，3.2 和 系 HI, 3.3， 我 们 不 仿 只 考虑 奇异 积分 模型 ， 丽 且 甚 
中 » 三 0、 下 一 步 可 假设 .2 = Ll, D, ROC) Kd o — (E, 
B, m). HBRIOR()m 1, E= [4,5]， 不 然 的话 , 我 们 经 过 
平移 使 RNT) = 由， 然后 作 R(:) = LRC) fe 

一 LC, 9, RC.) 


HRF 
Tf = xj. 
考察 G, S) 中 的 算 子 T, 如 下 
T + h) 一 Tj T Tk, FE W, h€ i 


由 于 oC To} 一 aT UCT), 而 e(T. n oC(T) = #, 内 要 对 T, 证 
EHE (3.1)， 即 知 对 了， 《3.1) 也 成 立 ， 总 之 下 面 我 们 可 设 
EE = LX9,9), Q = (E,%, m), E-[a,51. 
CTP = (z + EIE) + ls) Pa YC) 
(2) 设 z = x+ + iycv(T)(e CT) 938 XJ (1.952, 其 中 Xo: Fa 
是 实数 . 邻 证 z € PCT). AEE R wE olT), 由 引 理 1.3 有 
ER o 适合 C1.12), MAA z€ [xa 8, x; t 810 E CLIA 
X. IBA = [rn prn + 8], E 
O a= Ulfe 3€, B z€ A Pt, Ke) = 0]. 
Pa 29 EE B Gf. 上 的 投影 算 子 . Ts。 二 P.T|>,. 根据 分 割 定 
Für, 3.3 
(A[Re LE (xy — 8, zx + ë), AE o(T)] Co( Ta). 
因此 zo € o( T4). 根据 定理 I, 1.1 和 定理 1, 2.5 
l aTa) = ol TZ)*, 
MA zy € o. CT 2), 因此 有 26, 中 单位 向 量 列 (f, p 使 
e, = TE — zal dfl — 0. 
HT 0 < P < !, 我们 有 


ew 1 |< +n. (3.2) 


id YG) — 860 + > aGO*, 那么 
aja + aCYC) — yot Y'a (Palaja) — Dat.) 


一 aY Cy T ES E fa m e—a) (3.3) 
利用 (1.14) RI G2) (3.3) 式 左 边 的 范 数 不 小 于 
laf, C1 — C1 + 2857). 


HH (1.155 和 # 过 TO 
lY G) 一 »Dal > 2 TAN 


因此 (3.3) 式 右 边 的 范 数 不 超过 


. 88 = 


> > uk 


3(c, + 8)B /2y, 
所以 由 《3.3)， 我 们 得 到 估计 式 
laf | S 3B(e, + 891 + IRK. (3.4) 
由 于 
(Tt -— gl Ha == CIC: » mm Zyl Jfa 一 ioo.) 
因此 再 击 (1.152, (3.4) 和 PH =< 1 可 得 
[CT — $E Z CTS GO* — zo DF — llaPCaf,)1 
zmg—3BXc,-- 8)0 + 2K)/AK». 
# E sr n 一 oo 导出 
8 > Kw/[3B*(1 + 2K)], 
这 和 (1.12) 冲突 ,因此 z € oT), BE o(TO C ECT D. 
2.t(T)coe(T) 的 证 明 我 们 的 办 法 是 把 所 研究 的 情况 归结 
到 复 悄 函数 的 译 异 积分 算 子 的 情况 .又 分 下 面 碾 步 . 
(3) Ek ze z tiné), Epika ibat 
cT). HEIRE: 设 za € o( T), 那么 有 正 数 5 使 
D, = [x + iy|x» y 为 实数 ， Ix 一 x| =< b, 
|y 一 yal SEICT) (3.5) 
ED ERSIEPR 
JD = ess inf ICT LC) — woldall, a € 5. 
由 于 我 们 到 R(:) = 1, H (1.3) 可 知 
int JC) = dis (Xa a(T4)) = 0. 
` BIS 中 一 更 单位 向 量 (a, ) 使 
b > J(a.) — 9, 
设 风 为 收获 于 霉 的 一 列 正 数 ,而 且 
JG,) <s, =< b. 
那么 必 有 一 列 可 测 集 B,CE, mE p > 0 fü 
Sup [CT CG) — x Descls s Da. 
4 Y G) = BD + ke G0 — yal ,由 上 式 可 知 不 妨 设 
E,C [xo — 955 x4 + lC e(T), 
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mH 
sup Y Gaul S Da. (3.6) 
由 于 a()2,, a (Y'a, 为 强 可 济 p 8 03 M E. 
Jald anlo x B, alenn = B’, 
利用 引 理 2.2 有 可 测 集 FCE, mCF.) > 0 及 向 量 es v, € 多 使 
leale m B; [pul] = B? 
Mes lla(z)a, mud £gullo «Us, AE laxe, T valls * Us, (3.7) 
gp (3.6) 得 到 
b l8 CO a. + kr, mu yodall s = 2u,, 
我 们 不 妨 设 存在 Em leullo = a, lim jvslls 一 “， 不 然 的 话 ， 只 要 
气 选 一 个 子 列 就 行 了 ， 我 们 注音 这 时 ， 
lim(r,, 24) = a’, 


由 于 
llaCa e, < alal < B lalea 


RNE 
. at = c = Ba, (3.8) 
由 于 F,C [xz Yas xo H D5,] 而 且 mC F,) 27 0, H5] EE 2.2, PAS 
一 区 间 
A, = [x — las x, + HIC — 0s to + u,]; 


mW) om). (3.9) 
由 (3.7) A (3.93 我 们 得 到 
TW) j.. laGO a. — e.llsax 
1 I — 1 r z mA Fa? ) 
< j Hao — esas + Q By EAE 
= (1 + 4B 2 (3.10) 
灶 亿 地 有 


PES, Í... lla) e, — vallide A+ 489v (3.11) 
1 2 
sin) Ja, Oa + kva — vende 


= 4 +B + || Pu 
(4) 我们 令 王 为 区 间 D — bs x + 61, T; cO T HH E 8 ii 
HAF, s, ”分 别 为 算 子 T: HJSCEDRUERG AER T 
0 
由 亚 正常 算 子 的 谱 映 照 定 理 ( 引 理 1, 3.4》> 有 


eT) = [Ee | + ye aco) 


由 于 : 
peCT 35 [US = eT Rob hl» 
其 中 f 
Rosas) = (x + iylz € (Qn — b, m + 6)) 
以 及 (3.5) 我 们 知道 I 
fx iyl]x — x | < b,|y — yd BIZ). 
即 有 


ER Xs +; y .s- xel «by — yl « cor. 


因此 


le + iyl|z| < 1,ly1 < 3 oT). 
因此 dis (0, o(T,)) ze 1. 再 根据 谱 半 径 佑 计 式 《I, 3.12) 可 知 
ITFAL > Ir: = dis (0, Cr, P > Mr. (3-12) 
(5》 现 在 我 们 把 整个 问题 化 到 仿 为 一 维 的 情况 去 .我 们 51 用 
引 理 2.3 中 的 记号 ， 任 取 Ae S, mE 一 1. PEE 


eG = (Ze) fs 00 ~ gee), 
WJ.) 6 Z, TA ll 1， 由 (3.10) 和 (2.6) 得 到 


ja 六 一 £sgall^ = a | laua, — enll dx ess sap| A(22 l—0, 
f C = 


(n — 90). 


类 似 地 当 n — oo 时 ,由 (3.11) 等 得 到 
[Kg — z, 二 Kg > 0, 
llaPCad,) — v.PCg.Dll — 0. 
WARE HE > = lnt + r, 得 到 


. x:da. ves rz 一 mw RN. — -Ya n 
imf Ty) mni gm ||( " a+: L Jee PyPGO 


= deae + 2 = Re (k — PCR), rh) 


4c 


PCR) — kh 
b 


(3.13) 
如 果 < = 0, 那么 由 (3.8), a — 0, 因此 
lim ITEA = leal. 


但 这 时 由 (3.12) 得 到 
fa ,he 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 可 设 c > 0， 这 时 由 (3.12), (3.13) 得 到 


Kh — PO + (1 — S) lal o lf. C3.14) 
RNAS an 9 = 1 的 情况 . 作 LX0,) 中 亚 正 常 算 子 
T'h = ik +E E PO), 


383188 2.4, 我 们 知道 Crue 


ci 
2 . 
pt f 


yze C—1, 0, z€ (0, Dl. 


这 包含 0 或 以 0 为 境界 点 ， 因 此 有 一 列 单 位 向 量 (8,108 使 

IT =A l — 0. (3.15) 
dE (3.14) rh BGx PERS 4, , 并 注意 ali 1. 由 (3.15) 可 得 

1 = (! — z), 
这 样 一 来 就 得 到 4 — 0, 但 从 (3.8) 可 知 * 一 0。 这 是 矛盾 的 . A 
此 szCT}ColT). 证 毕 ， 


. 92 * 


c 


由 引 理 1.1 和 定理 3.1 立即 可 得 下 面 的 结论 
例 3.1 设 忆 为 直线 上 闭 集 ， 而 且 不 存 王 的 闭 的 真子 集 己 使 
m(E) = m( F). Xiz a -—(E,9, m); al), BC) XE Lx 
续 函 数 ,和 面 且 «(x) 2 0, E L'CO) 上 奇异 积分 算 子 
(TI) = (x + iBG)fG) + alaa) 
那么 f 
cT) = [z + BC) + ka) I e€ E,0 << k «IE, 


54 ” 半 亚 正常 算 子 的 谱 


现在 我 们 利用 亚 人 正常 算 子 的 谱 的 公式 和 Cayey 变换 导出 半 
亚 正 常 算 子 谱 的 公式 . l 
定理 41 设 工 是 半 亚 正常 算 子 MI 
aT) = UJ Tw). (4.1) 
0<K<1 
其 中 Tuo 为 广义 极 记 号 算 子 (1 一 K)Sro(T) + K^ $T), Tu 
T = U|T| 为 工 的 极 分 解 . | 
证 (1) 我 们 先 设 T = UIT] € SHU, SUR QU) >= C 不 
W LECU) CRAD TOS eT 就行 了 ). fE Cayley 变换 
` A= L YU) -iT|, 
这 时 根据 定理 H, 2.5, «TAI 
: Ay = L CU | T] oo, 
Et |T| a = (1 — K)|T] + RITI. 根据 定理 3.1 
a(4) 一 U c(4x). (3.2) 


ück«1 - 


然而 由 定 王 1 3.5， f 
` ala) = L^ (o(T)), 
LHES IL, 2.6, 定理 I, 2.8, dg = LT, To 为 正常 的 ， 
BEA 

alar) = L'Xo(Ta)). 
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XX FE HI (4.25 8743 (4.12. 

(2) FE T—UITIe SHU,fRifg o(U)— C, 1x Y 26 Cm 
ESFI v >= C, JWE Iler {EC pU BJ 
3. A, = E(Y)EÉ 作 了 的 分 割 

To) = EQOT)T | w, 
m Bid 


| SE > Ü, I € 7. 
由 于 f 
Tr Jo = EC Tool i,» 
ifi 7(Y) iS CD rS EE RIE 
s( T'(T)) = U o( T Cr xi). 
OK 
然而 (C 
ATIND, = TEODAD,» 
e( Ta) 19, — (TOO )009,. 
因此 有 D 


s (T) f$, = U (CT uo) ND). 
" ` Daxa u 
由 于 7 的 竺 总 性 我 们 得 出 | 
aT) —{0]= |] CCT) — t0). 
UKL : 


Am TES UMPBET.EROsx|TI «ITI = |T!+ =Í AE 
ü€c(T), WOE (l T|), HE e o(|T]_), Mam oe (T .). K 
之 同样 若 

0€ (G OT- HET ©, 

可 知 0E a((1—K)|T|-+K|T|+), 2 813 K 50, 则 oe CIT, 
从 而 0e CT). 4 K-—0, Bloeo(T-), 由 (II, 2.13) 可 知 0€ 
e(T) 即 这 时 总 有 O€eoCT). PHUE XE (4.1) 成 立 . f 

(3) 现在 取 了 E SHNSHU, B318 T, 3.5, 作 4X, T, Ta 
等 ,这 时 宇 E SHU, Hu R. 


-g 


s(T)= a(T)UI01, o(TaDCo(TaCo(Ta;)U(0), (4.3) 
由 于 对 T, 《4.1) 成 立 ， 从 而 知 


e(7T)—(01— |] aTe) — (01, 


但 这 时 必 有 06 o(T). m BLZ fon 0, 使 
T*f — 0, 

即 有 . 
|OU|T|[U*f —9, 
易 知 [TI-«UITIU*, 从 而 1TH-f — 0, 从 而 0€ eCr_). 8 
证 得 (4.1) 成 立 . l 

$641 12 ZE cC rh, T HLRZEdE ERARA T E F iE 
mCF) = m( E). Xo = (E, B, m); Zal), BC) 29 E EE 
ZARE 

8(:)2 0, a(-)zm0. 
作 LX Q) ES SESUSKT- 
(TEHE) 一 e" {pC eB (ee) tal ed PCa 

那么 . 

c(1T) = (e*(8(67) + Ka(e'?)|2 € E, 0 < K < 1). 
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第 五 章 ” 精 肇 函数 及 表征 函数 


在 算 子 谱 至 论 中 常用 联系 于 算 子 预 解 式 的 抽象 解析 逊 数 来 深 
和 人 地 刻 划算 子 的 性 质 . ARAS A RE MRTA, Pincus pH 
数 ( 精 北国 熬 ) 及 表征 函数 ， 它 们 都 联系 于 算 子 的 奇 蚜 积分 模型 和 
自 共 轿 算 子 或 正常 算 子 的 预 解 式 ， 而 Pincus 函数 则 更 出 人 意外 
RJ. 


$1 一 类 Riemann-Hiibert | 可 题 


在 本 节 及 下 一 节 中 。 为 了 方便 起 见 我 们 只 考察 亚 正 常 算 于 及 
半 亚 正常 算 子 的 奇异 积分 模型 ， 这 并 不 失去 一 般 性 ， 首 先 我 们 要 
考察 一 个 二 元 的 抽象 解析 函数 ， 用 它 来 刻画 算 子 ， 并 引出 相应 的 
Riemann-Hilbert 问题 ， 

1 决定 函数 ”我 们 沿用 第 三 章 模 型 中 的 记号 ; 免 去 其 顶 上 的 
HEA”, JT =u + iy 是 亚 正常 算 子 。 形 如 定理 HIS 1.6 中 的 
AT Ba) FORT OT. TE S BÉ DABAT 
KiF: 

Ka = a(-)Ja, a€ 9, 
CHOXGU3EB T K*,/p te 509 BOE T JEn 
Kfm | a ear, fef. 
这 时 工 的 导 算 子 D, 一 [T* , T] 可 表示 为 
Dr 一 二 KK*. (1.1) 


我 们 作 两 元 的 se (9) TRE UT PE TRO 


D) ZENTANTE R AST R EUR R3, 
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Eke D = 1 + » Ku — 2) (» — DE, 
x: . 


z€ pla), !€ ple), (1.2) 
【有 时 简 记 为 EQ. 0) 称 它 为 算 子 了 的 (相应 于 卡 狄 生 分 解 ) 的 决 
” 定 葬 数 ， 它 之 所 以 称 为 决定 区 数 ， 是 因为 由 ErC' ,-) 可 以 在 西 等 
HERES FE- HERET, 这 点 我 们 这 里 不 准备 证 明 , 但 可 以 从 
54 中 对 表征 阔 数 的 相应 的 讨论 中 看 声 ， 它 有 下 面 的 一 些 性 质 . 
(1) 对 一 团 z€ plu), L€ pCu), BRA EC, 1) 是 可 逆 的 ,而 且 
E(z, D| = E(Qg,IM 


一 一 LC 一 D u — z) K. (1.3) 


这 是 易于 由 (1.2) 直接 验证 的 . f 
(2) BR EC, I) 可 表示 为 张 积 的 形式 
KEC, D = [a — xz, v — IK, (1.4) 
E(z, DK* 一 K*{ (u — 2), (e — DH (1.5) 
这 里 {4, B8} = ABA BO KOS A Ñ B RRF. 
(3) pa c 9, iB fC idi a) = (v — D Ka, WA 


E(z,l)a = a + k ws dà. (1.6) 


i F (g) 是 上 半 平 面 (或 下 半 平 面 } 上 D ERORAR. WR 


存在 全 慎 的 平方 可 积 函 数 s(x), xc RY IE 
im j Flete) — F. (a) lBdr = 0, 

就 称 F. (z) DAK F GO RRAN, iT FC a 0). Ha 
(1.6) 并 且 根 据 $T, 1 中 的 讨论 , 记 P- = P, P+ = I — P, 可知 

(4) 35 a€ D, H 1€ o(») PF, RM zi Ez, ma 有 境界 
(PR Bc 
|^ E(xti0,Da = aP (aC. MC s 1, aD), (1.7) 
2. 解析 函数 RC. , -) 
j ra = Si(Qe). HH HL 1.26), 我 们 有 


DAJ = BO Cof XA) = CC) + aCA)2IOD, 
RESA IV, 11, ROTHE- E SR L Suk 8CA) 的 意义 使 
e(8(1)) Co»). 
我 们 可 以 从 了 的 奇异 积分 算 子 模型 出 发 引进 男 一 类 经 C9 (8 
TIAR 设 2 为 回 定 的 实数 , 作 
R(A, D = ! + a(AMg(X) — Deh), lE ple). (1.8) 
有 时 篇 记 汶 ROS. D. 根据 定理 TI, 1.3 RAL, 1.4， 我 们 有 
{Sotto — 07000) = (02 — DIO), (1.9) 
(S2C(Co — DODOO = (GOD + oa — DICA). (1.10) 
现在 我 们 来 研究 RC. -) 的 性 质 ， 由 (1.8 一 10) 可 以 算出 : 
C1) fE2X L*(0, 9) EBRUSETESECTUR 
aC ORC D = Sio — DSzQ(Qv — 1) )a(2,. (1.11) 
RC- , Da( -) = al Se — D Sile — 1). (1.125 
从 上 述 两 式 《1.11 一 12) 可 以 看 出 RD) 在 散射 理论 和 算 子 摄 动 
理论 中 的 意义 ,但 是 这 里 不 准备 作 进 一 步 的 讨论 . 
(2) 3 1€ p(Qv.) Nee) 时, RCA, D) j& TS BS. m E 
RA, D = I — eh) BO) + al AF — Dy la(A).. (1.13) 
3. Riemann-Hilbert 问题 现在 我 们 给 出 函数 RC.) 与 
E(*,:) 的 关系 . 
定理 1.1 设 工 是 亚 正常 的 ,那么 党 iE plr) 时 ， EC P) 是 下 
述 Riemann-Hilbert 问题 的 解 : 
RA DECA — i0, D) = ECA + 10, 2). (1.14) 
证 HJ p BDBBEDRE CO; L, a) BUS XO GINI, 024) 中 = 
的 表达 式 可 知 
(8C — DIC i 1, a) + aCOPAGOCOR CS). 20) 
= al- Ja. (1.15) 
其 中 P_ 二 P, # (1.15) RAER a(g — 17 ELE (L8) K P+, = 
1 一 已 立即 可 得 
a + Pilal dC; l, a)) = RCG, E) 
(a — P-QaC N's 1, 822). (1.16) 


. þh 


M G7) f$ C1.15) 立即 得 (L.da). EE, 

当 R (C...) 满足 一 定 条 件 有 后 ,由 Riemann-Hilbert | 间 题 (1.14) 
解 的 唯一 性 ,可 以 由 潮 数 RC D 决定 Er 因而 此 时 RCs 
`) 在 本 等 价 意义 下 唯一 地 决定 算 子 T。 关于 这 一 点 我 们 不 打算 
在 此 详细 讨论 . 

4. 半 亚 正常 算 子 的 情况 

对 于 SHU 中 的 算 子 了 一 U| T|, 我 们 到 它 的 达 异 积分 算 子 
模型 ,也 可 以 同样 地 定义 

Ka = a(-)u, K*f = | alet 09540, (1.17) 


x= 


以 及 决定 函数 
Elz, I) = 1 + K*CI — zU)"!sUCIT| — DIK, 
z€ (U), FECT 
它们 具有 类 似 的 人 性质 ， 我 们 规定 境界 值 育 数 EC e (I+ 0), Da 为 
满足 
Hm | lE Cre, Da — Ele 40), Dal 48 = 0 


BUDE RK TE E Y. . 
Ré), D) = I+ ae PNEC) — Dy Tae), 

那么 RC.) 具有 如 下 的 性 质 ' 

aC ORG, D = FEAT) 一 六 有 区 (CT —207«C), 

ROCsDa = aCOS (ITE VHT —D. 
我 们 同样 地 有 

EELZ d T-—U|T|€SHU, WH Z€ eC| TI) BF. Ers 
` Æ FÈ Riemann-Hübert 问题 的 解 . f 

R(e?, DEP — 0), D = ECe"(1 + 05,2). 
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本 节 中 要 引进 一 个 算 子 值 函数 一 一 它 的 值 是 辅助 空间 中 半 正 
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定 ,压缩 算 子 一 一 来 进一步 刻 划 亚 正 常 算 子 或 半 亚 正常 算 子 ._ 
1. 一 些 引 理 ”为 此 我 们 需要 关于 算 子 次 算 中 对 数 表 数 和 一 类 
解析 函数 的 知识 . . 
下 面 一 个 引 理 的 证 明 需 要 附录 1 中 关于 压缩 算 子 的 一 些 定 


SH. 
51:8 2.1 ` iD RE SEEBU ESSE Im z > 0. Pa), = € D 
是 c) ERAR 
Iml Z 0, BE e, (2.1) 
那么 必 有 算 子 值 对 数 函 数 18,0 , 它 在 D 上 解析 市 且 . 
0slmind(z) xl, z€D. (2.2) 


证 Mb imd 2 0 RR, TELAH: 
GI + A)*GH + 4) 22 1 + A*A, 
GI + A)GI + A)* Z8 1 + AA", 
所 以 GI + Ay'l6e e (D). 8.0 
I) = GI — ADGI + AD. 
GST | 
I— KAFKA) > 0, 
RETANO 是 压 寡 算 子 ， 作 算 子 值 解析 函数 
FC = io). 
它 的 值 是 汪 缩 算 子 ， 由 于 
06 o(@(z2)), o€o(bGD)). 
mi Ko) = 1, Ic) = —1, 所 以 . 
1, —1}CpF C. (2.3) 


4 A-—iLis-ilei.l—1li TEA ER A T PE 
p IE 
ACE) Ini EI' 


由 于 当 ¿e A hi, 
Im ;(1 + pA — 0)! 20, 
可 以 取 吉 的 单 值 校 使 当 z€ A BF, 
0 s5imACx) = x, (2.4) 
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iE og 
由 于 expAQ 一 Hire ERR 


exp (t (x) = (I — WO) I + Wo)! 
= pka}, 
因此 
ECD = In P(z), 
A (2.3), 24 0 < >= =< 1, BEDS = 时 :利用 Riesz 的 算 子 演算 可 定义 
Br GG»), mA. 


Em VQ (2) 一 OT l = 9. (2.5) 
Ei (2.4), (60 | < 1) 含 在 带 状 区 域 
Im |0 = Im W = =) (2.6) 
1 ,根据 附录 52 可 证 , ACH GOD 的 数值 城 含 在 《2.6) 中 :由 (2.5) 


TAAT) 的 数值 域 也 售 在 《2.6) 中 ,这 就 是 
0 x Im &( (m) ) « nl, (2.7) 
ixEREUO.2). ub. 
Xa, 6] 是 实数 直线 上 的 一 个 区 间 。 令 忆 是 复 平面 (包括 无 限 
远 点 ) 控 去 区 间 [a, 6] 后 所 得 的 单 连通 区 域 .如 果 FG z€ D E: 
解析 函数 , 当 z 在 口中 的 实数 时 ， FGO 也 是 实数 .而 且 当 Im z > 
0 时 ， 
Im FD 2 0, (2.8) 
那么 称 FC 为 典型 实 照 函数 . 
引 理 2.2 设 F(-) E D 中 的 典型 实 照 通 数 , F(co) — 0. ifü 
Amz >0hf, 


Im F (z) = CÇ (2.9) 
那么 必 有 区 间 [ey b] .EBSne-—- Bg RIT BW 8 E JC) 适合 条 件 
«(x (2.10) 
(iH ; ' 
ro -| Rod, z€ D. (2.11) 
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WERE Fe REL BTH z 为 实数 时 ,F(x) 也 是 实 
数 ,所 以 


Fi{z) = FG). (2.12) 

FER ` 
pe) = (FG) — OCF GO + i!, 

则 由 (2.8) 4 Im z > 0 FJ, 19(2)1 =< 1. 根据 解析 水 数 境 界 值 理 
论 ( 参 看 IIpapanos [1]》 可 知 对 几 平 所 有 的 x， 

lim plr + ig) 
存在 ,而 且 不 等 于 1. 这样 一 来 可 知 对 几乎 所 有 的 * 
lim — Im F(x + ie) = f(e) (2.13) 


E= 


是 有 限 数 . 而 且 fxk& G10). HFA re RP — [5,5] FF, FCO) 
在 * 是 解析 的 ， 而 且 FQ) 是 实数 ， 所 以 这 时 e = 0, HT 
Im z > 0 Ff, E R 34. Ke > 0, tÈ Im z > s. H Cauchy 积 


R ` ] 
FG ie) - L| Flr + ie) 
Zai J—R P—z 
"x id - . 
+ 过 | F(Re' + ie) sega, 
Iw ^ Re — z 
R mu 
o= — A Fit i8) 1, 
2mil-R £ — Z 
十 工 F F(Re'? — ig) e^. 
2= Re — z 
两 式 相 加 得 


R i 
Im F (z + ie) d 
-k t — z 


F(z + ig) : | 


+ 


1 [“|F(Re2 + i650? F(Re 9 — ig)e 718 
2 NI Rele — z + Re — z | 

H (29) E Q3), 4 € — 0-, H 9) K Lebesgue 15: iil uk S 
定理 即 得 
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FG) ~ (a «de ERD 


2x: JoL Re? — z 
+ FORO 49 
Re 7)? — z . 

注意 F(o0)—0, $ R >o, AMET 0,8048 (2.110. ÆT f Bun 
—fESfiH (2.11) PEIR, 94 f, F 满足 (2.11) 时 它们 必 满 足 《2.13). 
证 毕 ， 

证 ”我们 注意 如 果 z € la, 2], fü B. FG AAM EREA 
下 半 平 面 分 别 解析 延 折 到 =; 的 环境 中 得 到 相同 的 盖 数 值 ,那么 在 
的 环境 中 ， FC) 必 为 0. | 

2. 亚 正 常 算 子 的 Pincus 函数 令 瑟 为 实数 直线 上 的 ”Borei 
集 的 全 体 。 

引 理 2.3 ip A, K€ (OD) Ait. B K > 0. 那么 
XB (Rl, B) 上 的 2709) EAW BC. 它 的 支 集 是 有 界 
的 使 


0x BG ul, :€R!, 


I+ KCA — DIRK = exw Í — Imi > 0, (2.14) 


证 a= ; + K(A — D K, HH Im Z > 0 B$ 
Im @(?) 一 — = K(4 — DCA — DOK 


f ' 1m 1 Z 0, 
B+ (A — D 16 g"(950,(4- KE — ID t 6 e (95, BrEA 
d(I)!—! — K(A + K* — DOK 
EE 9709). h5 2.1 I Ad, In 9D 是 上 半 平 面 Im; > 0. 上 的 
解析 函数 ,而 且 
0 = Imind(D Sr], Im!-70, 
另外 我 们 注音 当 I 充分 大 CHI MOS 
IKA — DK x 1. 
因此 当 H 充分 大 时 ,In dC 是 解析 函数 ， 而 且 
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lim In $(/) = 0, 

类似 地 还 可 证 有 明 当 [2] 29 M 的 实数 时 。 In (0D) REEL E S6 Ë + IN 
此 可 以 将 In (27). XETIRERTSEdRER 2 F> og IE E BJP T CL Re Ubi 
数 ,而 县 在 下 半 平 面 中 ， 

—xl = Imin $(/) = 0. 
ER x € D, TEB TPS TE 

FCD = (1n BCer, x). (2.15) 
由 1n (75 BS EE Ia yr RI STAR. FO) 是 典型 实 照 函数 ,而 且 

SP Im F,CG) = heit. 


由 引 理 2.2 可 知 有 唯一 的 函数 C7) 适合 条 件 


0 < fLC < lell. (2.16) 

ES p| Z M 时 ， 
J.C) = 0, | (2.17) 

FG) = | LH, (2.18) 


类 位 于 定理 IH, 2.2 WEE, B| L12582 f.G) 的 值 使 当 国 定 z 时 
La) 一 lal), fety) E fl)  2C5CG + G2). 
其 中 RE. x.y€9. GU (2.16) RER MRN] EARE 

$6 TAFE I paR ARAT BG). 0 < BG) = í š JE 
FG) = (BGD, z). (2.19) 
& (2.15) f (2.18—19) SE BE 43 E] (2.143. EH (216—17) & 可 知 
BG) TR US SEI. 
AA 0 =< BOOSIE 
| B (Oda: _ (59s 


tł — il r — í” 


那么 对 任何 xc, 
| (B,COx, x)de _ | (B(r)r,x)dt 


t — :li 
因此 四 引 理 2.2 可 知 
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(BO, z) = CBD, z, 
对 几乎 所 有 的 上 成 立 。 由 习 的 可 析 性 可 证 BC) 与 BC 几乎 处 
处 相等 ， 证 毕 . f 

MERKAR T = ut jaEPNw, 并 且 考 察 它 的 函数 模型 ， 
我 们 来 研究 $1 PRR ROC, 的 表示 . 

定理 2.4 (1》 必 有 唯一 的 二 元 r9) s EK B(L, 1)， 
它 的 支 集 是 有 界 的 ;而 且 

0 = B(A, =< I, (2.20) 

" 


了 十 DGO): 一 Dala) = e| 7€ —— (221) 
WE. 


(2) ERAR BC. 1) 有 如 下 的 性 质 : 对 于 olv) 上 的 任 
— 5 Bare BEA 


| PO BC, D di 


= a | GO) Kaa aO) (2.22) 
RY. | | 
证 根据 引 理 2.3, 我 们 知道 对 每 个 固定 的 1 KERM s 
(95 fü s] MER BO, 站 {以 :为 变 元 ) 适 合 条 忻 (2.20—21). 
我 们 注意 如 果 4 是 一 有 界 算 子 ,而 且 [ 一 0o ,一 1]Cp(4), 那 


么 f 
bU + A) = j: (1 + KAY AdK. (2.23) 
另外 容易 直接 验证 , 当 
(g—1Iy'es (9), (8 + e —1)€ (9) 
时 


(I + Kalf — D a) ! — 1 — Kalf + e — D) |a, (224) 
JA eCg — D a qü A (2.235, 注意 
(I + KAY l4 = (1 — (1 + KAY D/K. 
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利用 (2.24) 就 得 到 
An CF + aCAXC CA) — PD) la( A) 
= =G) | GOD + ka — IAk : ala). 
再 击 《2.21) 得 到 
| 56204 — ala) | GO) + kac? — 074 
: (1). (2.25) 
上 式 当 1 在 包含 oo) 的 某 个 有 限 区 间 La, b] 外 成 立 。 另外 注意 
DF'ATTEJP 使 当 * Æ [last] 外 ， B(À, z) = 0, e E— 4 9i 
式 ,将 (2.25) WARA 90D, 并 且 沿 一 个 国 绕 着 [a 5] 的 力道 工 
积分 立即 得 知 当 几 为 多 项 式 时 , (222) RY. FRSA- BE 
EERE TNH 6C) 为 La, bl LERRA, (2-22) 成 立 . 
我 们 注意 当 少 为 有 界 Baire 函数 时 ，(2.22) RARAS. 
我 们 令 S AE (2.22) 成 立 的 [a 6] 上 的 有 界 Baire RAAE. BB 
么 由 刚才 所 证 的 知 Cie, P]C-S9. ni (e, CS, 而 且 一 致 有 界 
的 ,又 对 一 切 xe La, b] 
dx) = limpe lr). 
那么 由 有 界 控制 定理 和 
S — lim PDB, dt 一 POLOO 
S— lim $B + kala Y) = DEO) + kaQ) 
可 知 (2.22) 对 由 也 成立 ， 即 % S. H SUE LXBBIA EET LURI 
用 Baire 函数 谈 的 有 关 理 论 ;( 例 如 见 陈 建 功 (13) 可 以 证 明 人 3S 包含 
PAR Bare MA. 


55—25 138 j Jal ELEC — AARE £x ER F p.C- y, 其 
极限 通 数 为 


: l rz 
nix) = 
e») n x. 


RIER 


r106 


aCA) | b (C) + Ka — dra), 
显然 是 G.A) 的 二 元 可 测 函 数列 。 利 用 (2.22) 可 知 
(BO. rar = imala) EACE, 


ToRaCAM 一 HOME > aC A). 
因此 它 是 (1, 让) 的 可 测 函 数 。 xf: BARAUA BCA e) 是 
二 元 可 调 了 一 数 ， 证 毕 ， 
我 们 称 定理 2.4 中 的 函数 BCO, -) 为 亚 正常 算 子 工 的 Pincus 
AARIA (Mosaic) PEG. 
3. 半 亚 正常 算 子 的 Pincus 函数 ”现在 来 考察 半 亚 正常 算 子 
的 情况 . 设 TE SHU， 而 且 内 考察 奇异 积分 算 子 模 型 ， 类 已 定理 
2.4, 我 们 有 
定理 2.5 (1) 必 有 唯一 的 二 元 sl CD) 值 可 测 函 数 C”, e) 
(e? € Gis pE 0, 00)) 
0x B(e9, o0) m I, 
I Hale Ee — aLe”) 
- exp]. BC eMe ^ (2.26) 
k e—I . 


(2) WB o RE RCRT I E N 
| WBC, odo = aC) V DBC) 
+ kae?) )dka(e/*), (227) 


使 


特别 地 ， E - 
| Bie”, pde _ afe 
" 


o G CECE e kale) — Dridkale®). (228) 


$3 HERS Putnam 不 等 式 
1. ARRANA RAR BC...) 的 本 性 支 集 ， 设 0 
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为 复 平面 C 中 的 一 个 开 集 ， 如 果 口 由 存在 一 个 Lebesgue $R F, 
使 当 rt iye o — Fit, BCe, y) — 0, 就 称 BC, D EO HUS 
F. 再 作 这 种 开 集 的 和 集 ， 就 是 这 种 开 集中 最 大 的 。 它 的 余 集 
CHENES BC. 的 本 性 支 集 我 们 又 称 亚 正 常 算 子 工 的 精 
刻 函 数 BC.) 的 本 性 支 集 为 工 的 决定 集 : 记 为 DCT). 

定理 3.1 如果 工 症 亚 正常 算 子 ,那么 


DITICa(T) (3.1) 

如 果 工 是 完全 非 正常 的 亚 正 常 算 子 ,那么 
DCT) = oCT). (33) 
证 我 们 仍 记 
r(T)-— |] TD. 
D kx 

我 们 要 证 

D(T)CrT(T), 
而 且 当 工 又 是 完全 非 正常 时 ,又 有 

v(T)C DT). 


再 根据 引 理 1, 2.8, 我 们 就 证 明了 定理 IV, 3.1 与 本 定理 等 价 . 
(D) 证 明 DCTYCrCT). Hho + imt rT) AEX e 使 
inf | dis (4a Tia, (T)) = 8> 0. | 


1 一 An 


因此 当 fy 一 pw| = s, 0 =< & < 1 B$ 
dis (Ay H ig CT) Z 8, 
击 引 理 IV, 1.1 P| DS JU SE. BTS IO + 成 立 着 
lC + i — CA HAY + ROAF 2 alleli z 6 9 
Ah EGRE ER. Pri 
ICEY + &aCA)! — il? ze C8? — Q. — x)» x. 
所 以 当 
14 —2l < min(e, Z), |Re i — pl < ë 


Ef. SD + ka(! — P EN ME COA) t kaa 一 六， 是 
k 的 连续 函数 ,同时 
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ICEA) + keCAY — 7l < 


所 以 这 时 【2.255 的 右边 在 条 形 区 域 
和 一 TIRe — pl <E} 
中 是 RIAR R HE z€ p, 
o <1) — | LEGS Dz > dt 


是 和 中 的 解析 函数 ， 站 4， B. v 为 实数 ,| 一 如 | <=, ln — pol 
«&lbb.H Plemel 公式 
0 = lim (8. d») — Olu — iv) 
-—xuB(n,v)x,x)— Q 

得 知 存在 正 煞 E15 使 当 P 一 Asl < EY I = fol < e, Bf 

BC(a, A) — D. 
EJE Aa + ie € DCT). 

(Gi) 再 证 当 工 又 是 完全 非 正常 算 子 时 , z=(T)e-D(T). iu 
= B(À,1) 
PCL, i) = exo| P] dt, 


4E 为 十 ijwEDCT)， 则 存在 正 数 8 使 得 当 |2 一 加 | < esla — nl 

< ekt | 
B(ÀA, a) == 0. 

于 是 可 知 当 [A 一 如 | < s, | Re? — | <s B, PQ, D RAUS 

数 . du 


一 lo. DIli— àl <4, [Re — pol < Im í = o}, 


M= sop 2D2N] 
anen, | L—1 


由 于 I 
PAD ZED — ANEA) — DIEU) — 07402. 
所 以 当 (4,2) € D. hh, 
IPO) — Dael < M llel- (3.3) 
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如 果 4) 的 谱 分 解 为 
8Q) = | FG, 2, 
那么 G3) 等 价 于 
Juge CFG Daes (02) < vll 
z€9, (4,16 D. 


因此 当 |3— L| = LM 


"OR | AEG, DO TODI 


r 一 


满足 条 件 
falu 10) —9 hs — iü, 


Eis re e" 一 三 ,和 十 ELE (FG, A)a(À)x, alJ) 不 依 


HTF. BD 
E(A)a(3)x = 0, (3.4) 


其 中 名 = F (i — Erm + JA). TORERE EC) 可 测 


的 投影 算 子 值 函 数 , 由 (3.4) iC). 因此 
a( DEC) 一线 of) 一 0. (3.5) 

然而 显然 有 

ECMO) = POCECE). (3.6) 
我 们 记 SE = (GCOICOIFe 8€], G3 -—G. 6) 可 知名 ”的 
dE T. mA 
(Tle DO = G + BID. 
FAT BEW. 由 假设 是 完全 非 正 常 的 ， 因 此 做 一 
{0}， 这 样 一 来 


(m = S m + È) 


* liù. 


id 
= —} =£ — «ti 
D, fa DIa Al y» |Rel pil zj’ 


X (G, DE DM, 
IEG) — DA < M. 
5 -—À5 iB, L€ eg)» hi, 
CEY + kalay — DCSQD — Diath) 
= (ABCA, DR + (1 — 2). 
e 2 — A <E, las «S | PUOI o 
ARRAT MERA | 
[| BG 9. ul M, < co, 
Pay" 
因此 当 0 =< RE EF. 
kP, D + (10 — k) Z e, 
所 以 当 |à — ial <— |æ — sel «M, kO, D) + (1 — K) 
是 可 逆 的 ,而 且 
TRP, D + (1 — 7| < e, 


KATH Re 一“ le — j| < > RS 


z — í 
此 处 。 ARROUT se， 又 因为 
Jles EN e? || = l4 — B |je estate. 
所 以 存在 一 个 正 数 o 使 得 当 
Q,D€D — lG, DIA < 5, 


[5E a — [EG al male, 


[Re — pl < 5, Em 1| <a] 


Fj. RPC, I) + (1 — Kk) aj mE 


a tll" 


N= mp KC D + G — ^l < oo. 
EH Q. D € D, B Im? #0 hfa | 
I8 + kal dF — 0D7aC(A] 
= C83) — D7a(A3(0(2,D + (1 — K 
< NM. 


由 前 面 司 样 的 讨论 可 知 当 11 一 A] < — 


(m 一 Z, Ha F E eet) + Kali Y), 


LRI 
这 样 一 来 , 2, + T Ha €r(T). Bn z(T)C DT). iE. 

HPEH T€ SHU PT, SE LTZHU Pincus PEE (LEH 2.5) 
BCe”, o) CUL BR pe'* 26 FELEXIORU 2k Ek XC 3E 25 T EDT). 
同样 地 有 

定理 3.2 如 果 YE SHU, 那么 


D(T)ca(C T). (3.7) 
inm T X EL Së dE 1E 8 ËJ, MA 
DT) = o(T). (3.8) 


. 上述 定 理 的 证 明 完 全 与 定理 3.1 一 样 . 

2. Putnam FER ”利用 精 刻 函 数 的 决定 集 , 可 以 得 到 下 面 
的 Putnam 不 等 式 , 它 是 由 了 工 的 谱 的 测度 估计 了 的 导 算 子 ， 

定理 3.3 设 了 为 亚 正常 算 子 , 则 


IET% TM < mT). (3.9) 
此 地 m; 表示 平面 Lebesgue 测度 . 


证 我 们 不 妨 只 考察 奇 举 积分 算 子 模型 . 记 Dr 一 [7 ,了 ]. 
EL» 8 fe 2 n, 


DD = €9 | acras (302 
另 一 方面 ,在 《2.25) pR ARA 1, 并 令 L9 co 即 得 
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| BO, Dd: = a(1)2, 


我 们 注意 由 (3.10) 可 知 形 如 fC: ) 二 ol .as a € 9 ñil E: ZE DOZ 
中 稠密 ,为 了 计算 Dz AITB H 
p (Df, fa) 

Cias fa) 


1⁄2 
RDE. i2, = (faca yar) a, 那么 容易 算出 
lil = Ile... 


- ipso 


- L| Gs bun 
x= 


su 


mH | 
(Di. f) = - aC Ay dia 


| 


3 
? 


= L n CBCA, Db,, bo adds, 
Dr . 


利用 BO, 2) < LBIG (3.9), 证 毕 ， 
RIA 如 果 工 是 亚 正常 的 ,那么 


IET*, TII < mGCr))? (3.11) 


这 称 为 Putnam 的 不 等 式 , 它 由 定 至 3.11, (3.9) 立即 导出 , 因 
此 (3.9) 在 形式 上 比 Putnam 不 等 式 更 强 . 

对 于 58 一 SHU hA FT, REEI, 3.5 IURE TB Rk 
SHU HAF T. RT DCT) 为 DC7)， 称 它 为 工 的 决定 集 . 

定理 3.5 设 工 是 半 亚 正常 的 ; 则 

HTI — IT li < + H dod9 (3.12) 
id eer) 

证 我 们 先 考 察 Te SHU 的 情况 而 且 只 考察 它 的 奇异 积分 

模型 ,由 于 这 时 


1) 这 里 miD 3228 E EH Lebesgue WE, 
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(IT! — ITINI) = AED [aceites 


仿照 定理 3.3 BU UEBH aT AXIS (3.12) 成 立 ， 
当 TE SH—SHU 时 , 由 引 理 TI, 3.5, $E Pe sHU UZ, 
HUP DO) = DCT) 而且 
I|, — F|, = (T|, — |TID®0, 

因此 相应 于 于 ARSA (3.12) 立即 可 导出 相应 于 工 的 不 等 式 
(3.12), VERB. 

我 们 注意 , 妆 工 为 亚 正常 算 子 时 ， 它 也 是 半 亚 正常 的 ; 它 作 为 
亚 正 常 算 子 的 决定 集 DOT) 和 作为 半 亚 正常 算 子 的 决定 代 从 定义 
上 来 说 ,可 能 基 雪 一 上代 ,但 是 可 以 证 明 这 两 者 实际 上 相等 . 

系 3.6 SET AELERAT, 那么 


Tl = ITLI || deao, (3.13) 
ee'BeecT) 
这 是 Putnam 不 等 式 对 半 亚 正常 情况 的 推广 由 定理 3.2, 和 
C3.12) 立即 导出 ， 
系 3.7 设 二 为 半 亚 正常 算 子 ， 如 果 m,( T) 一 0 或 uec) 
= 0,3554 T IER, 
证 DCT — 0 FF, M (3.13) 可知 
[T]. = T|; (3.14) 
BUE (T*T)'? = (TT*)^, 把 (3,14) 式 两 边 平方 后 即 知 了 为 正常 
3. 亚 正 常 算 子 的 直角 分 宜 ” 对 于 亚 正 常 算 子 的 直 第 分割 ,我 
们 从 定理 1, 3.3 得 到 谱 分 割 关系 (T, 3.26). BÆT o 的 境界 
EGE Š, 一 9, 中 那 部 分 ) 还 没有 搞 清 楚 . 我 们 现在 要 利用 系 
3. 来 研究 它 ， 我 们 沿用 $1, 3 中 有 关 的 记号 . 


引 理 3.8 设 T =X +:iY AFERAT, X — | zdE(x) 为 


谱 分 解 , A 为 实数 直线 上 一 个 区 间 ; E. 一 ECAA æ (0). dn 
果 工 是 完全 非 正 常 的 , 那么 QC. HME TA 一 ECA)T e, 也 
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是 完全 非 正 常 的 . . 
WE 用 反 证 法 。 如果 Ta 不 是 完全 非 正常 的 ,那么 必 有 TAB) 
约 化 半空 间 267 CAE a E CO] ox 26, AES 而 Ta|g, 为 正常 
的 . 这 时 空间 PE 分 解 为 
I er = DC ,ODE (3.15) 
而 XX 和 Y 按 分 解 式 (3.15), 可 以 等 成 如 下 的 矩阵 形式 


X, ü Ü 7Y, ü I. 
X-—i10 - > Y=l0 -e-f 
6 0 Xy L*. [Ff 


N 


而 X,Y, = YX.. 因此 


. 0 0 X,L — LX. 
XY — YX 一 | 0 . | 
X, L — L*X, - 
由 :[X, Y] ze 0 立即 得 到 
| XL LX, = 0, (3.16) 
AE L = 0. 


由 于 工 为 完全 非 正 常 的 亚 正常 算 子 ， 由 SI, D 性 质 (4) RUE 
381,29 mjAno,(X) 一 Q, Hidho,(X;) = 8. j— ],3， 设 和 A 的 
PPTORADO a Si b. 由 于 

e(X))C(a,6]1, e(Xj)) Cc (C—99, al ULE, o2). (3.17) 
MAGA X RRKT P, (XO c |a e Lo Lun. 
" 

£ — lim P, = Tæ. 
”由 《3.16) 8 17) BA 
a ++ 5 Y" s +b yy 
L= (x. — E 中 oa 一 2 L1) > 
m-—1,2,---, 


2 p8UTT 


i a 
而 且 ， P, (x 


(==) 


"duse 


< (2 于) .于是 可 知 
i 
(noti) 


H4 n — co 就 得 L 一 0 这样 一 来 ,8 HE T, ME Tle, 为 
正常 的 ;这 和 假设 串 突 。 所 以 Ta 是 完全 非 正常 的 .证 毕 . 

设 互 是 复 平 面 中 的 一 个 有 界 闭 集 , I 是 复 平面 中 一 个 非 空 开 
线段 ， 如 果 有 一 开 奸 形 (关于 1 对称》 包含 1 使 

ID% r) E s Ñ 

就 称 EEH [T sebr. 

B|839 设 工 是 完全 非 正常 的 亚 正 常 算 子 , cT) 没有 任 
何 暴露 线段 . 

证 AKEE. eT) 有 暴露 线段 1， H SI, 1, 4 Í, B >= Q 
为 任意 负数 时 , a -+ #8T 也 是 亚 正常 的 , 当然 它 也 是 完全 非 正 常 
BJ. TATER 1 在 复 平 面 的 虚 轴 上 , 而 且 实 轴 上 有 开 区 间 A = 
《一 ay a) 使 


R= [r t+ iylx€ A, y€ 1), 


满足 | 
DRN (T) =< Q. (3.18) 
d T = X +Y, M $1385. RIIE l 
TOND, oTIND,, c( TAYC 94. (3.19) 
Hi (3.18—19) 可 知 ¿ DECT BSSR SE £R Et ifa E. 
IDR NCT A 9e Q. (3.20) 


由 引 理 3.8, Ta 是 完全 非 正常 的 。 作 Ta 的 卡 软 生 分 解 丈 + IY", 
WoY 的 谱 分 解 为 ydF()， 我 们 作 ra 的 相应 于 Y 的 直 
ADN | 

P aT 一 F(Ijg,, Tap = F(DT,| e a. 
由 引 理 3.8, Ta 仍 是 完全 非 正常 的 而 且 由 (3.19) 和 定理 1 3.3 可 
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知 | 
(T.O 9 — oTONR =a (TAR, e(T4OC8.. (210) 
由 (3.20—21) 可 知 
0 Sc a( T AD C (E — 90 U. 

然而 m, — RUD = 0, His 3.7 可 知 TA 为 正常 算 子 , 这 是 
FE. 所 以 1 不 存在 . 证 毕 . 

定理 3.10 设 T 一 XX 十 iY 为 亚 正常 算 子 ， X Y oB 
的 | | 

x= j zdE (s) 


为 入 的 谱 分 解 ，A 为 实 轴 上 的 区 间 使 GC. = EMS x0, 记 
Ta = ECAOT | ge, s 那么 
ce(TASCa(T), (3.22) 
证 不 坊 设 和 A 是 开 区 | 闻 当 工 是 正常 算 子 时 , (3.22) 显 然 成 立 . 
根据 引 理 1, 2.8 易 知 ,只 要 当 工 为 完全 非 正 常 的 亚 正常 算 子 时 来 
WEB] (3222). rh (3.19) TACTA N 94C oT), ifii B SUE (3:22) 
只 要 证 明 
o(Ta) N (a — 9$,)ce(T) (323) 
即 可 . 记 F. = Da — Das 这 是 两 根 直 线 . BT Fa 一 gr ) 是 一 
些 直 线段 的 和 集 ， 如 果 其 中 有 一 个 线段 与 oT。) 相交 ,那么 从 
oTa) CD, 可 知 alT 了 a) 必 有 一 暴露 线 有 段 1CL, 由 引 理 3.9 可知 
REFE. ARG) 成立， 证 毕 ， 


$4 dé WF PE X 


TE E AERE bib pi CHEE TARAY B8 3 E PB 
数 ， 至 于 亚 正 常 算 子 (相应 于 卡 狄 生 分 解 ) 的 表征 函数 也 可 以 类 似 
地 讨论 , 但 我 们 只 准备 简略 地 提 及 ， 这 里 仍然 使 用 奇异 积分 算 子 
嵌 型 ,这 样 比较 方便 -- 些 ，， 

L 另 一 类 决定 函数 “我 们 引 人 另 -一 类 决定 函数 . ATAF 
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SHULE ), D ddp 作 算 子玉 和 K* 2m (1.17). 这 时 
I = |T|, — |T| = KK*, 
{E e» BEEN 下 M g€ (UD), 1€ p(T) HR, 
Yez, D = I + zK*(I — zU*)"W1t — TYK, (4.1) 
有 时 把 它 简 记 为 YC ,-). 这 个 函数 有 如 下 一 些 性 质 . 
(01) ÀE—9] z€ o(U), 1€ CT), Y(z, D) RESTER mE. 
Y(z,1)! = I — eK*(H — TY (1 一 2U*) MK, (4.2) 
(2) EP Y C, EI FB9388438 28 
KY(z, D = ((zU* — ID), (T — ID, (4.3) 
Y(z, DK* = ((zU* — I ', (T — HY), (4.4) 
GY ik T = UlT| € SHULE J, T' = U'|T'| e sHU( ZZ), 
RR E TEB ST. V: ZE — €" 使 
T = VTV, U'—YVUV^, (4.5) 
MBABE V 一 D9? 的 丁 算 子 5, E E e(U) pU) 1€ pCT) 
= eCT') h 


Yale, 1) = SY, (z, DST, (4.6) 
ii$.—9,9.—1 — 9p. Xi 
Cid, a) m (T — H Y'a Da, 
(4) ï SEHE TE M 


li ae Ces L, a) 
Yz, a= a a b i den, 
[AL te Sa tur l 8) EL RAE 


Yale”, IJa = a te Ple sds a)) (4.7) 
其 中 Y.C Da = $ — lim YGC), Da. 
2 表征 函数 ”我 们 现在 引进 表征 函数 如 下 : UE T = U|T| € 
SHU. 用 T* 表示 工 的 级 记号 算 子 . 记 
|r!lteUu*T*, B -—(|T|*— |T| D". 


1) 此 地 D RHET 1", 如 ”的 辅助 空间 ， 
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fE CT) 上 的 Se (9) 值 解析 函数 如 下 . 
Wi) = i + B(T — HY lU BD (4.8) 
或 记 为 WO)， 称 之 为 工 的 表征 函数 ， 它 有 如 下 的 一 些 初等 性 质 。 
M 1€ o( TOY PCT) 时, W (D ATE, m E. 
W('-I-—B(T*  IHY UB (4.9) 


WB = B(il — T^ XHi — T+), 
BWG) = QI — T*'Xil—T-Y!B, (4.10) 
AUR HI Se ST BUE ES HL. MA 
(BfYCe?) 一 aCeIC 7), 
ifi B. wr» Cieiuoo w C0 REBATE . 
Qv CDAC) = W Cet He") 
其 中 
W (e) = I + a(c9)(8(29) — eN lale), (4.11) 
我 们 也 称 S C95 fL OC PRÉR W (e°) 为 了 工 的 表征 函数 . 它 有 
如 下 的 性 质 : 
(1) 它 与 RC',') 有 如 下 的 关系 
Wie?) 一 Re, le), I (4.12) 
(2) 2 1€ p(T) ij, Br (e'9) Eo, i B. 
W (e) = I — a(2 (BC ei) ' 
+ a(e9y! — Ie) la( e). (4.13) 
(3) 它 有 如 下 的 乘积 表示 ， 
a( Wa FHT — IDD: XX Se CUT 
— HY 9X -2aC-2, (4.14) 
WC Oa) = aC Neo T 
-HIDDES ECT — H))CD (415) 
其 中 . 
CHET IDEO) = THOG — IH. 


1) &l&slA'emm Ro 中 的 算 子 ， 


而 TIC) 的 表示 见 CHI. 1.11). 
现在 我 们 3 引信 、Riemann-Hilbert [P], 
定理 41 如 果 工 E SHU, LE p(T), acD, WBA YO, Da E: 
Riemann-Hilbert 问题 
W (e) Y (29, Da = Yale, l)a (4.16) 
的 解 . 
证 由 于 (TT — HOC 5 d. a) — o0, 我 们 有 
KACEY — lo- DG 1, a) 
+ e"a(e'"y8 (aC NC 1a)) = akea 
HERRAR PEPY — 16700) Ja. ERI CA7) 就 得 
Fj (4.160. WE. 


$5 与 半 亚 正常 算 子 有 关 的 Toeplitz 算 子 


我 们 现在 要 通过 表征 男 数 把 半 亚 正常 算 子 的 有 关 谱 的 问题 与 
Toeplitz 算 子 的 有 关 问 题 联系 起 来 ， 但 这 里 的 Toeplitz ATEM 
rra. 

1. Toeplitz 算 子 

设 委 是 复 的 可 析 Hilbert ju]. L'CD) 是 C, ED AREH 
积 荡 数 全 体 所 成 的 Hilber 空间 . FHP(9) 是 Hardy 空间 . 第 是 
LC) 到 HD) 上 的 投影 算 子 ， 令 A 为 C, L. 07 (9) 值 的 一 致 
有 界 的 可 测 函 数 FC 全 体 ( 即 存在 常数 夺 使 对 一 切 e° € C, 成 立 

. ||FC y| s MO S FCD € A 时 ;我 们 定义 EPCP) 中 线性 算 子 嫩 
T: 

200 Fi) *FCOCD, fe n0). G.D 
显然 P RAA. RIEF 为 相应 于 三 的 Topli SEC. Ri 
现在 给 出 Toepliz 算 子 一 些 初等 性 质 : 

(1) id F*(e*) = CFCe 0" 那么 

F* = FF, (5.2) 

证 这 是 因为 上 ge HD) Hd 
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— ba 


—— 


(Ff, z) = (PCED) = (Fj, g) = (f, F*g) 
= G, PCF? g)) = (f, F*g), 
所 以 45.2) 成 立 . 证 毕 . 
(2) d F(:) € .是 单位 困 内 解析 函数 F Ce) 的 境界 入 
EXA FCO)E CZD), WA 
ËC FOOD, f€ (9). (5.3) 
若 记 |F |e = ess sup TEC), RU 


IË] — |F lla. (5.4) 
如 果 当 ef < PER. FO y te sm(9), m BER EUR THE 
F (z) 的 境界 值 函 数 lim FPCre 人 为 下 -那么 
Bug (5.5) 
证 (5.3) 是 显然 的 . 而且 由 《5.3) 立即 可 知 
IEI = IF. 
今 证 明 相 反 的 不 等 式 . 任 了 又 息 中 的 单位 向 量 < 及 复 值 函数 je FP, 
那么 由 fae H'C9) 得 到 


1 i i832 E .I yi 
1 {lew)allie) ree < L1 - E fuco ue. 


[E Ea kaj uS FERT SE 8 Rua BJP 9k Ce) 
| || F Ce" Jalela < |Ë | [C046 
成 立 、 于 是 可 知 


eC al < IFI, 
RAAH 2E— 25 1838] 
IE ile sx MEI . 
所 以 《5.4) p xr. 

”如 困 当 和 xi < 1 BF, FDE SZ(%), mB—g9esr S. 那么 
申 解析 函数 的 境界 值 理论 可 知 它 的 境界 信 消 数 FE 一 存在 而 且 属 于 
对 0 守之 1 时 ,我 们 记 

Fele) = Flre®), Fre) = Flre®),, 


izi» 


那么 易 知 FF := F F, =l HUE 
sup E ll =< +°, Sup Fm <, 
Uxre«l Jarl 
可 知 
FE (S — lim £)— lim FrD 一 4 
— lim F, Fr: = I. 
同样 地 FOR — r. ED (5.5) 成 立 ， 证 毕 . 

(3) 如 果 FC.) € A 是 单位 加 外 《包括 无 限 远 点 ) 解析 函数 
FG) ORARAA m H4 |z| > 1 B, FC) € ZD) 又 是 一 
SUE HS. FOOT, [zf 9) ARRERA F, 那么 FE 
€. F6 eA (TD), 而 且 (5.5) 成 立 . 

证 FR ` 

G) = F (i) ; 
那么 GC) 28 8 r B A BJ UT bB 32% E E šB fir E E BJ BERT CICER 3k s 
G(:)= FCD, (5.6) 


因此 由 (5.2) 可 知 
F = (F = G*, (5.7) 
根据 (2) 及 【5.57 可 知 G t8 e, Ge Lar), 而 且 G= 
G^,HG7)E 
GT 一 下 
un Fo = (G-1)* € se GPC?») fü H. 
£o (Go = (Foy, 

Edi (5.2) 4821 (5.5). urb. 

2.8 € TEERKBDEXLUNC E 识 T=UITIE SHU， 现 在 利 
用 它 的 由 奇异 积分 算 子 模型 得 到 的 !$4 中 的 ?表征 函数 灵 式 56 po 
CT, SRAYEHUBRIBS .Toeplitz F W. 下 面 我 们 要 研究 算 
T W, 的 谱 与 工 的 谱 之 间 的 关系 . 
定理 5.1 设 i€pCT"),， (1346 o,CT) GR 1€ o (T *5) 的 充 
要 条 件 是 | 

* ]22 = 


0€c,CW;). 《相应 地 0 € e, CT) (5.8) 


(2) 映射 
L,:ñ > CAI — RY ah, ACC)». (5.9) 
kR A CY.) 到 .NT — 11) 上 的 一 对 一 的 线性 有 界 算 王 . 其 道 为 
1i (af). 
《相应 地 | 


*La I8 (ZI 一 8e P) ah, he APT) 
E OP T) 到 JCT* — 0D 的 线性 有 界 算 子 ,》 

(3) 当 ¿€ ap(T) (相应 地 XE oyCT*)) 时 , 4《 相 应 地 DAE 
揽 度 与 0 作为 算 子 Ñ, (相应 地 融入 的 特征 值 的 重复 度 相 等 . 

证 tae FC). i 


f= Lah (5,10) 
则 
aj = (I — Wi (5.115 
上 上 式 两 过 以 第 作用 之 得 
Plaj) = 4. (5.12) 
H 65.10) & (5.12) s & in f€ CT. 一 A1), BI 
LYCEE) C (T — AD. (5.13) 


反之 对 je NCT — AD), Bi (5.12) 作出 á, 382, 5.10) 成 
立 .从 而 立即 导出 (5.6). 再 由 (5.11 一 12) 得 知 he .人 (这 四 .因此 
ACT — IC L.I (W D). (5.14) 
gi (5.13—14) BE Ag 
AT — MD = LLSD. 
再 由 上 面 证 明 过 程 可 知 算 子 
j> QD. EAIT — AD, 
与 工 ; 互 为 道 算 子 .证 毕 . 
定理 5.2 WEAC (TO, AJE (T) (或 相应 3€ o (T)) 


D) 此 地 FCD 表示 算 子 4 的 零 空间 ， 
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0€o,CP 0, 相应 地 9 eo. 

RMR sI, 2 中 第 4 段 办 法 分 别 对 空间 2 和 下 (DP) 作 
&O89£7,9009)2H(2), E er (8€ )— (98) 和 e üP()) 
— £7 ROD 的 映 象 都 记 为 x， 称 A (x(T 一 AD) 的 维 数 为 
工 丁 应 于 近似 点 谱 A 的 近似 重复 度 ， 

(2) BREL a CL1)? E: N GO) 21 or (CT. 一 340 上 的 ( 相 
应 地 n(* L1) 是 LAC QC 13) 到 Ln C CT* — X1) 上 的 ) 一 对 一 的 
线性 有 界 算 子 , 而 且 它 的 逆 算 子 也 是 有 界 的 . 

(3) 34 AECT) (相应 地 XE e (T*)) Bd, 4 (相应 地 四 的 近 
BERRES 0 作为 W Geri IA) Ry u m e ne. 

$ 上 述 定理 可 以 用 41.2 第 4 投 引 玩 中 的 -Berberiam 技巧 仿 
REG 5.1 MEHER. 但 我 们 这 里 却 先 把 这 个 定理 的 意义 用 原 
来 空间 9^ 及 LP) 中 量 表达 出 来 , 而 经 读者 可 以 仿 定理 5.1 的 
办 甘 来 证 明之 .定理 53 中 (2) 等 价 于 下 面 的 命题 (我 们 只 叙述 了 
的 近似 特征 疝 量 情 况 , 至 于 TU 的 相应 情况 ,完全 类 似 ); 

设 Ik.) 是 CD) 中 音 们 向量 列 ,而 且 (7,4, — 0, 那么 必 有 


lim [Likl > 0. (5.15) 
当 n" 充分 大 后 ; 记 f. = Lhd .nl 5 MS 
IKT — aD — 0. (5.16) 


EZE (hi 是 使 43.16) RFEA 那么 必 有 单位 向 量 
5| 4, € FP(9), ë Wiha — 0, m B. 
lfa — Lii. ciuili — 0. 
其 余 证 法 和 定理 5.1 的 一 样 . 
3385.3 iR i€o(T 5, WA ¿6 (T) 的 充 要 条 件 是 


TERCAN (5.17) 
ib HERI, 2.6 f 6 p(TO 等 价 于 
¿ËO (T), A€o(T*) (5.18) 


1) L 的 定 久 网 (5. 14), 
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再 由 定理 《5.3) 可 知 (5.18) 等 价 于 
DESCA, 0€o(t*y). (5.19) 
然而 易 知 (5.19) 等 价 于 0€ eF. ER. 
这 样 把 对 和 TU 的 谱 的 研究 转化 成 等 价 的 与 之 对 应 的 W, 
和 We xis B. 
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第 六 但 谱 R 


本 章 将 建立 亚 正常 算 子 在 一 类 和 将 萄 函数 变换 
X +Y (X) + ig(Y) 
和 半 亚 正常 算 子 在 另 一 类 特殊 的 函数 变换 
UITI — e(U)9CITI ). 

下 的 谱 上 映照 定 理 。 其 所 以 考察 这 两 类 国 狼 变换 , 是 由 于 亚 正 常 算 
子 ( 或 举 亚 正常 算 子 ) 的 一 些 较 好 性 质 密切 地 联系 于 卡 狄 生 分 解 或 
极 分 解 的 。 但 可 以 看 出 对 更 加 广泛 的 消 数 变换 类 也 能 建立 类 似 的 
理论 出 现 ， 


$1 亚 正 常 算 子 的 晃 数 变换 
1. 一 类 函数 变换 我 们 熟知 正常 算 子 具有 极 共 简单 的 沙 数 
dri. 设 六 大 正常 算 子 。 它 的 谱 分 解 式 为 
y= "m AdECA). 


mE FEN) LE AR Bare 函数 ,那么 NN AARE ION ) 
也 是 正常 算 子 而 且 有 谱 分 解 式 


IN) — |. IOMEGA), (1.1) 
如 果 了 是 连续 函数 ,那么 
| CINY) = Ke(N)). (1.2) 


Hh f A) = {F 1s e 4 对 于 一 般 的 线性 有 界 算 了 于 A. RAS 
J ERMAR OJ A Riez ARAH: 


KA) 一 = (ou — AY, 


这 时 对 应 的 (1.2) 也 成 立 ， 

现在 对 于 亚 正 常 算 子 和 半 亚 正常 算 子 ， 我 们 也 要 在 一 类 冰 数 
演算 的 情况 下 讨论 (1.23. 

我 们 先 考察 亚 正常 算 子 。 在 这 一 章 中 , 我 们 对 任何 算 子 4€ 
LCE AA 4 和 di 分 别 表示 其 实 部 和 典 部 , 对 复数 = JE zo 
2 分 别 表 示 其 实 部 和 虚 部 。 设 g; 29 of 4;) 上 的 有 界 Bare D93988. 
我 们 作 040 x ok A) 上 的 复 变 函数 

pkr) = gn) + igi 2). 
由 于 A; EARM, SR DuI3R4UD d OD EY ESE pA). 
因此 我 们 也 可 以 定义 一 类 特殊 函数 演算 
CA) = quCA) + ioi A1). (1.3) 

本 章 中 我 们 将 不 加 说 明 地 引用 《1.3) 式 .我 们 目前 只 限于 讨 
论 形 如 (1.3) HARRER. 这 是 由 于 对 重 一 般 的 函数 演算 还 难以 
得 到 较 好 的 结果 。 顺便 说 一 下 ， SU, 3 中 所 讨论 的 Cayley 变换 ( 特 
JEEE I, 3.5) 可 以 看 作 是 讨论 男 一 类 特殊 的 水 数 变换 . 

2. 一 些 函 数 类 ”为 了 讨论 函数 变换 ， 我 们 将 陆续 地 引进 一 些 
函数 类 ， 

设 互 为 实数 直线 R!ODOEGEPHAE. 4OMCE)OS E E BJ3 EB 
实 Baire 函数 全 体 ， 我 们 用 E. ARA A AGED ER KC O fE 
LXE) 上 定义 的 奇异 积分 算 子 


(KJ) =S — lim. 二 | s E35 004. Q4) 
根据 奇 积 分 的 性 质 , 可 证 对 几乎 所 有 的 * | 
GG) m im, rr]. 00909. G)4,, 


=0+ 2x xr 一 


如 果 我 们 再 考察 LX E (ET 
CXF) = xf(x), 
和 奇异 积分 算 子 P( 见 SHE, 1), 那么 
K, = i[g( X), P]. (L5) 
特别 当 对 是 光滑 函数 时 , 作 积 分 核 


qx) — otv) 
Kis, y) = * — y 
COP y = >, 


s YEr 


这 时 


— 1 [ G) pO) 
(KD) = L | pG) ay, 


4 
SCE) = {plp E M(E); K, 2 0). 

这 种 函数 族 对 于 亚 正 常 算 子 理论 来 说 是 重要 的 ， 

我 们 还 要 考察 这 样 的 解析 函数 p (a), 它 在 复 平面 的 上 半 平 面 
是 解析 的 ,而且 当 Im z 2 0 FJ, 

f Im ez) > 0, 

RA ARER Pick Hk, Donoghue [1] ERT: R (x) 
Pick MAREEA AD FERE ER 


pla) ats] + 一 二 二 -| 44» 
Im z > 0, f (i.6) 
其 中 a 守 0,8 是 实数 . sC) EREJET Boe 测度 而 且 使 
j 42 < o, 
I+ 2 


对 于 给 定 的 ,我 们 需要 考察 如 下 的 一 个 子 族 . 4 Es R E E 

R' 中 余 集 ,我们 把 C1.4) 中 油 度 上 集中 在 E 上 的 那 种 Pick 函数 

全 体 记 为 PCE), FIF Cauchy RH RARE GUER H p EPE) 
时 ,对 几乎 所 有 z€ E, | 

Jim F(x + i£) = ax + # + üm | | 1 


EsD+, |i—xi>E | 4 — X 


A - 
— EET + -| dp( A), (1.7) 


存在 ,我 们 就 把 此 极限 记 为 p), 辣 时 我 们 还 可 以 证 明 ， 如 果 令 
Fa 2 0) 25 R! 中 与 E 的 距离 Se 的 点 的 全 体 ，ps 为 在 ,上 
BUBR I RDIA MOS R' 上 的 Bord SERT, 
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p.n) = nC M FL), 
id 


eG) m exc B+ | -i — zii dukh), (18) 


那么 当 p € M(E) 时 ,作为 LXE) 中 的 算 子 有 
ex) = S — lim eC. (19) 


x RE EE E EJLSEAEMUÉR XE QE GCS pC). BRITE 
煞 的 境界 值 理 论 可 知 : 这 样 得 到 的 己 上 的 境界 植 函 数 pC- ) 唯 一 地 
DUE T Pis (E EE e EE E CERE eC-) R G.) 因此 我 们 说 
qe € (ED), 可 以 把 PP E ER EGÉSETRIBU RE PT GERUCH] dO p 38 pk E 
PJER. 

引 理 11 MCEYNBCE)CSCE) 

证 任 取 pM(CE)NFCE), 由 于 FP 有 表达 式 (1.6)， 我们 注 
AAR pl) = ax + 8.2228 0 必然 属于 EY), XO ¿€ Er 时 ,车 
记 . 

1 


ix 


quii = 


352.24 f € LAXED) 时 ,容易 算出 


EF e 为 非 负 和 测度 ;从 《1.7) 可 知 K,, > 0, 再 由 (1.5) 与 (1.9) 可 
^H 
K, = Š 一 lim Ke 

因此 K, = 0. uU. 

"TEUER 24 E RHR SCE) 中 的 连续 函数 全 体 即 为 下 已) 
中 连续 函数 全 体 . CL Donoghue [11) 

3. 亚 正 常 算 子 类 的 函 孝 变换 ”我们 首先 研究 和 何 时 缠 数 变换 
(1.32 将 HN 中 算 子 仍 变 为 HN 中 算 于 . 

定理 12 T= T, + iTi EHN, pE SOTO» j= 02. 
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出 . 
p(T)€HN, 
证 REDRA ETH A H Io 38 AD (EEM, 32) 
M Je L2A( Q, D, ROD B$, 
CT = xiC) 
(Tf) = 8(z)f(z) a) PCaf. 
id 
_ S f) ; 
PHO m Z; P (+i) 
根据 III, 1.19), 我 们 知道 
P= S — lm Pa, 
经 过 计算 可 知 


= pix) 一 es) 
GLET)» Taf D — im 1 [| 


x — gc a8 


X Cald lr), oats sDDdxds. (1.10) 
我 们 首先 设 ae = >; a g (w). 其 中 aj € 9, (25,44) = Sia 


g; € LXO) BEID 化 为 
> lim | Bo) — eu) eG) £i GO gis )dxds 


=] uid + x 一 上 一 


= S (Kegig) > 0, (1.1) 
i=1 


Xf g = af, FIR — IPB $K gu = 2 ajgju(x) » gin € LX Q), (B lgs- 


gl— 9. 那么 由 于 在 (1.1) d g; 29 gos TTA CI.11) 的 值 为 非 
负 :, 从 而 可 知 对 一 切记 《1.107 29 dEfa. PhüupBU& 
i p(T) Ti] 0, 
id Ti = CT; MJ T'= T; + ;T;,€ HN. PrPLHI SI, 1 性 质 1 知 
— T, + iT, ICT) + ;T,) € HN 
id Ti = —Ta f£ (z) = —p(—=z), DAR p ESOT A 
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由 ESori)， 因 还 由 已 证 明 的 部 分 可 知 
41) + iTi EHN, 
因此 
pC Ti) + ig T2) = 一 所 二 CT) 十 IT) € HN, 
IEE, 


52 亚 正 常 算 子 的 谱 映 照 定 理 


本 节 中 将 给 出 在 $1 TELS DES 3c6s PRI RR E DR 照 定 
m. 

1, 问题 的 陈述 ” 设 E 为 Rt 上 有 界 闭 集 . 2⁄.27(E) 3 E F p 
格 单调 增加 的 连续 函数 ， 设 E, j 一 1, 2 R 上 的 两 个 有 界 闭 
E. 当 p € (Ej. BAT HR HERR 

eG) = eC D + iin) 

是 E, X Ei] (Ei) X pE) 上 的 同 胚 英和 象 . 本 章 中 ,在 必要 
时 ,把 9 延 打 为 全 平面 到 它 本 身 的 同 凸 映照 ;这 种 延 拓 显 然 是 存在 
m. 

我 们 下 面 机 研究 当 了 一 T, + :T, € HN FE FCT 中 的 
函数 p; 满足 什么 附加 条 忻 时 ， 才 使 CT) CIL C1.3) 式 ) 具 有 HN 
中 算 子 所 具有 的 性 质 ( 见 CT, 2.35) 


eu pT = ol pT)), (2.1) 
以 及 成 立 谱 映 象 公 式 | 

oA pT) = eG T2), (2.2) 

eC )) = pol TD), (2.3) 

eCeCT)) — pT). (2.4) 


L TAER, C2.1 一 4) 都 显然 成 立 ， 
2. 一 些 引 理 ”事实 上 ， 四 个 公式 【2.1 一 4) 是 有 一 定 的 联系 
的 .我们 竺 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 2.1 8 T = T, + (T, Q CEF COLT) 那么 
cU) po KT), ` 2.5) 
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证 [EH z = z + z€ c Ç T), 38208 — UE Gr EE (f. 1 S 


lim ICT; — zih ll = 0, (2.6) 
XPfE— e > 0, RETA PC 使 
DUE [p (z) — P,(z) | =< 8 (2.7) 
HT PC) 为 多 项 式 , 由 (2.6) 可 知 
lim IP:T) — Pejal = 0 (2.8) 


因此 从 (2.7—8) 得 到 
Em ICeKT;) — ei fl < 28 
4 &—0, BIS GO €ouC e CT). EE | 
ew CT )) C eCouC(T )). (2.9) 
显然 p; ZEAR pr fr f£» B 2 PB aya By SR ERR sf H p ` JE 
PAPERE. 在 (2.9) RÀ py p T PCT), 就 得 
eC T)Ce GGG) 
RO F SKIN tE FI ep f 
Cu T ICEPT) 
这 就 得 到 (2.5)。 证 毕 ， 
ZEUEBH BB prn , 常 利 用 下 述 关 于 谱 同 伦 的 引 理 . 
引 理 2.2 TET HiT EHN, qj(x,1)st€10, 11 8 oCT2 
于 一 族 严 格 单调 的 连续 还 数 ， 而 且 对 每 个 +€ o(T,), p (z, t) XE 
re[t il 上 的 连续 函数 ， 又 设 gu(x, 0) = x, id 
TG) 一 g CT. z) + ipa Tis 1)» 
A + iz) = gin, 2) + ipi #), 
dn XI fe SE Ep dE — $ R 
c (TG) CR) = LTEN OD) 0r «1 (210) 
成 立 ， 那 么 当 0 < lko 


ok TN r (R) = ro TMYR), (2.11) 
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eT GOD) = z(a, (T) R), (2.12) 
成 立 . eCP GO) (r (R) = To TINR) (2.13) 
证 容易 验证 TO 是 : 的 连续 函数 而 且 +, ERREZ. in 
果 我 们 在 《2.57 中 易 p; pon AA (252 和 定理 I, 2.5 各 得 
(2.11)， 再 由 引 理 1 3.1 可 知 (2.12 一 13) 也 成 立 。 证 毕 . 
此 引 理 说 朋 在 一 定 条 件 下 ， (2.1) 式 可 推出 其 余 (2.2 一 4) 
式 ， 因 此 下 面 就 善 重 研 究 《2.1) 式 ， 
3. 详 映 照 定 理 ” 现 给 出 亚 正 常 算 子 的 一 些 谱 腕 照 定理 . 
定理 2.3 it T= T, HiT EHN; p € OCT) qu) 
x FË qu) = x, p € 2 (o ( T,)), X eCT) € HN. BACI 
4) 成 立 ， : 
WE rejt, 1] 时 : 作 
p (z, t) = (1 — t)r rp; (x). 
& eC. DETECT. MARE +, plr, 1) JE 2 的 连续 函 
HOX pir, 0) = x. 当 pztx) = x Fj, I f 
TG) = CI — DT, + p T.) + iT, 


Hi J: 
[TG)*, TG)] = 0 一 OE[T", TI + pT (T) 2 0 

BU T(e € HN, [Ki PEIEXE T, 2.5, (0.10) pir, Cn HIE R 2522 
平面 。 所 这 (2.11 一 13) 成 立 ， 特别 识 1 3. BD (22—340 成 立 . 
而 这 时 (2.1) EERI. IEE. 

定理 2.4 WE T—T,-iT;€ HN, pi € FOCAS). 
852. (2.1—4) 成 立 ， 

证 ”由 定理 1.2 可 知 了 十 ¿p ICT, € HN， 因 此 由 定理 2.3 知 
当 PE) — 2, igi zz) 时 ， (2.2—2.4) BH. 再 把 T ig ( Tx) fE 
A T, 利用 定理 L2 可 知 g (T) € EN, 再 用 定理 2.3 中 pe) = x 
情况 到 知 对 O CT), (2.1 一 2.4) Ri. WE. 

x p € 2 (CE) RI. 

M,= =s plr) — si) ; 


gjtEQr,4:1 xí — rj 
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arc POD — eG 


Ph T 
xe F, Y. — x. 
ritr, i : 


显然 0 =< m, < M, = co, XT p€ 27 (E), RETH e Eno 
EX 8] #l D ë| ñi aj FERE Ra T A PCS REM , 及 mç. 
现在 我 们 需要 M。 和 m, 的 平均 值 和 振幅 . $ 


p. = Meem, dp — Ma e 
定理 25 设 T T, + :T, € HN, p € TELTTA) 如 果 
F] z 
II (M, — fip.) «I6 Hil fy (2.14) 
j=1 i=l 


HA (2.1—4) 88 REST. 
证 CODO 我 们 首先 证 明 《2.13. 事实 上 只 要 证 明 
apr )) CouCoCT)). (2.15) 
HER a Fia € c (0 (T), 那么 存在 中 使 pun) 一 a;， 这 时 
ple) = pls + iz) = METTE 
又 存在 A hja Us fE 
lKpCT) — eGODfM > 0, (a — o) (2.16) 
我 们 记 R, 一 (CT) 一 op. 
R = R, + iRı QD) — p&r). 
为 记号 简单 起 见 , 不 妨 设 s — 0, iMi = My, mi = mes X 
Bi = me €, 0 Ca, PEARCE 


Oz =< imi; g, < Zn, i (2.17) 
取 正 常数 划一 min (mm 一 2, m 一 S), 今 证 
Re (Rf, TH > DITH. (2.18) 


(D RNEER AHAT A, BELY) PER K, 


由 于 


logi. RB! — i[A, B] 
K? 


-(i 4—iKB) (x 4 = ikB) > 0, 


ELE 


所 以 对 任何 实数 A; 和 正 数 KK; 有 
IR, Til = —ihi T, Tal = Z (R + AT,» — K,T; 


HT, RJ S — ial T Tal — Z ATQ? KT, 
这 样 一 来 ， 
A (T*R + R*T) — 9T*T = TR, + T:R 
+ [Ro T,]/2 + LT, R,]/2 — OCT + T? 
+ 并 Ti TD > À, + A; TA. 


Xm 


Ti 


1 Ki 
A = TjR; — 9T; — IK: (R; + AT)! 一 E 


. 1= 1,2, 

#rh p = 3 — j> Ilu 
a= ifo +E) [T,, TA. 

由 于 mT; =< R; = MIT;, 所 以 

A OT}, j= 1,2. 


其 中 8, = min (4, 0) — 9 — E, 而 且 


qm mi is Un +” 
1 2x 
O, = M; zg CM; + k. 
但 是 min (g; 0) 作为 Aj 的 函数 ,只 有 当 取 和 使 4g -— 0; 时 , 它 才 
RERE. KAER 4; — K; — His 这 时 


i Ki + Ki 
a = m; — i — g — Ë T 2 — 1,2. 
i B 2K: 2 * 9 


只 有 当 K; = Ao; Bj , 8, TERAK A 


s, = m — 920 à = m — 2 — 9 2 0. 
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mH. 
A 一 Lo? tm DIT 7,] > 0, 
由 是 可 知 
AÁ, + À; + A, > D 
Bp (2.18). 
(3) Am (2.16) 意味 着 
| Rf, || 0, 
H (2.18) 知 Trd — 0, BE 
Ü € eX T), 
IR YZGEXHI.,2..0€o04,CT), AR A Patri EET (z. y 使 
f lim ||7 jz.]| = 0, ;— 1,2. 
REE 2.1 即 知 0 € ¿(gC (T) 一 eCOD. 因此 在 条 件 (2.17) F 
HERA T (2.15). HH C2. 式 成 立 ， 
CO AUTEBEBRDBEEJCLY7)5. PELARE T X T =T +T 
其 中 Ti = KTK 为 正 数 ), i 一 1, 2， 这 时 T'E HN, 而 使 


eo - ez) i52 
那么 
CT) — p(T) (2.19) 
这 时 


M, = KIM; Mhi — Kjms, 
H (2.14), 我 们 有 


go, 2mç, 
its, a, 
HK; 使 
95, K; 2m, 
me ` K, Gç, `? 
那么 立即 得 到 
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因此 由 已 经 证 明 的 部 分 知道 . l 5 : 
ci 977) m o, pT > (2.20f 
Hi (2.19—20) Apiw e RE (2.14) PJ , (2.1) RY. 
(5) 下 面 类 似 于 定理 2.3 的 证 明 , 作 函数 
piii) — (1 — Dx; + tp (z) 0 = ;= 1, 
WHRETUMO-:«1HiBbE:B,. 


M pgn T7 Pic ua) (M, ne ma) 
m 
maoan im. 十 (1 — :) 
M. — Myj 


cum 


因此 pot) ER R 28 PE (2.14), PLH glez, 0 = pzs) + 
igi, D (2.1) M E REH (2.10) 对 全 平面 R 成立， 利 骨 引 理 2.2 
即 知 (2.2 一 4) pir. 证 毕 

$26 4 T=T,+;T,€ HN, BET GC, y>, Hocem, < =< 
Mp, Z O, qux) = x BE p (z) = x, 0 < mç, SMS, < o, Sb, 
(2.1—4) 成 立 . 


证 这 时 [T Ma — m, = 9. M [T m9. 所 以 (2.14) 
i=l i=l 


成 立 ， 由 定理 2.5 即 得 系 2.6. 
我 们 用 e AmA e EAR. 用 po 由 表示 再 和 中 的 复合 
函数 pC. pe Sr (E) 我 们 定义 
一 1 -一 m 一 1 


N(9) = lim inf M pes pE 
ET re z(y san Ames + E 


X237 jk Tp =T, + ;IT, € HN. gE S” lT; 而且 
NDN (pD < 1 ` (2.21) 
那么 《2.1 一 47 R. 
证 RUBORE (2.21), 必 有 gi € S COCT OD SQCoCTO , ER 
数 o; — oo; 满足 i 
II (M, — mo) «l6 I fs 
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ij T= (T) = ECTO + ig TD. 由 定理 1.2 和 定理 2.4 有 
T'c HN, 
PLETI) = gCo T)), 
FELTI = g(o.CT)), (2.22) 
alg T) = g(oCT)). 
再 对 TAI 0) = GD + iduC) 应 用 定理 2.5 再 结合 (2.22) 
BUADSETURIQ.€(2.1—2.4) 成 立 . 证 毕 . 


$3 半 亚 正常 算 子 的 谱 映照 定 到 


更 在 转 而 讨论 举 亚 正常 算 耶 的 函数 变换 .在 某 些 情况 下 我 们 
利用 Cayley 变换 及 谱 分 割 的 性 质 把 它 化 到 亚 正 常 算 子 情 沈 ,在 习 
一 些 情 况 下 ,我 们 将 直接 地 进行 讨论 ， 

1. 一些 函数 变换 类 iE EOS [0.00) 中 的 有 界 闭 集 ， 我 们 记 
MLE) = lole € MCE) p) Z0, z€ E B. g(0) = 0]. 
司 样 地 记 SCE) 一 M (E) SCE), CE) = MOOD (E). 

对 【7| 进行 变换 时 用 到 这 些 冰 数 族 . 

u EARRA C, 中 闭 集 时 , 我 们 令 M KE) 为 己 上 取信 于 C. 
的 复 Baire AR EHE. f 

设 工 一 UITI € SHU, š € M(c(U)), d$ € MaC TID id 

e(Or) = ECUOeC|IT ID. 
Xe ESSET KAk d 
ploe”) = ECJ o)» 
RHE WEE H E. e MEE 2. AR EEBT RESTE (2.1—4). 

我 们 用 K, 表示 LE 上 定义 的 算 子 

(KD m 5 — lis, ER mag 
根据 奇异 积分 的 祷 质 可 证 对 几乎 所 有 的 8, RI 

(Ce) = lim, E | 1 EEG. comen, 


-—ü*2x E] — eetl — 
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WERTER LE) KARAF 
CUIN e”) = e" e") 
AU SPXEXASEECTO pL SII. 1), WA 
Ke = EU m ECUD)PEQU)*, 
"RE LE) LAARA T. u E EWE RRHH PET 2 E 
一 £C Ë er - . 
! L s su 2 > e” = e, 
Kele”, S9) 一 
E(e9) 3 E( e?), ei? == p 
这 时 
Gu — Z | Kalet, EAD, 
e 
SE) = (£|E€ M (E), K; 20). 
THAR MEE RAA. mE EE M CE), fF 
Y = L-eteL, (3.1) 
其 中 工 为 Cayley 变换 . 
: L: r — exc DG — iy", 
JZ. 0€MCL XE). BT 
= r+; ` yi 
KCLG) , LG) = Kols, y) (se i sts i)» G.2) 
由 此 容易 证 明 #€ SQ E)BJJER A UPRODCS(QLOQE)). 但 是 我 们 
还 改变 Cayley 变换 为 
Lil = e(z— ia + iD 1, . 


Jan (3.1) 作出 
Ë Lyle£oL,, (3.3) 
这 时 (3.2) 改 成 


因此 € S(E) 的 充 要 条 件 仍然 是 二 E SLIKE ikiii] 
导出 下 面 的 另 一 事实 。 
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SES E Edu KUBA rC el), e EB, 它 是 单位 圆 内 解析 

函数 一 一- 仍 记 为 上 (四 一 一 的 境界 值 成 立 
(e) — lm (re), pp e" € E, 
而 且 这 个 解析 函数 适合 如 下 条 件 , 当 Jel 过 1 时 ,15(2)| < 1, X 
种 函数 全 体 记 为 BE). "£ € Bo(E) 时 , 作 必 如 (3.3) 由 于 这 里 
取 的 = LQGO HEERES SE SED s 因此 由 《3.3) 作出 的 函 
EUER eCL; CE), MAMEA £C € SEX. Big 
B(E)CSCE). 

可 以 证 明 此 事 当 三 一 C, 时 也 正确 

WECC, XH ELE — E DARRER n EH EFJ J CRI 
e? E IERT 8 25 61 38 483 EC 4E NISI S2 IL EO). 9 CE) 
为 这 种 二 的 全 体 . 

2. 谱 映 照 定理 ”现在 作出 类 似 于 .2 的 谱 映 照 定理 . 但 在 某 
些 情 况 下 ,有 相当 大 的 区 别 . 如 定理 3.4. 

定理 3.1 T = U|T| ESHU, EEF KUD S a(U)), 
XU o(U) = C his pE FALTSU; oW) 
= C its $ E s([0, BFAD OSLO, ll TI D. id eoe?) = £Ce) 
` oo). AA 


PCT) = HCOOH TID ESHU, (3.4) 

而 且 (2.1—4) 成 立 . 

证 《1) 首先 没 olU) = C. AIDE ë CU), 258 U BJ if 
Cayley MELOO —;QU + DU — 1). (ERE 

T= LU) + QT. 

AEG (1, 1.12) 的 变换 c, 但 在 其 中 取 X —L QU), Y= |T|, 
BE m(QY)-0,BDr(T) — T, RH T — c (T) ÉXEIETE GJ. 4X 
(ME 


Y = Logo L € S(L(s(U)). 
由 定理 1.2, A 
T” = tT) = 3XLQU)) + pTI) € HN, 
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HT +> 08, g(r7) 22 0, 40 Ti) 20. 因此 由 $T, 1 的 
3 5 BEHI r (T) ESHU, PR p= rotor, 所 以 (3.4) 成 立 , 因 
JE (2.1) 成立， 利用 Cayley 变换 的 谱 映 照 定 理 1, 3.5 DIR = £ 
的 谱 映 照 定理 【2.4) Bg (2.2—4) 成 立 ， 
(2) 下 面 考察 o(U) — C, 的 情况 VEU BE NOS 
U = J e'"P4 E Ces), 


但 由 于 设 ee EIAI, 故 of = CI， 不 妨 设 1Eqp(CUY， 作 
— 3 pi ant 


ES +T < 0 < x — h, n= 1,22, =". 
n Er] 


那么 由 于 EU), RITA EC) T1. 又 作 
SÉ, = ECY DE Un — Ulg, Ta = E(Y,)T | ge, 
WMA 了。 一 U.|IT,| ESHU, E. 
IT,| = E(z.)]T |l æn- 
这 时 CUCF, = C, oI T. CIO, TTI]. rH (12 可 知 
PT) = £CU CIT, |) € SHU, 
im Hp 
TAk oC.) = oo CT, )). (3.5) 
其 中 ax 表示 my z, Ro, MT pe 
EUDE — £QD*f,. OTDAN = OT Dr, D» 
EL a Z= mE. 
Co TD — EACT DENDA D 
= (GXCITD — EU DBC T DEED) 20, G.6) 


Bib EC) 1 知 Ü 6. — 如， 从 (3.6) 可知 


DET |) -- EOP TIDECUO* Z 0. 
RU pTI PIERI X N ECU) 是 本 算 子 ,所 以 《3.47 成 立 . 
IB dae a n 3.2 RATE 
cal TA) A De, = oe CT), (3.7) 
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I ERR EB F 
EU) 一 人 ECEE”). 
可 证 明 
We CT )) MN Dera = o CpCT)) T Su. (3.8) 

HI (3.6—8) 可 以 知道 

S«Co(T)) Dr 一 pCr CD) 197). (3.9) 
4 y = [69:0 < 0 < 2n]. x (3.9) BORURE ELS 

e. Cp(T)) 196, = plal TIND). (3.10) 


类 似 地 :再 取 另 一 点 er € o, (Ue 5 1), YEr = ("la < 0 < 
2x + oxi. 那么 又 有 
PLT HA Dern 一 plal T) NA D). (3.11) 
因此 记 s= C— {0}, BBZjE T a = 9,U9;,,, KK (3.10—11) 可 
知 
g.Cp(T )) fis = wCo, CT) ng) 

但 由 于 9(0) = 0, 容易 看 出 0€ 0 了) 与 0€ o. (p(T)) 等 价 ， 于 
是 得 到 (2.2 一 4). 证 毕 . 

TREH 2.3 的 证 明 可 得 下 面 的 定理 

定理 3.2 Ww T-—UI|T|€SHU,E€.Z.((U)). pa) = x, 
BR EC e") = e", € TETI XX pT) — EQUD)eCIT ID € 
SHU , 那么 (2.1—4) 成 立 . 

3. 另 一 类 谱 映 照 定 理 设 ECC, 是 一 闭 集 . 我们 用 CE) 


表示 C, 上 关于 测度 4m( e) = ;, 48 平方 可 积 而 且 在 CE 上 为 


7E Baire 函数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 . EF £ € E). WEF 
在 一 个 非 负数 a 使 
人) 有) + a(Eg,g)| = allg| + |@zg]2, g € LEJ, (3.12) 
PAIRI £ € . Z (E). "EXHI a, 表示 
mina(1 + a) !, 
其 中 < 上 取 汶 使 (3.12) 成 立 的 各 种 可 能 的 非 负数 a. 
虽然 对 于 一 个 具体 函数 Z, 较 难 判断 它 是 否 属 于 rE) 但 
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是 我 们 还 是 可 以 举 出 一 些 有 意思 的 例子 来 . 首先 我 们 注意 B,CE) 
C. (F). EB E € BCE), 由 对 任 一 gE L'CE), HT BOO 属 
T Hardy 空间 H?, jf] B. 893€ 8) € H°, Mita 

EPG) = $Og). 


即 得 
[GG 1I = [Cr SG» = IG; £891 
= | CEG. £82] x IPC]? 
所 以 这 时 在 《3.12) 中 可 取 a = 0. 
例 3.1 3ba.;—0,1,2, o Rl bp j — 1,2, n X 26 
十 1 个 复数 , 当 + = max Clail, [5,12 Æt s PS 38 


EG) = e” TT z=— a I 1 一 biz 


joe l — dj jc z — b 

(其 中 a 是 一 实数 ) 属于 .sro( C1)， 容 易 证 明 当 充分 小 时 ,EC+) 
€ S.C). 利用 下 面 的 引 理 3.3 可 以 证 明 存 在 正 数 = 使 (3.12) 战 
立 , 我 们 注意 这 个 函数 幸 在 单位 圆 内 有 极点 . 

我 们 用 CB 表示 在 单位 贺 lel < 1 中 解析 而 在 |z] 所 1 中 连 
续 的 函数 全 体 ， 令 Or (E) 为 S (E) mili du T ae CERO ERU £ 
的 全 体 : 大 在 证 数 下 以 及 了 在 C, 上 的 连续 延 拓 《 即 延 拓 为 C, 上 
的 连续 函数 , 仍 记 为 E) 使 

sup inf (CE — WO CC(KSW + KOWE — Ple 1. (3.13) 


IF| =] fe CB 


在 上 式 中 


lelle 一 ess sup | C2. 


M EC OC E) WS 8,7 2948 (3.13) 成 立 的 关 的 下 界 . 
引 理 3.3 .«(E)C.e CE). WH EEX CE) 时 ， 
9, = e). (3.14) 
证 ik re or (E). EREHE (3.13) 成 立 , 我 们 取 > 
4 使 SUD + a) = K, SE A2) EAr. WRU z+ 9. 
£-7g— ge. HF il = fael + ls. 你 过 计算 可 以 看 出 
(3.12) 等 价 于 i 


BEER 


iat [LI — woe] + Kl — Wg- 


IW nk 


— 2Re (w(—KEges g-) + Lge-,5)))) = 0, (3.15) 


我 们 作 单 位 夯 |z] < ERRE PE SE 
gu (a) = ep] S= in ]£Ce*) — w |48}. 
HT ECO] 为 连续 函数 ,由 复 变 函数 论 可 知 gwtz) 在 |z | < 
1 中 是 连续 的 ,在 |z] < 1 中 解析 而 且 
lewi = j£€CO — W |, EC 
id AGO = geire CO, 那么 显然 ACC e IP, 我 们 注意 
g-(z a 也 属于 F. 记 
Ax) 一 gw g(a Da, 
那么 AC €H. Fm z € CcC 时 
|ñ | = 1g G2 g- GO] = |(#(z) — W)2g- COL; 
[a | = [CO — 2g COL. 


另 一 方面 
Gree) = Z [EC eCe) 


Ld [PE CIA Cre 
2x |. GIU) gre) 48. 


又 因为 
Re W(Eg., 24) 一 Re W(Zg., 8» 
因此 (3.15) 等 价 于 


: 1 1 
int. [Iur + + put — 28e fE 


IFI =1 
` TM (z) gw 2h (z) hy (z) z = Ú; (3.16) 
其 中 ple) = KWEG + 二 wt. 


当 上 满足 条 件 (3.13) 时 ,对 任何 6 > 0, Ez f € CB， 那 么 由 于 
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' fGO gw GA (m) dz = 0, 
我 们 得 到 
= bu Q (m) gw Gr) *A GO a GDdz 


2 
E i-i ten (h GO ds 
i221 zl 一: £2) 


«Lt +e Ce + Aale) Lda 


< A + (X iu + xp). 
EERTE e 一 0 就 得 到 (3.16)， 因 此 也 就 得 到 《3.12)， 所 以 对 
满足 不 等 式 (3.13) 的 天 所 作出 的 "~ 二; 清 足 Gm, 这样 


就 得 到 (3.14). WES. | 
3138 3.3 提供 给 我 们 一 个 判断 请 数 we er CE 89 — 4 # A 
条 件 . i 

HFEA- BIER EET 46 C). ROAS 

mCA) 一 inf (Af, f). 
"M T—UIT| e SHU KR IT LT s SCIT D. Mozo CT), 
那么 显然 ITI E S#(2F), 由 于 Un 
Ir] =< r, TIZ = (Th < TN. 


所 以 
- in Ti. 
eC TIz^|rI-Ir[g9) — int SFEER, 
然而 由 于 ACT) — UIT. 为 正常 算 于 ,所 以 有 实数 9 全 
¿m (|T'|-) Eo SHTN)EoT)Y, ` 
BE £ I, 5.7 得 到 | 
mOTL) 2 int lal = |z". 


同样 地 可 证 
EAS ThA D = ilTil. 


TIE 


这 样 一 来 ， 
aQ TIPEITI- TIRS > Tro 
inf [Aj 
= D 
mp 141 
定理 3.4 设 T= U]T] € SHU. ip £€.or(o(U2), In R. 
Be < m(|T|z|T|-|T |z25, (3.175 
ET .CoC|I TID. HE (z): RES VR T ERU. Anis ploe) 一 
ECE) BA (2.1—2) 成 立 . 
如 果 又 有 函数 族 EC.) € n .Co(U)), re [0, 11, 它们 都 满足 
不 等 式 (3.17), 使 对 每 个 z € o(U), EC 29 re [0, 11 B PE 989 BRI 
数 , 而 且 BG = z, S.C) == £60. .那么 (2.3 一 4) 也 成 立 . 
证 (1) 首先 我 们 要 证 明 当 fe 26, IV| 一 1 时 
(20 ReIT| — WITIEQU)0f£, D 2 0. (3.18) 
记 = 一 B84(1 一 8:)!， 我 们 不 妨 只 考察 奇异 积分 模型 ， 设 {e} 是 
DARTER. Wig.C) = (260/6062. B (3.12) 可 
知 
Re (CB(C1 一 WEC Dg. C0 2. C 
«(0 WED CS nC» 29, 
在 上 式 对 >* 求 和 后 就 得 到 
Re(CB 一 WEC Da HCD 
a HCD + a — WEC Da CO CYO} 2 9, 
因此 
Re T] 一 w|TizCUY D 
= Ref Ce O0 —w ECOMCO. 100) 
+ (BG — WEDE AC haC OD 
> Re {QAWL W Eat ao)}. G19) 
D) mS, inf 14]/ sup dAl» 35Z (3.170 ar. 


ies) 1AT 


= 146» 


id z = Re(l 一 WEJ (3.19) 的 右边 大 于 或 等 于 
(IT|-g, g) — (QT! — IT] -s g) 
= (1 + a)[(]T]-z, 2) —8CITlog. 221 
Z= (1 + a)Xm(]T|+"'2[|T|- [T] 
umi 8,)X[T],g; g) z 0, 
这 就 证 明了 《3.18). 
(2) f£ B = £CUD IT |, m e — EC yp, 显然 有 
eB — 571 = uri pF 
T 2eRe((|7Z'| — Ce) | TIETO D. 
Hi (3.18) 可 知 
[CB — sD ze CUT! — eril". (3.20) 
设 |T1 的 谱 分 解 为 


IT] 一 Gas :49 C). 


idm = mCIITI M = Tl. RieCITD Cim, MJ. i (3.205. 
zb p > 0 RRS 


pCT) 一 eCoe YT — 


_ 4p) 

(awar — 39 ri} 

+ ecg — y |> $G). itr - enn 
p i p 


[> rin 


M | , DAOC D. 


其 中 p 
u(s, p) = E — 262) 0 T F: + (< de "E 
mE 


A = OTI — eD + gO TH/ sp) — ITON. 
我 们 注意 由 于 JCA / (a) Æ s AWRA. BIULSA 0 < =< 
e—ākj 
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“(sp) > (1 - 99), 


Eb ; p+ 8 hf 
DEPICOEDERYS 
plo). P 
HERETER 8 —< p, 存在 正 数 上 使 


inf u(s, 0) >e, 
[=e it 


男 一 方面 
A = elil 
因此 当 fill 一 工时 ， 


IOTI — pDA = | G — YO D 


"M i| aG, OCA f) 
& ls—p l> 


eB + ojos lCeCT) 
— (oe dD (3.21) 
E plo) e a (Q (T), Bp = 0, F {f} 25 9€ ib Br 38: A 
使 


imp CT) — pee Dl = 0, (3.22) 


EH (3.21) 可 知 . 
lim IKIT] — el) «8, 


4 8— 0 Bin ICIT | — enl] — 0, 再 由 (3.20) 可 知 
ICU — e?15f.]] — 0. 
BU pe eo, (T). PEA (2.1-—2) 成 立 . 

SEZBASE UE um BI TH 2 plan yE 453]. iE. 

3.5 设 T—U|T| € SHU, E€ S(e(U)) f aU), 
PET LLTD ifi B. (Vs 是 单调 减少 函数 ,那么 《2.1 一 4) 成 
AL. 

LAE E pa os wok bier WEE NE A dep 13 p FE ñ) 


ZI 


一 个 应 用 ,就 是 类 似 于 定理 V, 3.10, XPSENPIE %£ E T Te HER Sy sj 
下 证 明 TOCAT) XURPRATSUETROENXEIENERCT 5 VUE 
常 算 子 的 一 种 变换 r. | l . 

5183286 设 T = UIT] € $HU, id r T) = UITI, roc) 
— o e, BRA CI) rT) € HN, Q) 有 关系 式 | 

eQGKT)) = nGECT),., oeGCQT) = nGO)), 
eC OT) = nCGOr)). (3.23) 

MEG) T 2563 E? BT XXI r (T) 25 ë 2 1E Pt PE 
T. 

证 (DH Tun uo -iri-UlITI[U* 
Z 0 xB (T) EHN., (2) Z 3.5 (GR 009 — V z ) uf Al 
(3.23) pE Xr. mu (32 是 显然 的 . WEBER. 

仿照 引 理 V, 3.8 立即 得 到 


引 理 3.7 WT UIT ESHU, U = | edECe'®), YE C, 


的 弧 ， GE, = ECEE A (0), T, 一 EC(Y)T|gy。 如 果 工 是 完 
全 非 正 沼 的 ,那么 了 ;也 是 完全 非 正 常 的， 

引 理 3.8 iu T-—U|T| 是 完全 非 正 常 的 半 亚 正常 算 子 . 3B 
LAT) 没有 形 如 (oe'?0 —< a < p < b) BJERERRER. 

证 PRA T ESHU, WET) 含有 暴露 线段 7 = [oe] 0 
<a =< =< by, 那么 由 引 理 3.6 一 7， 对 完全 非 正常 的 亚 正 常 算 子 
+ (T), cQ CP) BARRAR 

n) = fpe|0 < Va px b) 
这 和 引 理 WW; 3.9 352. BID DiE P RFE. IER., 
定理 3.9 jit T-—UITIESHU, v È C Ho 
U = | e dEle"), 
EE, = EQYME s= (0), T, = T] =,. 那么 
e(T,)Co(T). (3.24) 
证 EPET Y GA U VEHET GIBDLE TRR IET S 
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Hh $1, 2.1 (O 可 知 它 约 化 T， 因 此 不 妨 设 7 EAM. HTE 
常 算 子 T, (3.24) 是 显然 的 ， 对 于 完全 非 正 常 的 了 , 由 定理 I, 3.2 
可 知 铝 果 T ACT) 那么 er(T D) 必 有 暴露 线段 在 号, — $, 中 ， 
jBixX 05158 3.8 ah, 因此 (3.24) 成 立 ， 证 毕 ， 
定理 3.10 设 工 是 半 亚 正常 算 子 ,那么 
H,(o( T)) D| T|). (3.25) 
证 At T = U|T] ESHU, RARA A BE Ent 
y == ie 
沿用 定理 3.9 中 的 记号 : 记 9€, PEL. T, = TS, 
U, = Ule, |Tl,- EC DITI] =, 
it e(U,) 5e C. E (I, 3.6) AUI 


I CoU, ET |a) = T |a), (3.26) 
ATH n — co f , $—lim ECr,) = I, 我们 有 


le«8ui.—l. 
t n 


S— lmT,— T, S— lin|lTl2—lT|",m—1,2. 


Hb otcaot|[T]). jd a, 一 dis (o, eC». 那么 由 
(IT| — = 5— lim C T|, — PD, 


可 知 lim d; « im CITI, — eDflP — EATI 一 ey. + 由 
二 1。 因此 
lim d, = 0, 
必 有 o, € oCETIO f o, — o(0 — co), 然而 由 (3.267 FE e, 
[ei?n| 一 工 使 
pat? € a CT pe). 
Bid (3.24) 可 知 pg,e^€o(T). 必 有 (e) 的 子 列 {64} 
使 path, 一 pn. 由 于 CT) 为 闭 祭 可知 oc € (T), PD 
pE€IL(Co(T)). 证 毕 ， 
我 们 注意 在 一 般 情 况 下 (3,25) 未 必 能 成 为 等 式 : 
H Ca(T)) = ol [T |2. (3.27) 


+ 509 


BEHE 2.1 中 ， 我 们 到 


àn 0, (n <0), T7120 
这 时 的 工具 有 性 质 
olTD = {0, 1} 而 oT) = {zfls| m H). 


因此 (3.27) RRX. 
$4 预 解 式 的 估计 


1 亚 正常 算 子 经 函数 变换 后 的 预 解 式 ” 对 于 亚 正常 算 子 ， 前 
面 我 们 已 经 给 出 预 解 式 的 准确 估计 .现在 我 们 时 给 出 亚 正常 算 子 
经 过 函数 变 斤 后 记得 到 的 算 子 的 预 解 式 估计 . 首先 我 们 注意 对 于 
任何 4€ LPE 


r | CAD =ç AlL 
因此 对 尾 何 4€ p{A), 我 们 有 | 
— 4y! 1 
I — D lS — UD (4.1) 
这 是 办 为 
ra — 4)7) = sp ,| 到 | = 


We oA ADT D inf |z — AD 
: ` =€ s(A) 


Bi (4.1) 知道 ,我 们 点 需 估 计 CAT — a7] ñ E, 
定理 4.1 I] T =T,+ T, € HN, gq; € STD), 加 果 


II Gf 2 < 16 [ID 

j-1 i=j 
ida = plT) = pT) +ipkT) 那么 存在 常数 c 仅 依赖 于 
quo qui ENS ¿ € p(4A) 时 成 立 


— 一 ! e-———À - 
JQ — AY s dis a, oCA)" (4.2) 


W ”我们 利用 定理 2.5 的 证 明 , 在 (4) rh K, = 1. 
K, = (2m,, + Cp M (2m,, + 85,95 
pi = Kipa (z) = daz) + idu). 
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B = 2n, — g+, = 2m, — 04, = (Am, m, 
一 24,04,)/ (2m,, + 04). 
id T — T; + iK To z = 0), XE 4 = QUTD), IK T 
dh BAR SES, (2.185 化 为 
Re (QI — Af, GI — TOD zm vlCz — Tfl. 
€ = (a1 — A) g, HERH E 


lir — TOO — Ay gl? < — Re (z, GT — T) 


(AL — Ay < > lgili I — TE — AY zl, 


所 以 
lC — TX — 4)7gl < = llell. 
这 样 一 来 ， 
Gu — 47 < et — TOH — TAA — 47 
<i Gr — TO. 
AH T 是 亚 正 常 算 子 和 (I. 3.12) 可 知 
IG — [x L 


9 —dis(z ,o(T2) 
idz-— OO. HEBEL o BU C24) 式 知 
dis Q, o4) m, inf 14(z 7) 一 809] 
= max (M, M p) dis (z, o(T')). 
Bi dt (4.2) ER XL SE e = max CM ,,. M 49/9 BI 
c = max (M, (2m, + 0,05 M (2m, + go) 
(4m, fis, 一 P (4.3) 
它 确实 仅 依赖 于 qj, 7 一 l, 2. 
2. 半 亚 正常 算 子 的 预 解 臣 ”关于 半 亚 正常 算 子 的 预 解 在 一 般 
情况 下 的 准确 估计 尚 是 一 个 有 有 管 研究 的 问题 . 这 里 在 部 分 情况 下 
给 出 一 个 类 似 于 (2) 的 估计 .为 此 我 们 先 介 绍 一 个 引 理 ， 
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9118 4.2. ib T = X + iY 6 HN, p, $ 290(X) LERZ 
连续 函数 后 目 e GO v^ 0, PESO E EUER ER 
Tix + iy [x + py + s). 
id T = X + i(p(X)Y0p(X) + AX 那么 
aT’) = rol TH). (4.4) 
六 息 没 工 是 完全 非 正 常 的 ， 显然 T'E HN， 而 且 它 的 记 
p 
SCT) = X + i(pX)SECY (X) + (X). 
PURSET To 38A CAE EE SER D ATN (E, 1.29). 
那么 相应 于 T 的 广义 记号 算 子 Ti (Y — R)SxCT?) + ASTCTO 
表示 为 
(rU = (+ + BO) + ka VP) + 6) DIG). 
VE ox, = xy + iyo € c(CT), 则 由 定理 IV, 3.1 有 Ox &sl 使 
z€ o T.I). Dit 
ess inf {x — x + IAG) + al)? — ll) — 0. 
所 以 对 任何 正 数 5。 有 正 调度 集 E, 使 
(x — x)? + lel) 十 kals)? 一 yd 82, x € E,. 
设 M = max (py 1) > 9， 那么 对 任何 s > 0, RERS < s / 
4M 使 当 Ix — a| < 5 BJ, 


证 
7 BT 


du 


lé) 一 dl < "E ly || pG: 一 eG < Y 
这 样 一 来 , 当 xe Es 时 ， 
(z — x + le GOXgGO + kala) + o) 
— (Cp ro) yo + sr < og, 

EE rld ECT HEA IV, 3.1 可知 v(o(T))Co(T). WẸ 
我 们 考察 r 又 可 得 v(7 Crzkegz))、 因 此 (4.4) ma. 

滥 在 给 出 半 亚 正常 算 子 在 部 分 情况 下 预 解 式 的 估计 

定理 43 dRT-—U|T|€SHU, o(U)C[e"la, + < = 0 =, 
a+ x, — a), HB 0 —< a =< x, 2 = ge", p 2 0, do rad e = b 
s Zx +a — a — s, Hw s > 0, BZ p 8 3k C (DLUIKšSh T = 
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Ta 5) 使 
ICT — 1157] < C/dis Q, CT. (4.5) 
证 khi a (U)C e |a << 0 =< Dz — e] eak 0—a < x. 
我 们 考察 道 Caytey 变换 一 L CU), RA 
saoc[- ctg "E aga]. 


记 4 = pel", pz, 由 于 
(T — 1I) 一 【一 门 EX -- IY ^4(X! 172 (4.6) 


其 中 
4 = (sinB(I — X?) + 2X cosh) + #sY , 

而 

Y = (X! + Py? [T LOC + D plcos HX — 1) 

+ 2X sinb), 

H TX + ilT| € HN. BiU X + iY € HN. XAXA 
El) = ((1 — x?) sinb + 2x cost Je 

属于 FCX) II B M, < co, 
me = 2 ( cosb — eg sinb] ) > 0, 

由 定理 4.1 可 知 


dac =< e (4.7) 


1 
dis(0,0(X + iY)Y 
出 引 理 4.2 和 定理 T. 3.5 可 知 
(X + iY ) — [(z + ye + 1)? — eCcosb(x? — 1) 
+ 2xsinb)]e + iy €oCX + i| T1) 


= au — ijcos"? z | re)? € «cr)]. 
Br. 
dis (0,0(X + 1Y)) > dis 4, CT cos! £. (4.8) 


IK C4.6—8) 我 们 得 到 《4.5)。 WEP, 
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$5. 氛 亚 正常 算 子 


l.Putnam 不 等 式 的 推广 以 上 的 一 些 谱 映 照 定理 都 可 以 
用 来 推广 Putnam REA., 我 们 仅 举 一 种 情况 来 说 阴 如 何 推广 ， 
其 余 的 情况 都 从 略 . 


定理 3.1 g TES) 而 且 存 在 一 数 x 之 > 使 


{(T*TY — (TT*Y > 0 (5.1) 


那么 


MKT'TY —CTT*Y =< = Jj ,om dpdð, 


otT 


特别 当 a( T) 的 平面 Lebesgue 测度 为 零 时 ,TT 为 正常 的 . 
注意 当 a 一 1 或 a 一 1/2 时 ,就 是 $V，3 所 讨论 过 的 亚 正常 
Baba. 这 里 遗留 下 妇 下 的 了 问题， 定理 5.4 中 的 条 件 


az l ESTURA a> 0. 


证 设 T 的 极 分 解 为 了 一 UIT|. #rhu x TR 到 TOÉ 
WRD EEST, $ 
4-UlAl, |4| = {TI*. 
Hi. 9381.4 € SH. HEE V.,3.5 4i 


lCA* y^ — C4 AY < m | d» 40 (5.2) 


old) 

我 们 不 妨 设 4 € SHU ,不 然 的 话 , 我 们 延 拓 4 成 为 4 一 (C14| 
Q0), f ESHU. MEMA 3.5, MEC) = e", po) — p 
这 时 

eA) ^ Us 4T) = T. 
由 于 二 一 1«0, é(O/t— P877 RR Nak EBE, 从 而 由 系 3.5 
可 知 
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oiT) = q(o( 4»). (5.3) 

iE (5.2) pitir SERMO r = o". 由 【5.2 一 3) Bé (5.1). 证 毕 . 

事实 上 按照 上 面 的 方法 , 由 $ 2—3 中 每 个 谱 上 映照 定理 可 以 得 
Putnam 不 等 式 的 一 个 相应 的 推广 . 

2. 氢 亚 正常 算 子 类 ”以 上 的 一 些 落 数 变换 局 发 我 们 研究 下 面 
的 类 似 于 亚 正 常 算 子 的 算 子 族 . 

Er 9 为 实数 直线 { 一 co ,十 oo 或 半 直 线 [0 , -roo)) 上 严格 单 
398136 Jn 8 E e PEU , WS E 2: P 

Jim PO) = xo 《相应 地 p(0) 一 0, lim pQ) = +o), 


WRR p R AAGE MEE RETARO. HEE SF GEM Hb 
iio MSF). 4928 C, 3] C, RRE a E. Exc Fr ye I5] S] # p 
29 ls fü PFPP 22, Eo ikin ASF. 

AM T € se COP). RATBEBPEÀXUEDSBIOS T = T, + iT; 
其 中 T. E BS F. Hop 7 一 1,2 EB BIEBER SK, 我 
们 记 p(x, + ix = ein) + ipar. fE 

p:T > eT) — p.(T,) + igiC T). 
那么 算 于 族 qCHN) 一 {q(T)|T € HN) 类似 于 算 子 族 HN. 例如 
SE m 3) SPICE, p (2) = P", pu) = z pN) 中 算 子 即 为 别 
的 数学 家 Istrštescu[3, 7] 所 研究 过 的 “za 阶 亚 正 常 算 子 " ,这 就 是 
适合 条 件 


i[ TP, Ta] 2 0 

WEF 了 =T, 十 173。 可 以 证 明 它 是 HN 的 子 族 . 然而 如 果 取 
—Xa.l1-a.qQ = l|“ sign z, ar 一 1 那么 oO) 就 比 
HN Kk. UC 

SUR TJ PIR Epi r BET SHE po A Bi] 75 ka fa 
PERTRA. 当 算 子 4 = U|A| PJ EB URBE P pk 35 
距 算 子 时 , 作 

pla) = pAUY PA) A). 

其 中 p CU) "ihn pH X. 根据 引 理 1 了 ,3,5, fE QE OG€ RU 
延 拓 为 下 算 子 D, 取 定 Ü Ki, f 
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g (U) = eB | pm. 
Mid ple) = q Ce DquC(o). SUL] b SEDE SERE 
pH) = {p(T T € SH). 
当 ple) == 69, eu) = n%m BE, AAM g SE) 为 和 =- 亚 正常 
AR-TOLRFLT0D. 

对 各 式 各 样 的 nm， 上 述 一 切 GIN) f 9CSH) 中 算 子 部 称 为 
拟 亚 正常 算 子 . 

3. 拟 亚 正常 算 子 的 一 些 性 岳 ” 对 于 掀 亚 正常 算 子 ， 我 们 可 以 
类 食 于 前 面 对 亚 正常 算 子 或 半 亚 正常 算 子 的 讨论 ， 列 举 出 它们 的 
一 些 性 质 : 

《1) T € Q(SH), 0€ (T), ploe”) = pke pke) À 

Pio) = palo, Ploe”) = pCt po), 
WIT'€d$(SH), 

(2) mR T = U|T | € (SH), 85A UBSTESET-ZS BJP (t T. 
WRU X. m B o(U) = Co 那么 UT | ARETE RH A HE 
T. 

RT = T, + iT; € pLHN), BA T, SË T: BUE AE T- E jH] 
2T. 

(3)》 设 标 函 数 p 满足 Lipschitz 条 人 性， T=X +Y € pCHN)， 
那么 

H.G, (X + iY)) = o( X), 
Il,(o (X + iY)) = oCY). 
设 幅 钙 标 函 数 及 模 标 函数 p; 满足 Lipschitz $e ffs 如果 T 
—-U|T| € g(SHU), 那么 
Hos UITI = U), 
S08 Á(U) = C, br, 
H,Co QU | T])) = «CIT. 
QD HT = T, IT, (HN) 时 ,我 们 定义 记号 算 子 
Ta = Sirol T) 
和 广义 记号 算 子 T= (1— QT TORT. 如 果 标 函数 满足 
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WI EL gg Sl ende PER .EDZ T é (END 时 ， 
a(T)= |J cC, eT) = o). 
Daka 
同样 地 成 立 着 
| 
< » m dpi Cdp Qn. 
特别 当 o(TD 的 测度 为 0 时 ,了 为 正常 。 
MT-UITI€oUSH) 时 ,我 们 定义 极 记号 算 子 
T* = S$ u (T ) 
和 广义 极 记 号 算 子 To 一 《1 — RTO + ARTT. 如 果 标 函数 满足 
谱 上 映照 定理 中 的 条 件 ,那么 当 了 € pC SH) 时 ， 
c(T) = U oC Tn), Tial T) = lT). 
Q< kl 


而 且 | 
lie" CDI. — oT E < L || ee apro. 


特别 当 (T) 的 测度 为 0 时 ,了 为 正常 的 ， 
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第 七 章 ” 主 函数 、 迹 与 行列 式 


本 章 将 研究 精 刻 函数 的 这 一 一 主 函 数 ， 并 且 介 绍 与 此 有 关 的 
迹 公 式 和 行列 式 公式 . 


$1 yk 


关于 Hilbert 空间 中 算 子 的 迹 的 理论 ,已 经 是 熟知 的 , 但 这 里 
为 了 避免 读者 查阅 别 的 蔬 ， 我 们 介绍 必要 的 有 关 迹 的 概念 和 基本 
性 质 . - 
1. 迹 的 定义 ” 设 匀 为 一 复 的 可 析 Hibert 空间 ,对 于 加 中 的 任 
何 半 正定 有 界 算 子 ,我 们 可 以 定义 它 的 迹 , 任 取信 中 一 列 宕 备 
BL EIAS {eals 令 


tr (B5 = > Ge Caja (1.15 


PA 0 trn) x poo. XR B) 259] T Bü. 
如 果 {gs] 是 全 中 男 一 组 完备 就 范 直 交 系 ; 记 C = BU. 那么 
EH Parsevel 等 式 


(Bensen) = lee = 93 (Een go 
k=` 


ER E; | 
tr (B) = > [CCe,, gol = S5 lcge 
= > CBr ga). 


所 以 rr (B ) 的 定义 与 全 中 完备 就 范 直 交 系 的 选取 无 关 ， 
Xp 9CRRTAEGPERGGSEAEOT OB. F B FEEN IBI. 
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He 
|B| «B 
2 
38Z.B.220, ME B = B, — B.. tr (B ,)< 十 co 时， 我们 
说 8 属于 迹 类 ,这 时 规定 8B 约 迹 为 
trs (B) = tr (B4) — tr B-), CE2) 
BP ScHBHSRI. WR BERAE E B — B, + 
B, rR BESSER T B, 和 B: ARATA., ARAB BETAK., 
FEE B ix 
trol B) = trs ( B,) + és B). 
9$ «by Tie (2) 或 简 记 为 e. BEH B > Ei 3k pp PE 
子 而 且 nC BL) 和 tr(8-_) 中 人 至少 有 一 个 是 有 限时 、 RAE B E = E: 
于 了 迹 类 ,我 们 总 是 定义 了 的 迹 tratB8) 为 《1.2)。， 但 这 寺 B € c, BS 
充 要 条 忻 是 按 上 面 的 定义 有 意义 ;而且 rret B) 是 有 限 数 . 
2, 迹 的 性 质 
(1) &C9) IB EET ee RI, 609) 是 线性 空间 ， tet) 是 
e, CREEA. 234 4 € (9) RH, A* € (9), 而 且 
f tre (A*) = trs (A) 
我 们 可 以 在 CO) Lg X — XS SOS 
l4], = Ge (4*4)Y^.. 4€ e (9) 
ht, e) 按 | h BET Banach 空间 ， 而且 当 BE s. 
4 € e) 时 ， 
leais Bilal lB], s lagi 


(2) 设 4 是 名 到 多, 的 线性 有 界 算 子 ， 


B. = 


? 


trof AA) 十 co - (1.3) 
那么 tr (4 4*5 < +, mH 
. tro L AAT) = try C A*A). (14) 


证 (EAPUEAEEA—VIAI, 其 中 [4| z0,v3EIA19 gj 
A9 的 部 分 等 距 算 子 ， 因此 ata = AP, E AAt s VAPE, 
| 160 = 


设 {ev} 是 V* RARA soe bus EOS. RIER UE 2B SUCI 
EESE # (gu 使 {e U Le. 成 为 9, 中 完备 就 范 直 交 系 , 那 么 由 于 
V*g, = 0 我 们 得 到 


tro, (449) = B CL APPS Ves) (1.5) 
然而 {V*es] 为 了 * 的 线 城 , 即 | 4| 9 rhSERE BEER. ROH 
iSin—m ESSA a.) 使 (V*e) UTA, Y 成 为 中 中 的 完备 就 范 直 
交 系 ,那么 出 于 如 上 V*e4s MEL A LAID, BB 1415, 一 0， 从 而 

u(14 D= > C14 [7 e, V*e,), 

由 此 和 《1.5) 立即 导出 (1.4)， 证 毕 ， 


(3) WEB 25 S7 (9) h Bl gak T 则 B € ,的 充 要 条 忻 是 对 
D 中 每 一 组 尝 备 就 范 直 交 系 {e 级 数 


S Ben e.) (1.6) 


kr ek ifi B (L6 Ue gh, (1.9) ABIH tes (B). 

证 ”条件 的 必要 性 是 显然 的 ， 今 证 充分 性 .记号 一 B+ 一 
B. HF B,9 | B.9, 4: B,9 中 的 完备 就 范 直 交 系 (Cet). WA 
fes JU ez] N D th SE EETD NS ra a fF Ein 一 ei, C-i 一 €x. 8b 
A (e) 是 完备 就 范 直 交 系 。 因此 级 数 (1.9) drj. — 然而 当 改 变 
(e) 次 序 时 , 仍 为 昌 的 完备 就 范 直 交 系 。 因此 级 数 (1.9) 中 任意 
改变 备 项 次 序 时 , 仍 收 化 ， 轩 此 《1.9) 必 为 绝对 收 敏 ， 这 就 说 明 


Y CB ez es) + >; (Bensen) 


= > I(Be,,e,)| < co. 


Br tro B...) < co. tr; ( B.) «oo, PH B é e. HEE, 
(4) 设 AED), Be e" (9), WAB, BA ESTY. a) 
mHE, 
ug( d B) = troa BA) (1.7) 


证 RPG 4 m0, RRRA 4 DRR SKE A HE RD. 再 
ELERE 9A EOS IE BS ERO PREDA T. 
ERD 中 完备 就 范 直 交 系 Ceu 由 于 


> [CA Be,» en)| _ >: CA Bess Ael 
«(25 toe p) (E aon e.t). (8) 


Aum DO Ael = S (Aer e) (pA) 00, ja c= B* 4, 


X {g 小 为 号 中 完备 就 范 直 交 系 ,而 且 


Agna = lagno 


那么 


rrf C*C) = >: (p2B* B AVI, Gad 


= DlBg o, 
由 性 质 (2), 我 们 知道 


D dle^Be | = CCC*) < co. 


由 是 (1.8) 中 级 数 收 豆 ,出 性 质 (3) 可知 BA € o, 同样 地 4 8 € Ca。 
因此 


trs AB) = > (ABg, g.) = >: (Bz,-Azg.2 


一 > A, Cg, gi) 一 > (BA,gus gn) 


= tral BA). 
由 性质 CO 可 知 , 员 要 24, B 中 有 一 个 为 迹 类 , 则 
trs([ 4. B1) — 0. 
(5) WV 299 2/9, E RJ EIL E CP, C e c(9), Hl VCV ^ € 
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€,02,), mE 
tra (V CV) = t CC). (1.9) 
证 RDC 0, As Cya, Wig: (2) 推出 性 质 
Gs). | 
(6) i {AE Z (D), 而 且 o 和 tts. 
A€ se (9)mB. 


A = S— lim, 


那么 
tro (A) = mtref A,2. (1.10) 
证 H4 L4, 因此 tro = (42 2 rr C Ar). 从 而 
tro (4) lim tro( 4,). (141) 


zA B.E D 中 一 列 完备 就 范 直 交 系 {eats M 
5 (Atses) = lim > (Aue, cn) 
mom ali 


m1 
X lim tro ( 4, ). . 

HS N — co 即 得 
tre (A) =< Hm tre ( An). 


把 它 和 《1,11) ARE (1.10. 
$2 ck xs 


l.p «EC  £OBGREBIUBAISINSTTBIISÉ 
数 Brot) 由 于 Ba) > 0, A ET BERI ARI € , troB, 
DTA” REX 
gAs 1) = trs C BCs 1)). 
那么 0 =< g(1,r)umoo. j gÇ, O AEE AT TAI EMR 
(Principle function), 有 的 文献 中 也 称 这 为 Pinus ARAF 


gàs z) = lim >; (BCA, DELIO 


a fó3* 


ij BC: ) Sk SUR BEER: Br eC 2 BESANA, 由 
Fea: 一 和 等 价 于 B(1, 0 = 0, 由 定理 下 ,32， gCo 的 本 
EZRA T) 中 ,而且 当 了 为 完全 非 正 常 的 亚 正常 算 子 时 ， 
&《'，') 的 本 性 支 集 就 是 ox T ), 
定理 2.1 设 工 为 亚 正常 算 子 , 则 了 的 主 函 数 gx(:,-) 与 了 的 
县 体 模 型 的 选取 元 关 ， 若 了 和 T, 是 两 个 相互 酉 等 价 的 亚 正 沿 算 
=. BL Z, 
già. z) == gr (2, t). f (2.1) 
证 “我们 不 妨 设 工 和 T, 都 是 完全 非 正常 的 ， 忌 为 再 算 子 ,而 
T,—UTU^, RNET 55 T, 的 卡 狄 生 分 解 记 为 
T=X+iY, T= X, Y, 
MAH X = UXU-t TR CX) = e(X). MATS T, B5 gy 3 
分 模型 中 函数 的 自 谈 数 都 在 = =(X)=(X,) p. RAH T, RI 
模型 中 相应 的 量 都 附 以 足 标 l, zm D,» ay 7, AC t 等 ， 由 于 
X U = UX; 
3E BL F 5 [R8 TIT, 2.3, RTT ELUEBH fr E T ERa MA U (x) 
使 


WH = UGOfG). 
E29 USz(Y JU! —52 (YS UCSZ(CY SCY DU 2 — SE(Y.) 
一 Sal Y) 我 们 得 到 
UCGOB()UG) = Bx),  UGOaG)UG) 1 = &x). 
XX RÉ— C p CV , 2.27), 


| sOB = aA) È WA Re CODE QO 
= UG) [a0 | WA) + 4C daUa 


" 


一 j POIUCIIB A, DUD de. 
因此 我 们 得 到 
BCA. r) = UBC DUY, (2.2) 
J, C1.9) 知道 
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tre (B.G, z)) = try( BCA, 1)). 
定理 的 其 余部 分 可 立即 知道 。 证 举 ， 
从 SVI 1 知道 , 当 yeEP(E)H, pO XC 1.7). RE 
RITER PCE) pin FHAR p: 它 不 但 形 和 如 (VI，1.7), 而 县 


PO = at | < +o. (2.3) 


xx Rh SL Ki PM (E). RIES EENE, P( E) 一 
PM (E). 
定理 2.2 j X = X, + ¿X,€ HN. 如 果 (2e PM(oCxD, 
j= 1.2. WEGE SBS, MA 
trae CHE gu (X, 9(X1)1) 


= = d MAERT TEEI A1)d1,d54, (2.4) 
iu H. [o CX, gp X,)] € c; 的 充 要 条 件 是 
í pilt pl ela lodidi, < + co. (2.5) 


我 们 注意 (2.5) HERA eiae 10g; A) Æ FE Ahy 
oA fRbEEXfERRIDLTE—IEJUHES& Eo. 因此 (2.5) A 
的 积分 总 有 和 碑 定 意义 , BAA CH BODOBSJEPECBUL SEXE A 
限 而 且 是 Lebesgne ARER, (2.5) Aun SB. 

证 dE (2.5) 5k AAF, Hp Fubini 定理 ， 对 于 几乎 所 有 的 使 
pCa) 70 的 点 ài. 我 们 有 

EZOO 2,41, « 二 co， (2.6) 
由 于 qa 《PMCE), 可 知 quA IO F XX 
"AL ECI) 
e |, (1— (y te 
Hh FR —ae(Xj).cz0MHEGZSC)SSERUUE. 由 (2.3) 
EIE 


e) = er Ë + | (—-— - Li) dG) — (L3) 


EX — A 
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将 9X > 的 表达 式 代 人 《2.6) 就 知道 对 测度 由 几乎 所 有 成 立 着 


(is rld 
E f y 


EP < +, (2.8) 


因此 对 (2.8) 的 2 和 1, 利用 Levi. 引 理 我 们 有 
(482 a) (jan. a) 


= : (BCA,e,s En) y, — | gi de 
>| (i — y dt [se 57 «o. (29) 


FHE H CV, 2.27), 我 们 有 
[es CC GRO) + ka Ca — 1J aa) a 


-«(| Bed n. < =). (2.10) 
因此 对 儿 乎 所 有 的 多 & L0, 11, 我 们 得 到 

trs (a( A,C (2. + kao, J m D)72(1,)) < Te. 
利用 $1 的 性 质 (2) 中 的 (14), 我 们 得 到 


trs CUR + ka? — 1) e£ + ka? — D) 7) 


f = trs(o( f + kæ — LY a), (2.11) 
因此 
{ Bias dp a 1 a 2 
IT ( o) Ur (Y (8CÀ ) + &aC2)) 
— Da (RO) + (4, — Dd). 
然而 


NC + ka? — Dye 8 + ka? — 1) dk 


— dal Lan) el "HELLO y 
iml (rela Ij «Mg ; * i 


"im Eon eet 
= (1 — KA) + aC Y) —- (I — 80) *. (2.42) 


ETT 


办 此 对 于 满足 (2.8) ËJ A, & 4 BER (I —(6 + «(5 — 
G—80u))? AT c n B di (2.9—12) 可 知 
tral C — (BL) + a hI FY — (¿— 8(3)) 1) 
= gi 1) . 
| TE dt. (2.13) 


另 一 方面 ,由 于 | BOs dr = aA ^s 所 以 


| zG., Ode = tra (CEU) + aC) — RU). 
这 样 一 来 ,就 由 Q.3), (2.7) 和 (2.13) 得 到 
| eiae; iadh 
= trs BCL) + al, Y) 一 eX 8D». (2.14) 
(2) id X) = p.X X,), 由 于 py 是 Pick pt. HEER VI 1.2 
X, RGIXI€ HN， 我 们 如 果 记 
wla Y = Sx. (X52) — Sy (X2). 
那么 由 于 系 IIS 1.3 
SX (qu OX) 一 eGEODD. 


我 们 得 到 
a,( 2, = PAP) + ala O — pX8(2,2), 
由 《2.5) # (2.14) Ef 81 


| ees GG da 
= (Poi dma adada co。 (2.15) 


(3) 从 定理 VI, 1.2 的 证 明 过 程 以 及 eG 几乎 处 处 存在 可 以 


看 出 f 
Gp). Xilf. D = 1 f| gui) 一 的) y) 
zz x—y 
- X(Ga GO1G0 » a G01G0)4sdy. (2.16) 
mr 


PE so) Lue] LLL ai), 
x — y FÀ — x 4 — y 
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所 以 


3 
D 


GIgi(X)D. X:]7, D) = < 


«era. 


| a( fC) ds | 


EEO (2.17) 


现在 来 计算 算 子 9 的 迹 ,其 
(Ot D = | aal] 


AT 020, RH ECCBUXERNI, TEREN 2 中 完备 就 范 
HZA RER 9 中 完备 就 范 直 交 系 [e.] COR D 为 可 列 
无 限 维 的 )。 再 取 L'Co( X» B, m) 中 完备 就 范 直 安 系 CO), 
WA {emh ims n = 1.2, HOS 9€ 中 的 完备 就 范 直 交 系 . 
我 们 令 Pa 为 由 多 F {eot sen} 的 投影 算 子 ， 作 算 子 Q. 如 下 ， 


IDE | | Pa (X) Pf Gn dx | (2.18) 

SAO. O, < x O, =< '-.. TI B. 0 = S — lm 0,. Ik 
tr CQ) 一 lim tra (Q,). (2.19) 

这 时 ax) = P,aC) P, 可 以 看 成 n Sp E fL BS ER AEE 

ELEDE ej) = fiCx) E CAOT ej) = at^ x), 
那么 (2.185 化 成 
(Q.D — S3 | Sak Cf Cax 
H k—i 


一 上 


1 


EUER RUBUS BUT P,9 的 函数 f 来 考察 ， 而 上 述 算 子 0。 又 
可 以 化 成 如 下 的 算 子 Qni 


2 


(Qu D= 13 | ARO Cas 
xci 


wa CO) = X | a£?) Pas. 


k=1 


ue(9.) — |] 3: aG) | d = | tre (CP P, dx. 
LO 
H (2.195 得 


try 0) = Í tro ac) da. (2.205 
类 似 地 ,如 果 4 表示 算 子 
Cut. D= [eee pa, 
352. 
u(4) = | ez org COD 


再 由 (2.17) $0 (2.20) 和 迹 的 性 质 《6) 可 知 
træ [go 0. 09P xil) = ette ( O) 


+ | CADIE) m | sitos GOD. 21) 
再 由 Q3) 和 (2.15) 得 到 《2.4)。 而 且 
HERO. CP eX] € c. 

(4) BI ilp X. qi X1] € c, 仍然 用 前 面 的 记号 ， 这 

Bj (2.16) 和 (2.21) 仍 成 立 。 因 此 
| qiGOtrs (a la) dr < co, 
TR | 
| PCPL + aP) — eX EG) ds < oo， 
利用 p: 的 表达 式 及 (2.12) 
| per CaP + || | O e ceo 
+ Ra — DtaGO (B) + kale)? — Do 
- dkdxd£(I) < oo, 

由 QD 我 们 就 可 得 到 (2.5), us. 

2. 半 亚 正常 算 子 类 似 于 亚 正常 算 子 的 情况 , 当 T € SHU M. 
定义 
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gi Ce, 0) = tral Bret, p))y 
JAF TEER REP B 2 -) 为 了 的 精 刻 消 数 。 我 们 可 以 证 
归 关 于 半 亚 正常 算 子 的 主 函 数 和 迹 公 式 的 相应 的 定理 ， 
定理 23 ik TEESHU, WITHyXxPEE gr(*，*) 与 TT 的 县 体 
RAER, WE T, T, € SHU 且 它 们 彼此 廿 等 价 ; 那 么 
giCe*, p) = gr (ef, p). 
定理 2.4 ib T=U]T| ESHU, EM Cj 中 包含 otU) 的 一 个 
FE. E pE BE), weEPMCA( T|) 那么 
tr (C| T] ) — pUJ T| JpU") 


一 s arg ge? d (pogz Ce, oM40do. 


f B. lpU) PTI] 6 «COP 的 充 要 条 件 是 上 式 右边 的 积分 
为 有 限 . 


*H 


$3 近似 正常 算 子 的 迹 公 式 


1 折 吉 性 双 线 性 汉江 f 
我 们 现在 考察 一 — M TECH) 如 
Dr = [T*,T}Er,s 
我 们 就 称 了 为 近似 正常 算 子 。 我 们 令 98, 表示 两 元 多 项 式 全 体 所 
成 的 线性 空间 ， 我 们 取 定 TT = X + :Y EC 如 y, Fri X, Y 29 
BHAR. 对 每 个 pCt) E P 
pr, y) = Xaijilyl, 
我 们 作 相 应 的 算 子 
PCX. Y) = Xa, NiYi, (3.1) 
这 里 注意 ,暂时 我 们 取 定 了 乘法 顺序 , 凡 X 都 在 左边 。 又 设 工 流 
近似 正常 算 子 ,这 时 IX. Y16€ c. H $lxhüspERR UI A psg Ep 
时 , 算 子 il oC X; YO. (X, Y) €e. ARRITE S 9, 上 的 
— 4 3858 ELS ER 
(p. 9) = eG X, Y)» (X, Y)D, ps gtP. (3.2) 
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我 们 注意 (3.2) PATA MAp, Y) aX, YY) 的 每 个 
A ARRERA. MAR (p.42) 的 是 并 不 改变 。 事实 我 
们 只 要 著 察 X, Y)20 X"Y^ 或 X"? YXY' 的 情况 。 这 时 ， 
TY 有。 了 > 一 2 XY*?, g(X, Y)]) 
= GXXX, Y]Y*7, (X, YJ). 
fü HIT IX, Y1€ c. RIEXEHUPERI (4), XIX, Y IY" € eo 
EE (1.7) 式 可 知 上 式 为 起 ， 
这 样 定义 的 双 线 性 泛 函 还 有 如 下 的 折 登 性 ， 3412 @, 为 一 
元 多 项 式 全 体 , 当 tE Po r € 6, RF, USE por 为 
 Por(z, y) = p(r(=zs y)) EPa. 
《表示 函数 的 复合 )， 由 于 per(X, Y) S qor(X, Y) 交换 , 所 
以 


(per, qor) = 0, ESU S SK NI (3.3) 
Er (3.3) 20 2258 (3.2) 的 折 有 全 性 ， 
对 于 折合 性 泛 函 《3.2) 有 如 下 重要 定理 ， 
定理 3.1 设 (，，:) 为 上 的 双 线 性 折 又 性 下 函 。 则 必 有 
P: 上 唯一 的 线性 泛 隐 ! 使 
(p. g) — Ipso 9)), pae. 
acobian Op 04 0g Op 
此 地 JCs a) 为 Jacob ðs Oy Be y 
证 礁 一 性 是 显然 的 今 证 存在 性。 — 
Macs amo dod ~ 94， 我 们 注意 这 时 (x,9) 仅 


依赖 于 a. MSPR. KEI Qo Q; 满足 


那么 Q= 0, — 0, BOSE OG x 的 多 项 式 , 因此 OK X) IS X 交换 ， 
Bl (x. O, 一 Qu) 一 0， 所 以 我 们 可 以 定义 $, EZR 1 如 下 
a) = (x, 0). 
显然 式 抱 力也 具有 折 登 性。 我 们 只 要 证 明 折 全 性 双 线 性 
ZE 
(1717 


COT ICE LS CC.) 


恒 为 零 就 好 了 ， 
首先 注意 
(3543 0 9g € BP. (3.4) 
我 们 还 要 说 明 当 rss 第 而 且 对 一 茹 q € %;, 
Cr. q) = (s, q) = 0 (3.5) 
时 ,那么 
(rs, qh = 0. (3.6) 


事实 上 ,和 任 取 复 数 æ: f: qE $.. mc ` > ' BET EE nf A 
(Car + Bs + q>, Car + 8: + 9277 0. 
利用 (3.5) 和 折 僵 性 可 知 上 式 展开 后 变 为 
Cris q + BS. gh + 2eñ( rs, qh + 2a( rag, 25, 
+ 2B(q.4) = 0 
HT e K eE BJ S Ex xp 的 系数 应 为 0, 即 得 (3.6). 
再 则 , 若 o 为 任意 复数 , n 2 1. par A PERI (3.4) 可 知 
0 = (Cy + ax) Cy + ex)" 
一 > ( ; Lor n, 
由 此 知 
(y, riy") m0, jm 1,2, nl 2 
HANE z EP: BA (y, 9 一 0。 再 根据 (3.4), 又 在 (3.5 一 6) 
HR r= rs = ys BPE Gyo 42, 一 0。 再 利用 《3.5 一 6), 其 中 取 
r= x.i xy, XB (xy. a), = 0. 反复 适用 上 述 手 续 即 知 
(ror 3120, 
证 毕 . 
之 近似 正常 的 恶 正常 算 子 迹 公 式 
定理 32 设 了 一 着 十 闻 为 近似 正常 的 亚 正常 算 子 。 那 么 
e GLpOUX, Y) 4(X, Y)D 


一 工作 Cp, DG hys pg € @, (3322 


2 
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证 ”我们 用 定理 2.2, 任 取 实数 2, a, E jti la] 充分 大 , 作 
g GD = (4 — x). qx) = (a — x), DU p € pM(o( X)», 
p. € pM(oCY)). 由 于 迹 的 性 质 (0. 
pX) e Y2] — (41 — X) ut — Y) " IX» YJCnl 
— Y) Al — X) 16 c, 


根据 (2,4) 得 
tre G[(A7 — X) 1, Cui — Y Y1]) 
= 1 gx. yDdxdy - 
LH. (2 — rla — yF (3.85 


把 上 式 两 边 在 jal > TIS Jel > 上 Ti 中 展开 为 Laurenr 级 数 ， 
我 们 注意 , [e] 为 全 连续 自 共 轿 算 子 [X Y 1e c, 的 完备 就 范 
真 交 的 特征 向 量 系 , 2 为 其 相应 的 特征 值 , 则 2 22 0, H. > 1, 
8x. D 
træfi GAI — X), (ut — YY) 

= tre((ul — Y) (431 — Xy (ei — Y) SIX. Y]? 

一 5d — Y) AI — XY (RI — Y) le, e Ds 
把 它 展 开 后 利用 34。,< oo 即 知 

trai[ (4I — XY 1, Çul — YD] 

trae iL X, Y^] 


A^ Ty +i 


nmi 


比较 Lourent EFAA RARA 
(Kx, y") 一 trail X", Y] 


一 l (f mina" Sy 3 g(x, y Mxdy. (3.9) 
外 于 单项 式 全 体 张 成 第 :， 所 以 
KKE» 4)) = Z || IG» iG y)arey。 
由 定理 3.1 及 (3.9) Bf (3.2). EHE. 
3, 近似 正常 的 半 亚 正常 算 子 的 迹 公式 
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我 们 令 P 为 如 下 的 二 元 多 项 式 全 体 ， 
N N 
posl) = yr Dial. (3.10? 


其 中 六 为 正 整数 ， a BAMIR T = UT] € (2 y, m BE 
Jer y e h u ABAT, H p e 5, Em (3.10) 时 ,我 们 规定 
KITLU)— S a; TVU. 


如 采 工 是 近似 正常 的 ;那么 当 p, q € Ps 时 ， 
[CIL T] U), «CITIU)1€ e» (3.11) 

而 且 tree CL eC] T | SUD CI T] UD BERF CI TIS UD. aCITI; 
UD 中 因子 |T| ,5V 的 莱 的 顺序 交换 无 关 。 我 们 又 定 义 
Bp(p, e”) plp, c) 

bp ðe” 
Əg(e, e") Bale ®)) 

üp > Oe? 

定理 3.3 设 T= UITIESBU, fH 2 BRI IE S m. Ju 
TE ps q € Pe IBA (3.11) Hr. fn B. 

Trae[ C] T1, U), gC IT ,UJj] 
1 


a" H JC p» qDgt Ce? > p)dpdB. 


pe" Pescr) 


Ap 42) = 


$4. 主 函 数 与 行列 式 


我 们 现在 要 利用 迹 公 式 ,由 主 鸭 数 表 示 蘑 旦 函数 的 行列 式 . 

1. 行列 式 的 定义 和 和 性质 

gaed) A— 164. 而且 4?€s/(9), RRT A 
的 全 体 记 为 D. 我 们 仿照 有 限 维 些 降 的 行列 式 的 定义 ， 规 定 
A€D(9) 的 行列 式 ， 设 4€ DC9) 的 特征 值 全 体 为 {21,}, 其 中 
当 特 征 值 h: HERRE Am 1, EEA AREE m R. HF 
43:86 (29); 所 以 24, = 0, RT TE X. 
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desa = [|] 2... (4.1) 


有 时 我 们 简 记 为 det 4. 由 于 4 — L€ c, 我 们 可 知 
Dinle w, 


ERU CA) RAE SS. rf BLR26 0. 至 主 行 列 式 有 如 下 的 一 些 性 
M: 
(1) 如果 4€D9), B e se(9) 而 且 BEL), WA 
BABE DCD), WME 
de ( BAB) = det 4. (4.2) 
(2) BUE 4,Bcc/(9), AB EDC), im B. Bie (9), 
那么 BA EDC), 而且 
det (AB) = det( BA). (4.3) 
证 EHHEEDR (1), TARBA = B(AB)B^? € D), H (4.2) 
nf Afi (4.32 成 立 . 
338 41 设 w, ve (DD), ME Ie el € a 85A (er, en]? 
BEF DO), if H. 
det (Le*, e*y) = en, (G4) 
证 CO 由 于 (s el Es £50 [e7. e*]1€ c... 因此 
len, e} Á L= [ e", eslev“e7" € c, . 
由 此 可 知 4 一 fe". e7} € DC). 
(2) 我 们 再 来 证 明 
det (e7, e") — (det [ es, e"YY, (4.5) 
事实 上 (en, e] = “Aee ete e, Oba = {e"s erp. 3 
么 由 性 质 《1) 及 (2) 可 知 
det ({e™, e 1) = der ( He" enet e Me e) 
== det A * det ( e*e" e" ete e) (4.6) 
Wb (6n, e”) ABEN ATETA ete" SERRE e"e" 后 出 来 一 个 


D) 此 地 如 第 五 章 一 样 ;5 用 (4. Bp ERRAR T ABATE, 


因子 der. 4. 再 交换 一 次 , (4.6) 成 为 
(det 4 F^ det (e"e?te te 2), 
如 果 是 进行 下 去 ,就 能 得 到 (4.5)， 用 (4.5) n 次 就 可 证 了 明 
det ((e", e73) = [det ({ e, erp], C4.7) 
其 中 1 二 7, 经 过 较 复 杂 的 计算 可 证 阴 
EP efr eco 一 了 | < c, #— 0 + 

其 中 e 为 一 下 常数, 仅 依 赖 于 llelo Hell A lie 1l. FARAH 

[det (íe, e }) det(e 7 p^? — 1, r— 0 + 
然而 易 知 


(det (e^ 11) cV 一 qu fol, 

这 样 就 由 《4.7) 推出 (4.4)。 证 毕 . 

2. 表征 函数 的 行列 式 

彰 面 我 们 讨论 过 半 亚 正常 算 子 的 表征 函数 ， 现 在 我 们 对 近似 
正常 的 半 亚 正常 算 子 讨论 它 的 行列 式 . 

设 了 一 CCT)5SPFU， 考 察 它 的 奇异 积分 横 型 ， 并 且 作出 它 

WC) — 1 + aC NB) — e yaQ). C8) 

EHE 42 ig T= U|T] € SHU 是 近似 正常 的 ， 那 么 对 几乎 

所 有 的 e” tE 


s? (eif ode (4 9) 
deto (W C e!2)) = N ete | 


证 ”由 于 假设 8r 一 |T| — U|T|U* c (22), Q: 之 0 和 
等 式 


Tg( O01) = + xi trs lale? Y 40 
得 知 对 几乎 所 有 的 eI, o2) € (9), H (4.8) 可 知 对 这 种 e, 
We) e Di(@)， 又 由 于 精 记 函数 的 定义 


i0 
Wile) = es | 2 BCe”, eMe ves, 
— ie 


= BC. p) = IE 
如 果 (4,1 AEF | BE dp RERE I, WA Co vot 
WAXe") 的 完全 特征 值 系 ,而 县 

det (W C ei) 一 TI òs = ela 


Nd 
这 就 是 (4.9)。 证 毕 ， 
3. 用 主 函 数 霄 示 竹 积 变 换 子 的 行列 式 
我 们 先 来 考察 亚 正 常 算 子 的 情况 , 利用 引 理 4.1 和 定理 3.2， 
我 们 立即 可 必得 到 下 述 定 理 的 前 半 部 . 
X143 设 工 一 天 十 证 为 近似 正常 的 亚 正 常 算 子 , p, q € 
Bo MWA (1) 


detal {er on, e «G6 
= DE ` ñ 
e (i i Ke» 4) &( ? y dy} (4.10) 


(2) 34 ECX), sea( Y 9j. 
det (((X — D) (Y — 2271) 
= ex d dx dy 
v: (us (Cx, )—1 m). (4.11) 
至 于 (4.11) P ARAA KIER: 可 以 证 有 明 (4.10) 不仅 
M p, q 为 多 项 式 , 而 且 当 p 4 为 中 钥 光 谱 的 函数 成 立 ， 例 如 取 多 
项 式 来 着 近 就 成 ， 这 样 只 要 取 
ples y) — log(x — D), gray) = log(y — z) 
tH (4.10) EHE (4.11). Ahtee LLR EM V. 1.1 XCNEBB. iE 
ARPER TF: 我 们 把 (4.11) AA FC, z), 我 们 只 要 证 县 
FC + i0, DFC — i0, z) ! = exp] gydar (4.12) 
y — xz 
8B A BR uj LIEI (4.000 mEGz T. SR IR h CV. L5) 和 Ricmann- 
Dilbert 问题 CV, 1.E42 的 和解 可 知 


det R(1, z) = F(A + i0, 2)F(X — i0, 2) 1. 
Pid cxPSÉRHSIE SC F| A det RGA, z) BD 25 (4.12) B d 35. 此 
(4.12) R R, (4.11) 也 成 立 ， 
完全 类 似 地 对 于 半 亚 正常 算 子 也 有 入 应 的 定理 ， 
”定理 44 j T == U|T| ESHU 是 近 估 正常 的 ,，p， 9 € 9,. BB 
A 


(1) 
det ge ( {et TD, eat0T7ho Y 
= ep( + |! Jp» 428" Ce, p)dpa0). 
et T) 
QD H I€eC | T| Js zeo(U) hf, 
dete (((U — zy, CIT] — D? 
= exp( + d g' Ce, p) dp do -) 


一 - im 
EST 和 一 了 z 
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附录 ”压缩 算 子 的 谱 分 析 


对 于 Hilbert 空间 上 的 压缩 算 子 ，Foiar 及 Nagy HAERE 
子 的 扩张 ,引进 了 特征 函数 及 压缩 算 子 的 水 数 模 型 ,并 对 压缩 算 子 
进行 了 系 绕 的 研究 ， 我 们 这 里 比较 直接 地 利用 函数 论 的 方法 (与 
Foiag 3t Nagy 的 方法 不 同 ) 以 较 短 的 篇 幅 介绍 了 这 方面 的 基本 成 
果 和 某 些 新 结果 ， 由 于 处 理 方法 和 本 书 的 主要 内 容 有 接近 的 地 
PERI TE SIE 4k. 

在 81 中 ,我 们 介绍 特征 函数 及 基本 性 质 和 它 与 压缩 算 子 的 谱 
论 的 联系 。 在 $2 中 我 们 给 出 了 肘 缩 算 子 的 函数 模型 而 在 $3 中 
我 们 给 出 了 一 般 于 纪 算 子 的 不 变 子 空间 与 相应 特征 函数 的 因子 分 
解 之 间 的 联系 。 但 是 希望 读者 注意 , 不 仅 我 们 所 陈述 的 理论 如 何 
共有 一 般 性 ,整个 理论 (包括 Foiar 及 Nagy 的 理论 ) 实 际 上 只 是 
对 在 某 种 意义 下 接近 西 算 子 或 等 噬 算 子 的 压缩 算 子 才 显 示 出 很 有 
3. 


$1 ^ hF PX 


FriFDE Sk Ey E RECTO SPEI RE, 压缩 算 子 的 许多 性 质 
部 反映 在 它 的 特征 函数 上 ， 它 是 Jimm RË3E Fi 3k 3 qa T (ESI 
进 的 ， 其 特点 是 利用 预 解 式 在 茶 个 适当 的 子 空间 上 的 限制 来 刘 划 
ET. 

1. 转 征 函数 的 定义 

Wk SÉ 是 Hilbert 空间 ,了 是 A REER T [TIS 1H 
于 了 一 工人 是 半 正 定 的 ,我 们 可 以 作出 它 的 半 正 定 平方 覃 

D, = (I — T*TY^, 

有 了 时 世 简 记 为 D。 显然 Dr 也 是 庄 缩 算 子 。 HH T* B EJE SEE 
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子 , 困 此 也 有 半 正 定 算 子 
Drs = (1 — TTY”, 
而 且 De WEES. EPE D 9 De, Dr Drs 部 称 做 了 
的 亏 算 子 ， 我 们 记 
= DRE, Dy = Dref, 
有 时 分 别 简 — » 和 9,. XE TRE. 特别 当 工 为 等 
EFH Dr= 0, Dy = {0}, 而 9r* = (TD). T J pa T 
充 要 条 件 是 Dr 一 D= 0, 
定义 VT Hilbee 空间 2 中 的 压缩 算 子 ,对 单位 圆 dad 
<1 中 每 个 复数 1, 作 Dr S] D.= 中 有 界 算 子 
O71) = [T + aDC] — AT*) Dr] | az 
称 算 子 值 解析 函数 0G) J4 < 工 为 工 的 特征 函数 . 有 时 简 记 
它 为 90). 为 了 把 算 子 O4) 的 定义 域 和 值 域 所 在 的 空间 标 出 
来 ,我 们 有 上 时 也 把 特征 函数 记 为 {全 1, 97, 8(-)). 
租 略 地 阅 ,@xr(2) 主 要 是 利用 预 解 式 《7* 一 p E Dr ERY 
限制 的 行为 来 刻 划 T. 
例如 , 当 了 为 等 距 算 子 时 , e(-) = 0. 
在 上 述 定义 中 普 说 era )9 C D, 我 们 现在 来 证 实 这 一 点 
CFTE (1.6) 的 证 明 ); 我 们 需要 下 面 的 一 些 引 理 . 
859 11 设 T 是 压缩 算 子 ;那么 
TDr = DpT, (1.1) 
证 d TO — T*T) — (1 — T*T)T, 容易 看 出 对 任何 多 项 
式 P 有 
TP(DL) = P(Di)T. (1.2) 
成 立 。 对 于 区 间 IO, 11 上 连续 函数 M+ ， 有 一 列 多 项 式 P.G), 
n= 1,2, :个 
mex IPG) 一 a/t 0, Cao) 


利用 自 共 轿 算 子 Dr 的 谱 分 解 可 知 u 
IPD} — Dr| < max. [PC — V € l. 
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所 以 limPo(D3) = Dr, 类 似 地 有 lim P(DIS) = Drs, dE (1.2) 


HDD P, 代 P, 再 令 n — oo RE (1.1). iE, 
在 (1.3) 中 ;两边 取 * , 即 得 


T*Dr* = D,T* (1.3) 
5|: L2 设 工 是 压缩 算 子 , 则 
S41(1)D, = Dr*(1 一 AT*)7(A: — T) (1.4) 
ru E 
Dq*6:(1)-— (il TU — AT*)" D... (1.5) 


证 d) OLD 立 即 可 知 
6;:(1)D, = Del —T + A(1 — AT*) (1 — T*T)] 
= DI — AT*Y — — AT*)T + ACIE — TIT), 
BUE (1.4) 成 立 。 同样 地 ， 有 . 
DB = [—T + à(1 — TT* X1 — AT*)"]1D;ls, 
—[—T(l—1iT*)-i( — TT*)]D-| s. 
BERN CLS). DEE. 
由 此 立即 可 知 
Ori DE OC Dot C5, 
由 于 Bx ') 是 有 界 算 子 ,从 上 上 式 即 得 
e:(1)9,7 D+, (1.6) 
2. "EE ER SERES 3 SR HE DG 
特征 水 数 除 去 具有 前 述 (1.4—6) 的 性 质 外 , 还 有 如下 的 一 些 
初等 性 质 ， 首 先 我 们 需要 关于 算 子 工 的 一 个 一 般 狂 的 等 式 ， 
引 理 13 ix Tes), 4 为 复数 而 且 C1 一 X27T*) €x 
(2 META | 
(I — TT* XI — AT* Y — T) f 
= (A1 — TXI — AT*)X1 — T*T), (1.7) 
证 上 式 堪 右 两 边 展开 同时 成 为 
—T + TT*T + A(I — TT*XY(1 — AT*y «(1 — T*T), 
BIER 3.7) 成 立 ， 证 毕 ， 
引 理 14 设 工 为 压缩 算 子 ,那么 当 |4| 过 1 时 ， 
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O,5(1) = &,C* (1.8) 


I — 89,(2)*8;(4) = C1 — 14| 0D; 
C — TY I — AT*) ! Di] 4. (1.9) 
证 d aED, b EDn 那么 
COI a, b) = Cas OIDE) 
= (a,[—T + åD — 1T*Y Dí 1b) 
— ((—T* + DT — AT)" Dq*Oa, b) 
= (B i) b). 
由 此 即 得 (1,8), : 1 
Ei (1.42, 
Dí,G;(A1)* — (¿I — TYO — XT) Dy*l su, 
因此 f 
DQ4I— @,(1)*@;(2))D; = E — T*T — (11 — T*) 
(I — ITY — TT*X1 — T* (41 — T), 
H (1.7), EIER E 
i— (il — T*XI— YTY (11 —TX4—aT*y* 
(PF — T*T) — [(I — AT*X(1 — 3T) — (1I 一 T*). 
(1I — TJI — AT) (I — AT*y (I — T*T), 
于 是 即 得 
DT — 6:(1)* 64(1)) Ds = Dr — a 
(G — AT Y?(I — AT*)?D,, (1.10) 
由 此 容易 得 到 等 式 C1.9). HEHE, 
X15 当 TE E 33 TE, FEAR {Drs Dor, 84:3] 在 
ji < 1 中 是 压缩 算 子 值 解析 订 数 。 见 当 |4| < 工时， 
[&; C3) | s 1, (1.11) 
我 们 常用 下 面 的 分 式 线性 变换 公式 ， 设 了 是 Hilbert 空间 并 
HERRAT ERAM alaj < 1, PAF 
Ta = (I — aI XI — aT), 


外 于 


DEE E: 


< 


ICT — «Dl = C: — GT Yeli 
up ALT, 也 是 压缩 算 子 , 记 
R,—(1— |a PO — aT)". 
Jb l ! 
Dr, = RD; Rao Dr* 一 R,Dr*R75 (1.12) 
由 (1.12) 可 知 , 如 果 令 U, 为 算 子 
(DpRu > Dx. 
那么 U, 25 9, 到 9, 的 丁 算 子 , 同 样 地 , 令 VV 为 
. Dr*R#z —> Dr 
的 算 子 ,那么 V, E: r= 到 D, HART. 
引 理 1.6 如 果 [T| < 1. lo] < 1, 那么 


— 4 + . 
anA) vte,(. + z)u,. (1.13) 
证 利用 (1.5) 以 及 相应 于 T, SEA (1.53, 经 过 计算 可 知 


åta 


Dr ker(2)Dy = RDrr@r ( 2-1 z) DiR,, 


FÆRA (1.135. i 
"FH 3540] H8 AA ARE Bz Pa TAE Sfr d A 6 E I A. 
定理 1.7 设 T 为 压缩 算 于 ;|| < d. (12 如 果 x € eCT), HI 
Ba FE CE $us $] 9 上 的 有 界 算 子 :而 且 
64,01) — [—T* + D,(AI — T) Drt] | opa. C1.14) 
(2) 如果 eD EE, HHH dE D $09. 上 的 线性 有 界 算 
于 ,那么 4& oC T). 
证 COD 由 于 设 24€ p(T), 因此 
Q4:(A) = [—T* + DAI — TY Dr*]| DI 
E Dr fj p, 的 有 界 算 子 。 这 时 ,经 过 计算 
2,(1)8,(1) = [1 D — DAI — T)?TD, — AD,T* 
(I — AT* Y D, + 1D (11 — T) Dis 
G — AT*) Dyll or 
= [I — DAT + (A1 TT + T* 
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-iF AT*Yy3 — Aal — TY XI — TT*» 
(I — aT YD] op = fis. 

RUITT 6.(120,(1) = Ilsa BE 9,(A)7 存在 ， 它 是 S 
到 9. 上 的 有 界 算 子 * 而 且 a) = ey M (1.44). 

(2) 先 考 察 4 一 0 的 情况 ， 由 (1.9) 

6,(0)*9;(0) = T*T s, 
HRB (D 存在 ;因此 e,(0)* ”也 存在 ， 所 以 
[9,(0)*8(05] ! 
存在 ;而 且 属 于 se(%;). BRIT*T ,)"]€£27(09:). 另 一 方面 容 
易 算 出 
T*T | wos = 了 | Pr 
所 以 
[fT*T| yorr] € SC OD), 

CT (T*T) € se( 26, RME (T T*y E sg" CC). 于 是 
即 知 TE ` 

对 于 一 般 的 4,141 三 1, 取 a = 1,H (1.135 即 知 87,00) fF 
在 , 卫 为 Dr $] 9,, 上 的 线性 有 界 算 子 ， 从 而 Ts € uA CP). BU 
à —a€p(T). 证 毕 . 

3. We te (o LIEB ERE 

这 一 县 中 我 们 要 利用 特征 函数 来 研究 压缩 算 子 工 的 [T7*ll, 
n= 1,2,--- 的 增长 级 ,为 此 我 们 先 给 出 一 个 简单 的 引 理 ,但 这 个 
引 理 在 压缩 算 子 理论 中 是 较 有 用 的 ，. 

引 理 1.8 设 了 为 压缩 算 子 . O 如 果 z e g£, r< 1, WA 


2= 
1 [IDC ~ remedies 
= 


= 5 CIT z} — ji TEH gjj 


= jx? — (1 — r7) > [Tte pem (1.15) 
(2) BG ja] < re 时, 2 e€ o( T). 那么 对 一 声 x £ 2, 0=< 
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yd. s NU 


rc rp 有 
im 
+ |” tpGet 一 TclPag 


— Sr rote 


= +a L A Nd  (la6) 
*=ü 
RY. 
证 (1) 利用 展开 式 
(1 — re TEO = s Fn Tee 


r= 


% C1.15) 式 的 等 号 左边 进行 直接 计算 即 知 左 边 等 于 


>` [|D.,*Tr*sx||2 25 = 5 CTI — TT*)T*"x, x) 
a=0 '"-Üü 


= > | 7572x122 — > 上 下 全 本 Tri 


这 就 得 到 《1.15)。 

Q) IH (rà? — T)! — TOU — re TO, 类似 于 上 
述 计算 可 知 (1.16) 左边 等 于 
E rep prod), 


这 就 得 到 (1.16). EE, 

现在 给 四 特征 水 数 之 逆 的 增长 级 与 了 "* 的 增长 级 之 间 的 关 
A. 

定理 1.9 设 工 为 QE HAER P T, k 22 0, BB Z, THE 
GE m B. 


IT] -—200555, n— oo . (1.17) 
akot E PF REESE — Ep) s EA RD Br 存在 ,而 县 
n 1 ` iL 

leai = o (i) i>as (as 


. i85. 


证 ”充分 性 W aa), |2] < E ZEE, ME (118) RY. 

由 定理 1.7, T! € Z(H) B 235 12] < itf, 
GET Ee Z(Y). 
FRH3|R 1.8, 34 pe LPE (1.16) Ra. AmE CL. 4 [2] < 1 
时 
D,(Al — T> t= O1) DT — 1T*) `, (1.19) 

id (1.16) 所 确定 的 + BERE fn z). Ei C1.18—19) 有 正 数 
对 使 得 

Hosa) = E |y Ie emnes (i — re T* Y'a uo 


7a - »* 元 NIS — re? T* ) ix pa, 
— r - 


1 (Ip — re? THY ela = lxi. 
2x -0 


因此 
M fe 
Krax) =< a — pk 
由 《1.16) 易 知 


Krsan) > > CIT — || T "|> 


EN lr 7a] + s fo TÀI 一 "E 
PE 


一 lel > rmx — fal. 
从 而 
[rel < em (1 + L2) iet. 
取 r 一 1 一 一， 即 得 


IT nel < MI mls]. 
此 处 M 为 一 常数 ， 这样 就 得 到 《1.17)。 
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ETE. Toeg GO» E. (1.17) 成立。 那么 易 知 了 
的 谱 半径 zu CT D 适合 
r, T) = lim V |r] < 1. 


因此 当 0 < |2| < 1 时 ，( 一 TT 一 THT A t € sZ 
(2). BEM 1.7, GO) Yee, mH e Ze 到 gg. 的 线性 
AEST. Hi (14) uADi-o0nm, 
8, (1) = 8,417). 
# (L9) rh Ty T*, 4 为 4%! 得 到 
[Br ]*[67(1)^1 — 1 
= (1 一 DD — TO — TY "Del e, 


因此 
[eC] s 1 + (1 — De — Tt) lp, (1.20) 


但 是 由 (1.16), dE Rh Ep TA T^, 得 到 


¿= . 
J ("ore — T+ x 
2x ¿9 . 


= (1 UN r3) 5 | 7* 77711? 
LEG 


« M — r 3 + Drel 


Mile 
G — rt. 
ILIE M, M, WD WAK IH Cauchy 积分 公式 
Dis( redi — TT) | 
Z= Je re? — pea 
再 利用 Schwarz 不 等 式 得 到 
Dear 一 Tt) 
1 


< " [DC re] — T>] 
"mL 


=< 


d^, 
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aP 48 


x E — ry 2, 585]1 ` 
但 根据 Poisson 公式 
Ñ+ = = 1. 
Za Jo |e — rei |2 1 一生 


[Dp (I 一 T*5^u|| < = ape 


把 它 和 C1.20) 结合 起 来 就 得 到 《1.19)， 证 毕 ， 
ATE 中 的 压缩 算 子 ,那么 对 每 个 xc 2, 
(T*spsx, s) — |==, 8—40,2,- 
是 单调 碱 少 的 非 负 数列 ， E I E E TERR DR 


At — W — lim TET", (1.21) 

容易 证 明 i . . 

T* AT = A}. f (1.323 
BET.S,A A47 ABB F SZ (.2F), mE l 

T = ASA, (1.23) 


MART 5 S ERHI. 
X110 设 了 是 压缩 算 子 ， 那 么 工程 似 于 一 丁 算 子 的 充 要 条 
PEREA A. | AE < r, oD FE mAH e 使 
BLO se, [A] < M. (1.24) 
证 ”由 定理 1.19， 我们 只 要 证 了 相似 于 酉 第 子 的 充 要 条 件 是 
T E se Ce 而且 — . . 
|z | < K, n= l,2, "5 (1.25) 
Zi T HIT VSAK S, B TOC € se( ee), fn B Ei (1.23) 可 知 
iri = [47s <la lla, 21.2.:-- 
KS EDS SR. 
有 反之， 如果 T t€ sZ (PZ mE (125) mr. 那么 由 (1.21) 


. " 1 
jarli = im ltem ll. 
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[B 47 PARIR RIE dre sl 9E). IE S = ArT AT WT 
似 于 S, 由 (1.22) 得 到 
S*S = ATST'AITA.U—I, 
然而 了 TE se( EY, Ml s t e se( Perry, BBS ABAT, JX T 
相似 于 西 算 子 .证 毕 , 
$2 函数 模型 

本 节 中 我 们 要 建立 压缩 算 子 的 函数 模型 ， 我 们 先 把 正 缩 算 子 
分 解 为 西 算 子 和 完全 非 画 的 压缩 算 子 的 相交 和 ， 从 布 只 要 考察 完 
全 非 再 的 压缩 算 子 的 函数 模 旬 .。 

1. 完全 非 天 的 压缩 扯 子 

设 了 是 Hiber 空间 A 中 的 线性 有 界 算 了 于 ,如果 不 存在 一 
个 非 零 的 子 空间 Cu ETET L ARAT, HERT 29 5G 
全 非 本 的, 

引 理 Zl RTH A 中 压缩 算 子 , 令 G€U X 2 中 满足 条 
件 | .. 
dix = ITa = +: Xt 

= T= irte = (2.12 

的 向 量 * gi. 382.9077 E ud Ro HT-T- 25 BJ, Lone 2345 T, 而 
B T| xo EKAT. E 

证 由 于 了 为 压缩 牌子， 因此 有 半 正 定 算 于 Dr”, Dass, Miu 
D,*x = 0 Eir T Orr, z) = 0, 这 又 等 价 于 

ML e 

R Dr = 0 等 价 于 sli = Tta 


ere a n CAO; 0 AO i)? 
FASET ARME 自然 是 团子 空间. 


. D LA) RR asas, 
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今 证 CO HE T. REEL H regea, MATH 
[TCT = [Txll, s—1,2,-- 
XA TT: = >, A 

ITET) = Tf? [fix ~ Tr, s—152.-- 

因此 Tx € GE “类似 地 T*x e QE, Bp Oe? 2E T, 由 于 
T*| =s) — (T| =u)", 
M. 26 gg SON (2.1) TA T | e 0? REPRE, VE EE, 

现在 给 出 压缩 算 子 了 为 完全 非 酉 的 充 要 条 件 ， 

5132: 22. in Tese), mA 2F 中 不 存在 满足 条 件 
C2.1) 的 非 零 向 量 x*， 那 么 是 完全 非 西 的 , 反之 若 工 为 完全 非 西 
的 压 综 算 子 ,那么 在 OC 中 不 存在 满足 条 件 (2.1) 的 非 零 向 量 x 

证 如 果 了 不 基 完 全 非 瑟 和 的 ， 那 入 存在 闭 于 空间 uc e, 
A = (0), £F. 约 化 了 为 西 算 子 ， 任 取 x 550, x €. Hb x m 
TRUE Eder (2.1)。 所 以 定理 前 一 灶 是 正确 的 。 

反之 ， 设 工 为 完全 非 西 的 压缩 算 子 ,由 引 理 2.1 aAA ge 
—(0), BUR dE HERR (2.1) 的 非 零 向 量 ， 证 毕 ; 

Hg 8 T P nl 828 Pa SET RUSSE EPI Pk -T- BJ BL 22 All. 

定理 L3 设 了 为 Hilbert 空间 .多 ut BH ACT. NL 
子 空间 2 30 r0 qu 

P = UC COE 9, 
FEW HAE T, TU = Tiu DA i TO 一 了 | wm 为 完全 非 
B. | ^ 

证 69€ 00 05 € 中 使 (2.1) 成 立 的 向 量 x 全体， jn 9*7 
= OQ,  pm5|m2muBiu SI ot RHET 9 T" 是 西 
BRI. 显然 26 中 不 存在 满足 条 忻 (2.1) 的 非 零 向 量 ， 由 引 理 
2.2 知 了 是 完全 非 外 的. WES 0 

我 们 称 .上述 定理 中 的 T) 为 了 的 本 部 分 、 而 TO R TAE 
SEES. . U 

特征 函数 实际 上 只 描写 了 算 子 工 的 完全 非 本 部分. 

定理 24 AT% Hiber 空间 g RES T, T? 2 T BJ 
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Si 4b HERBA, HOA. 
DUY = Orah, |à| «1. (2.2) 
证 epo 和 po 分 别 是 2 $2) 20€ 0304€? 的 投影 算 子 ， 
Wi) : 
T= Tp + TOpo 
因此 
了 一 T*T = p? + p? 一 《了 和 Po + TO*TOP™) 
= (1m — T Ope pO 
其 中 109 为 € 9 qm dg S8 3 T. rH RT RE 
Dr = Drop® 
ALE D = Drospm， 因 此 
Qum S) p, ge = SO cos C pm. 
于 是 容易 算出 (2.2). WEBS | 
Wo 1526 3 SIE HEPKT TAERAA], Num T oso 
全 非 再 的 ， 下 面 我 们 给 出 完全 非 西 算 子 的 一 个 有 用 的 性 质 . 
引 理 2.5 设 工 是 Hilbert 空间 .多 中 的 完全 非 丁 的 压缩 算 
T. de o4 X 9E 中 满足 如 下 条 件 的 向 量 * 的 全 体 ， 存在 非 负 整 
X Rd T*tx 可 以 表示 为 如 下 形式 


TR = > T*"Dyi,; I (2.3) 


uini i 
其 中 普 为 非 负 整数 ,use Drs n=0, 1, 257m. WA o RE QE" 
的 稠密 子 空间 . 
证 — 显然 是 名 的 线 些 子 空 间 . EA E X h, P. 
要 证 明 t 一 (0) 即 可 ， 因 为 当 x*k 如 时 ， 


ami 
Drz = >, TI"DÁADT"x). (2.4) 
m-ü i 


IEE Dye CH LIPA EC r 
T Dx = D;2T""x (2.5) 
H (24—5) 可 知 Dj QE CA , 3E y € o" 则 必 有 
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ylD;mJ, yp De, 
因此 . f 
` |a — Ersy] = Drys y) = 0 i 
lyi — [Tyi]? = (Dry, y) = 0, n=1, 2, 
由 引 理 2.2 和 了 的 完全 非 西 性 可 知 y 一 0， 即 .到 = (0), iE, 
完全 非 酉 压缩 算 子 的 函数 模型 

由 于 酉 算 子 是 较 清楚 的 ,由 定理 2, 我 们 首先 只 著 罕 完全 非 西 
压缩 算 子 的 函数 模型 ， 为 此 我 们 需要 先 引 进 一 些 记号 . 

本 了 段 中 ,我 们 将 在 到 济 度 空间 Q = (C,,8, m) ERT DRI 
平方 可 积 渭 数 空间 LD) 和 它 的 于 空间 Hardy 空间 HD), iE T 
是 Hilbert 空间 r LERET, @,C 2) 是 它 的 特征 通 数 ， 由 于 
B@(.) 是 算 子 值 解析 国 数 而 且 Hra < 1, lal m1, 我 们 作 
E(D) 中 的 压缩 算 子 日 如 下 ; 3 /e HO) h 

(GNA) ~ OYA), il x1 
根据 定理 LL， 2.4 HA CCo 8, 1mm) 上 压 编 算 子 值 的 可 测 函 数 , 05 
记 为 64e?) 使 


f cente?) 一 &iCe" )fCe?). 
2150 2a "exce Cre) — BAe er as m 0 (2.6) 


ETTET 我 们 还 可 以 证 明 对 每 个 
rto, 

„Em le: re )* — ie" | = 0, 
但 我 们 本 书 中 并 不 要 用 到 它 . f 

H T [exé] < T 9:00*940) 20. 我 们 作 

s (95) 中 半 正 定 算 子 

Arlet) = (1 — Bre y OLA, 
有 时 简 记 它 为 AGO R A. BI AC) BL e" I9 AC) 
是 算 子 值 的 可 测 函 数 ， 我 们 记 

AL'(9:).— (Af € L00:)), 
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这 是 LOC Bude ET S [a], ilay AL). 
HERETER, Æ FIS JL P ER, A Riy T E 
Hilbert 空间 € 中 的 故 缩 算 子 而 且 是 完全 非 本 的. 
引 理 2.6 YET x€-0€ , 作 函数 
DI — e" T*Y iy ~ > DoT gent, (Q7) 


r= 


PACET HUS). 而 且 有 等 式 f 
Ip = E P pisc eT lar ems (2-8) 
JL D; = (I — TT*", Arx = S — lim(T^T*7)x, 
证 经 过 直接 计算 可 知 | | 
Plpar ea 3) rtp prts 
~ tm 0 Q5 


EN CER SK (2.8) 属于 HC 而且 由 (2.9) BIA (2.82, ERE, 
3]: 27 如果 *， y€ e, n, m =)D), i, 2,:- E EPA 
(Ave Tx, Aq HTTP) 


1 — r? 1x . . . 
= dm - j (eI (I 一 re TY le, em 
ri 之 me ° : . 


(I— re'?*T*)?,)dr, (2.10) 
证 HT Cejas 0, +1, 2) 是 LXC) 中 就 范 直 交 基 , 容 
易 算出 , 当 Url, m >n h, 


2 [1x . ; ; 3 
tr ("Grm — ret T Y] uye QI — reHT*)y)di 
AX 9 m v 


ua a — e) M rttm eC RS, T'emoy) . 
k-D 


= zc T*= sy) + > k (Tt... q'trn m) 
k=1 
— (Ty, Te (2.11) 
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由 于 级 数 


e T*"7*y) + M [tCT**x, Trta) 
- k=1 


— (Tr, q*69079y)] 
= lm CT**z, Tt) = CETP ArT” y), 


XH (1.22), 可 知 上 述 级 数 的 和 又 等 于 【2.102 等 式 左边 。 由 Abel 
的 第 二 定理 可 知 当 > — 1 — 0 BF, (2.11) 的 极限 为 【2.107 的 左边 
所 以 (2.10) pk ir, 2840289 3] H H a Z9 m Bj, (2.10) t E yz, iE 
EË. 
3& 2.8 ia, b EDr, m, n= 0,1,2,::*, BA 
(A T*"Dia, Aus T*"DQib) 
1 


- » NOUO em Ae) de, (2.12) 


AO 在 《2.10) 中 令 z = Dra, y DH. MAGA OLIO) 的 
üm i [ac osa — rhy? 
(I 一 re"  *) Dzrnefmta, r'eUb)di, (2.13) 
Ei (1.3) RTA (213) 成 为 


Ix » " ñ H 
lm +f (UI — Bre" )* 8 Cre" reing, rhet b)di 
9 . 


r-1—0 fx 
i 2: 
2 
oT efto Gr refP)phe bod, 
一 = NCC 一 Gi(e")* exce" ))e "a eb) di, 
这 就 得 到 (2.12). EE, 

引 理 2.9 对 每 个 re 9E ,存在 唯一 的 函数 eC i) € ALD) 
HERH 


r . . 4m N 
(eig, eb) — lim | CO ret) 


ü rF-1-0 Zm Jo 


3 R 


Qixtxp(o ir) reg 
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为 9€ SALDO) 的 线性 算 子 ,满足 如 下 条 性 : "a Dr 时， - 


ple”, Dia) = Arle” Jea, (2.14) 
XH xr £ 2 时 ,有 
ple”, T*x) = e "ple"; x) (2.15) 
mr. mH 
lec x) ln; = Aer] . (2.16) 
证 ret, 而 且 形 如 (2.3) 时 ;我 们 定义 
ple”; x) = Arle") > e, (2.17) 
m= 


显然 这 个 函数 满足 条 忻 (2.14)。 由 于 这 时 


T'(T*x) = Sy TetiDrar, 


=Ü 


因此 
ps T2) = As) S ro-oes m ¿CP (e. 
w =- 


这 就 是 (2.15)， 由 于 {2.12) 可 知 
leca liro = |C yt ps xY HS 
一 > (ATI Dj, 4, T3" Día, 2 


一 [4;T**x|[*, 

BERI (1.22) 就 得 到 (2.16)， 

由 于 2€ TA mA. Hd QO.6)"(AIBDEXRBELT 0: x 

> pC ;x 可 以 唯一 地 延 括 成 EE — ADOS) 中 的 线性 有 界 算 

子 ， 我 们 把 延 抽 后 的 算 子 仍 记 为 p, 并且 仍 记 Bx plir). € 
然 这 时 4 xr € 2 时 ， (2.14—16) PÈ. 

FEA E 3 I (2.14—16) 的 pC 5; x) 的 唯一 性 。 由 (2.14 一 

15) 30 pC x) 对 z 的 线 年 可 知 当 xe ort 而 且 形 如 (2.3) 了 时 必然 

成 立 (2.17) 再 由 .好 BRE PE TU p HJ REREQ2.16) ETAT x € 9 
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— BF, pC x)niBIo( x). x € -人 唯一 地 决定 . 证 毕 。 
下 面 我 们 谈 到 eC 5 x) 即 指 此 引 理 中 的 函数 ， 
现在 转 人 本 节 的 主要 目的 ， 
”定理 2.10 设 了 是 Hiber 空间 3€" ke dEPHRUIE A Pr. 
T. 840) 
Vx > Dep — 6UT')xwy(eU:x), re gE, (2.18) 
是 2 到 Hilbert 空间 
ee — HO, A,L(9;)O(8:4]Ar [h € H'(97)) 
上 的 再 算 子 (27 向 量 vve P 的 充 要 条 件 是 . 
(0 Ofu + Arr) LEPO. (2.19) 
(D 算 子 个 一 FT 二 具有 如 下 的 形式 
Plue) — (e*u( £7) 一 re ja) De ete) 
— Ax(e")a), uve, (2.20) 


其 中 
a = L| emo) e Ceca. 
而 且 . 
T*[u£Do] = e Lule") — u(0)]pe-? (e, 
“Dv € gf. (2.21) 
证 O RAETH EEK T, H (2.8) fü (2.16) 可 30 
是 等 距 算 子 ， 现 证 VE 一 她， 性 取 xE 2, € D+, 34 1 为 
非 外 整数 时 ,由 《1.5) 可 知 
(DeU — COT*)«, 人 (CD 
— lim CC ID — rT s, C Yy) 


,lm (U — r(- 9T) GEOM — T*) 
G — CTS). COS) | 
= dim — (DG — rC PT) COCOS 


L— (DG — (ry: 


= 156 * 


OL — rCOT*( 0s, C: yy). (2.22 
然而 《2.22) 最 后 一 式 第 一 项 中 未 取 极 眼前 等 于 


LG. (COP — r(COT*)?Dy) = 0, 


再 利用 (2.10) 30 (2.14—16) 可 知 (2.222) 应 等 于 
(AT tr, A.Dy) = —(p(55 T3), pt; Dy)) 
= —(C z), ACOCO). 
这 就 是 l 
(Vx, G6C-9( DAC XX: Yy) = 0. (2.23) 
由 于 (9C O0) vi AC)200)y | 22 0,5 € 9) 的 线性 组 合 全 体 在 
A m (O&DAA| A e H(9)) 
HRR H (2.23) 可 知 VE" 1 oe 
# l LZ = VADA, 那么 为 了 证 了 为 本 算 子 :只 须 证 
H(9,)DpAL(9,)-— 9. ` (2.24) 
我 们 先 证 明 s# 对 算 子 
U upel cp 的 ep 
TUE. HH (3.40 可 以 知道 
"Dali — e T*)s = Dld = ¿payani — Tx 
+ Da — eUT*) Tx = 80e I Dx 
«DE — eT*) Tx, (2.25) 
MOH (2.14—15) 得 到 | 
e AC Dr = ip(e; DU = gle”; x) 
— ple”; T*Tx) = ple”; x) — e pe; Ta). (226? 
H (2.25—26) 得 知 
UV: = VTx + ODDAC € L 
X SR ULAC CO , 因此 
u= c=. (2.27) 
再 利用 (2.15) m (227) 得 到 
Dimo 一 DiI — e" T* ) !x€BpCe" ix) 
一 D KI — e*T*) TrDe gle TÒ 
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= Vr — UVTxr€&. 
XH (2.27), H n ZmOB.U'SACRAC.BIDLUUDsxQ0oes. BH 
CE = 是 闭 于 空间 ;所 以 
H'(9,9(0) C 9. (2.28) 
LM (2.14—15) , 我 们 知道 
pe^; T*" Dx) = e7U Ale r, n=l, 2,-:- 
EM, (2.28) 我 们 得 到 
OP Ale) = VT** Dx 
— Dll — e Ty To Dp € on 
再 利用 Prs C e" (n > 0) 453 
(0)YDALX3)C s. (2.29) 
MÀ (2.28 —29) 得 到 (2.24)， 因 此 TV 如 一 E, BB V ARAF, 
(3) MK 
Dyli 一 e" T* y T*x = e" (D, — e TY a — Dux) 
及 (2.15) EREE (2.21). 
Q) B Q21) 可 以 算出 当 Dr € QE" iuo c 227 f. 
CP CO), uv) = (Qv, T*Ga Qn) 


= (Uur), inv) 
因此 
Tuto = U(u(Be) + f. (2.30) 
此 地 fE Og = N. BI h < HO) 使 
了 一 654083, (2.31) 
DE B. 由 于 ape, H (3) 和 | 
8*6 + A=] (2.32) 
立即 算出 
COLGCO*a(-) + As] + 4, H(9), (2.33) 


但 «qe XE (2.19), RJ. 
8*(c)u(e) + AC) (e) ~ Sema, (234) 
` m=1 - 


办 此 由 (2.32—33) nj I 
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a, + ALEO), 
hl ne H (9), 所 以 二 一 一 mt， 这 就 得 到 (2.200. 证 毕 . 
32.11 设 了 为 Hilbert 空间 -2#“ 中 的 压缩 算 子 ， 则 必 有 
Hilbert 空间 8 € 和 站 du FETU tE 
(o T'—PU'l,., n=01,2,3,---, (2.35) 
HE Pou P 到 267 的 投影 算 子 . 
证 ”不 辆 设 工 为 完全 非 十 的 压缩 算 子 , mE T 为 定理 2.10 中 
的 模型 对, 2X 即 为 gP. 这 时 只 要 到 
Z -Le 四 FS5) 
U 为 算 子 uo e"uCDe"tv, wx 四 ve 天 .那么 由 (2.21) 容 易 算出 
| Tt PU n-1,2,57 — 
TÆR e ERI (2.35), 
现在 我 们 可 以 给 出 一 般 压缩 算 子 的 函数 模型 ， 根据 定理 :1 3， 
定理 IIT, 2.4 和 定理 2.10 立即 得 到 
定理 2.12 ATEN Hilbert B DURS TERR T, 
一 ge gro 
AHT T Np GE "2 Tlen AART, T” = T| 为 
完全 非 西 的 ， Po ，p9 为 AE 到 如 "和 局 上 的 投影 WA 
必 有 可 术 Hiber 空间 6, 测度 空间 2 — (C, 9, a) HR a — m 
+ v, m 为 Lebesgue 调度 , > 为 奇异 调度 ,标准 的 ) 投 影 算 子 值 函 
RCO), KA CA R LQ, E, RCE )) EBERT z: kamas ; 
z) 使 算 子 
W x> Dl — eT) ple"; ps) 
Ben; PU, xe, |^ (236) 


298€ 到 
È = OAOA LDS IADA] A E HD 
DLG, s, RCJ) 
上 的 西 算 子 ， 而 且 相应 的 全 一 WTF REA FHER 
TOGOG»OopD =s Ce" un(e) — Alea) D eo e) 
— Alea Pe e) (2.37) 
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其 中 
a = E (TOU) + ase), (2.38) 


而 
Pru DD = e" (e) uO Be sve Be e"). (2.39) 
例 特别, 当 工 为 等 了 距 算 子 时 ,这 时 Dr 一 0, 9,(-2 9 0. H 
JS? 退化 为 . | 
S — PODLA, s, RC), 


而 
fp = euB). 

所 以 了 的 完全 非 西 部 分 TO HARENS Hardy 空间 DAE 

HREF CO CWO), KEO TO 又 称 为 意向 平移 算 子 . 

因此 等 距 算 子 分 解 为 单 向 平移 算 子 和 西 算 子 的 直 交 和 。 空 间 也 作 

相应 的 分 解 。 这 种 分 解 又 称 为 Wold 分 解 . 

X38213 ZD, D, 是 两 个 可 析 Hilbere Zi, {D, D+, © 
C) 是 单位 夯 上 的 压缩 算 子 值 解 析 函 数 , C0, e, RC) 如 定理 
2.12, fE : 

AC) = G — e(-)*e(- 2, 

pP —1HP(S,XDAL(9)O(GAQAALAe (DY) 

OLC, s, RCY). 

又 作 HATI dT. " upro eg? 时 ， 
T(uOvO) = Cu(e*) — Ca) 
图 (erefe — ACIa) ef^), 

Rh a= 人 eO Ue") + ACC). BBA T E 
P 中 的 压缩 算 子 ， | 

另外 我 们 还 可 以 把 空间 ALIAD) 更 加 明确 地 表达 出 来 ， 我 们 
id Rale) 9 D HAGOD 上 的 投影 算 子 , 那么 RC) 为 强 可 测 
的 投影 算 子 值 函 数 ,我 们 记 | 

RAL'(D) = {Ra KC YI € L9). 
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这 是 L'(9) 的 闭 子 空间 :也 成 为 Hilbert 空间 ， 这 对 有 


引 理 2.14 AL(9) = RAL'(9), (2.40) 
事实 上 ,显然 有 AL'S)CRALX9). Ai 
RAL(9)CAL()9), (241) 
E ER CRI 
0, 0 = 1 = 1. 
2n 
qu) 201—1, <, < 


in 
i 

1 — = 1 x 1. 
5 


利用 ACE 的 谱 和 分 解 易 证 ， 关 z € P BF. 
lim [pA — Rale”) = 0 (2.42) 
EZAR s.) == Pal), 《 当 0 < 1 = 15, X. $0 — 0. 
JBZSHME—feLY9),d4.CAM € LO), [B 
QA) 一 APICAD, 
BEA pal Aa € ALD) ELT lela AeHa s HIEMIS, 
Hi Lebesgue 控制 收 化 定理 可 短 当 n,m 一 oo FF) 


le CAE — es A — 2- |” e Ca G0") 
— Pak ALED | di — 0 
因此 必 有 gE ALD) 使 
lim Ie. CADf — gll» = 9. 
这 时 必 有 自然 数列 Qu) 使 对 几乎 所 有 e” € c, 
tim llpa lA DICE) — gleam 0 
成 立 、， 于 是 对 几乎 所 有 的 ¿t 成 立 着 
g( c) = RLC. 
这 就 证 明了 Raše ALD), HJH (2.41) pir. 从 而 (2.40) 成 


* 201 « 


$3 不 变 子 空间 


本 节 中 我 们 将 利用 定理 2.11 rH Boii BEDS FE 58 TE TT B5) A t 
模型 : 抬 它 的 不 变 子 空 间 形 式 与 @,( ' ) 的 某 种 形式 分 解 联系 起 来 . 


1. 和 子 空间 的 分 析 


TÆ Hilbert SJ] POEMAT. O7. ET UO RR 
变 子 空 间 . 我 们 注意 尽管 GU REE 2.3 分 解 为 GU (9€, 


GÜ ,未 必 可 和 分解 为 


EPO, APCO, co 


而 且 SEP, QU? 也 未 必 是 TO 和 了 的 不 变 子 空间 。 因 此 我 们 
在 研究 不 变 子 空间 时 ， 定 理 23 中 的 分 解 并 无 直接 帮助 ， 而 且 也 
没有 理由 要 限于 对 完全 非 西 的 压缩 算 子 来 讨论 .因此 我 们 用 定理 


2.12 或 定理 2.13 中 的 函数 模型 ， 在 本 节 中 就 假 进 € 一 


Tf. 
id 
G4 — (65 ARQO|A € HX). 
G = (GrtDAo(Q0|r € LDH, 
gg = L'CO,XDRAL'(9)QL'(, €, RC, 
d. — H(OS,)ODRAL'(9)L'(Q, €, RC), 
4 = L(9,)0L'(9))0LP(90, e, RC), 


这 时 et 一 党 + 日 G+， 记 P+ 为 SE, 到 如 上 的 投影 算 子 . 


RF LERE. AAT 
U (uD pIe) = gule De ule Dee" 
它 可 以 看 成 A 中 及 其 于 空间 中 的 算 子 、 又 作 等 距 算 子 
U, = U lag- 
那么 U 22 IC R, 而 且 当 Dei e A hi, 
U CeDo Pie) = e (uo) — 
uO Be "vCe") De" e") 
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em, 


P > 


(3.1) 


ii mp A d. 


我 们 现在 着 手 分 析 工 的 不 变 子 空间 的 形式 ， 
513.1 i8 9€, E TBS KEE [Iud ZZ, XC, 
S = RAL'(SDII(O, e, RCG). 
那么 必 有 分 解 式 SEL = SED, TE Ua, ES U| a, EIE PEE T. 
又 有 A WE U | 为 单 向 平移 算 子 ,而 使 
CÓ, = [02D A, 10 Gu... €, PO NBAA. (32) 
证 显然 2 T* RdET mu. H (2.39) 40 (3.1) 可 知 
T* = U| >, 
因此 A = ROPE, 成 为 QU 的 不 变 子 空间 ,这 样 一 来 ,53+ l 2 == 
Ule EZ ASERT. AA S PANA R SEAT Uila 
E Wold 分 解 


R — RDR 
f Urla, 为 单 向 平移 算 子 ,而 Urla WAAT. 由 于 OU. 在 
HD) = Soc. 
EELER M AR FA 
RCR, 

iR = S0 OU, 那么 

CQÜ, 一 ROGOR, — aoc, 

GC, = H9,)3: GO 9€,, 
由 此 即 得 (3.22， 证 毕 . 

为 方 恒 起 见 , 此 后 记 
€,— 0,, 6,—9, 区 ,一 上 (3.3) 

又 作 Hilbert 空间 


€ = CDEDE,. (3.4) 
把 € cb ECTAEmGmER (4,2) 有 形式; 其 中 An € 6. 由 于 
下 一 下 十 Du mm I Fe9,m(F)-—0,»(C4F) 一 0. 我们 把 
R 看 成 L'CO, G) BJ T 22 8] BUS ee Df € R RERE uon] 
与 L(a, 8) 中 的 函数 
| 0 pog», (CF, 
aem | OCO, re CAF 
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TARR. $ Pa 25 L'CO, €) 到 22; 的 投影 算 子 ， 由 于 Pa, 5U 
可 以 交换 ， 报 据 定 理 UH, 2.4, FE O LEE SEC" iE AI I OU PR EX 
PC 使 得 
(aC) = PINK), JELO, ©). 
现在 来 决定 PCO 的 形式 .我 们 记 
Ri) = Rae), R (e) = R(e"), 
B5|832 34; — 2 gi 3 87, 存在 区 到 ;的 三 个 互相 直 交 的 
子 空间 的 摄影 算 P Pl, PC) 80 010270, 2E GE GE # + 
Ale s km 1, 2, 它们 具有 关系 式 
Pile) + Pyle”) + O (et) = R (e), 52,3, (3.5) 


和 
Ale”) + Aa) m D (et), 1=2,3. (3.6) 
XU IA QC, 为 始 域 ， O.( G, 20 BRUST RAS EB ROT" V Ce") 
满足 条 件 
COLE — A VO ee (3.7) 
TES P Çe), 4 = 1, 2 成 为 
Ü Ü Ü 
Ü Bg By | (3.8) 
. Ü Ba Ha 
其 中 Ba 一 Per + Ale”) Bs = Pule”) + Anl”), 
B, = CICA akle) — AmCe yPv Qe), 
B. = C71 (AC) — Aale Y? V e*t, 
证 ”我们 暂且 固定 一 点 er, BIS AUR IB XE E: e". 
记 P.7OQPuDu-s as 由 于 
S, C(OKDL'(C9)9L' (2, e, RC). 
BIEL Piy = 0, È = l, 2, j= 1,2,3. 再 由 P, BJ R HHE tE xz BD 
可 知 


Pan ™ 0, =l, 2, ;= 1,2,3, 
ARIA Prs isj = 2, 3 就 行 了 . UTD 
P, — P= Pi 


可 知 Pau, i = 2, 3 AHIR Pia = Pio. d H. 
Pia — Pip = P,aePIs. Pig o Pia = PaPa (3.9) 
PasPrss = (1 一 Pa )Prn- (3.10) 
现在 我 们 来 解 方程 组 (3.9— 10). H (3.9) 可 知 0 < P. SI. 
令 O04 为 区 到 
(OD; — PiE 12,3 
的 投影 算 子 .为 以 Qo 268518, DA QUE 为 终 域 ， 而 且 在 
(OE 上 为 零 的 部 分 等 距 算 子 , 那 么 由 (3.9) 可 知 
Pin == Vs 一 Pia". G.I 1) 
这 时 (3.0) 等 价 于 
V ,P, a 一 (I 一 Pya)V,. I (3.12) 
又 记 4,; = P; Qui RA (3.11) 成 为 
Fidi - (O, < Ana) 
又 作 Py = Pi — Qui, 那么 Pi 是 投影 算 子 ( 它 的 值 域 为 Pii; 的 相 
应 于 特征 值 1 的 特征 商量 空间 由 于 
Pa, + Pa, = Pas 


可 知 
Pu + Pr = R, j—2,3, 
Ps + Pm = 0, (3.13) 
由 (3.9) 和 (3.13) JAW k — 2, J = 338 k — 3, 一 2 时 
Py; — Pj; — PuaPh = P; PB, m Py; — Phi. (3.14) 
所 以 O, = Qu, j= 2,3. 我们 把 Ox 简 记 为 Qj. X.H (3.13) 得 
Pu + Py + Aj F Au = Ri, j—2,3, (3.15) 


TEA P, LPS. aH H (3.13) fu (3.15) 得 到 
Ay + Ay = (Pu; + Pai) Qi — R.O; — Qj. 
这 就 是 (3.6)， h (3.6) M (3.15) 48 334 (3.5). 再 由 《3.12) 和 
(3.13) 每 到 
VF 一 53) = P, = —P;x 一 Vias 一 25), 
因此 V, = —V,, RTE V = V,, M| V,--(—1)V,&— 1,2. 于 
是 Pi 形 如 (3.8)， 证 毕 . 


* 205 * 


EUER HERE 3.2 中 的 分 析 求 出 空间 Së, 的 形式 如 下 : 
引 理 3.3 空间 GP, 的 形式 如 下 : 
S, = OPUCH AuCOCODGCO 
+ CA VC 2C) E PUE), 
gE QLD), e P (Q, 6)), &£—1,2, (3.16) 


同时 . 
P,G == (0D Ag) — 1A Vgl 
f€ PGL(9), g € QG,L(9)). i (3.17) 
证 (1) 由 引 理 3.2, A, rn BET] — ECC XE 
DIP yp + AP + (—1) C44 一 AD Vh] : 
GL Pad + dude + C—1)* 4, 一 ALY?2V*o], (3.18) 
Fh pE LCD), pE L'(0, e). 因此 
f = Pap € PoL'(9), 
k = Pup € PAULO, g), 
ii 
g = AY + C—1(04 An) V9, (3.19) 
BAZ, g€QL'(,) AA (3.7) 又 得 到 
V*(0, — Ap V = AM, pau = (0 — Ap) rF, 
(IAV tg 一 dd + C—O Ai 一 JdiyY^V*p, (3.20) 
Hi (3.18—20) 得 知 SZ, 必然 包含 在 《3-16) 等 号 右边 的 空间 中 
5 —Hili MER f 6PoL 9), g € QLD), h € P (Q, 8) 
E 
p= f + Ang d—h-bC—DUGV*g. 
由 于 QLP, O, 1 Pa, Pel Purp = f, Ppob = À. 
M HF 


Auf = 0, (Qi 一 Ay) Vh = f, 
AXCA2g) P (Qu — An) VCAYV*g) — 0, 
因此 (3.19) 也 成 立 ， 这样 一 来 ,63.16) 等 号 右边 空间 中 的 向 量 也 
形 如 (3.182. AREA (3.162) 成 立 . 
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(2) 再 来 证 明 (3.17), ER 96 aP 0 € G, H ç € LC), 
根据 (3.16), HA fa € PuL ID), g € OLD) 和 4, € PuL 0Q,e) 
使 


PlBvDAv DO) 
= 0CD(f, + AGE DO + SLARV gi). 
dH-T*I H f€ PL (9), g € QLD) RIA € PAL'(CO, e) H 
POA) — Prp AszEDO L 
OP + ADDU + C— DAATTV* g). 
并 利用 G.5—7) 我 们 得 到 
(h 一 Pairs) + (g, — AAA g) + (Ak, h) = 0. 
ELT f, gp 天 的 任 春 性 相知 l 
f = PauAs, gy = dYiAs, A, 0, 
BU ve L'(9) 时 ， 
POr TAr C30) 
= 0P Puar + Apae) DC SIRVA A Av, (3.21) 
Mm tAv|s € L'C9)) E RLO) 中 秽 密 ,再 由 (C3.6) BA (3.17) 成 
X. EH, 
2. 压缩 解析 函数 的 分 解 
为 了 研究 压缩 解析 请 数 的 分 解 ,我 们 先 给 出 如 下 的 
引 理 3.4 ik D, ; 一 1,2 是 可 析 Hilbert ZEL 用 U, 表示 
H'(9,) 中 单 向 平移 算 子 
QU, D) = eC, fe HD), 
如 果品 为 HAD,) ESI H9.) 的 压缩 算 子 ， 而 且 
f QU. = U40. 
MAh O ATA RIPE HUSEESE LD) 到 LCS) Bo FE ERE. 
仍 记 为 0, 使 满足 
UO = QU. 
EHU 2$ L'(9,) rhüggi fT 
(Uf) (27) = e"f(e7), fe L'(,). 
fa EL EEAB ENTRE (D, d, 8(-0) (A Te HD) 时， 
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| DCO S= 9eC€OK-), (3.223 
证 显然 可 以 把 唯一 地 延 打 成 L'C9,) 到 LD) 中 线性 有 
规 算 子 , 使 之 适合 如 下 条 件 ; 当 feH), n > 0 Bf, 
QU "f— U "Qf, 
[N Ip Q 5s U 4rd, 类 似 于 引 理 HI, 2.4 nfup ACE ú NW Du XU 
OC), Xt e", 6Ce75 D SJ 9S, 的 线性 有 界 算 子 , ME 
lej = 1 使 
COD Ce) = Pe Y. 
今 证 eCe^ JESS-THELRERT ES 2k Oa), |a] < LB B. 3H 
XE A RS pA M] a ea) 因此 
Qa = 6(-)a € H'(3). 
因此 函数 Ce”) 的 Fourier. 展开 式 必 为 


Sea 2 > e" q. 


n= 


i e, 一 二 | — ec ea: o 9, 8 9, REA RIET h 
Poisson 23k 8 | 0 < = 1, pE LC 时 显然 

1 ME 1 一 于 
2x lo |e'? — reU] 
于 是 可 知 Tere E = 1, 而 且 还 可 以 证 明 当 EE EPCS) 时 


im A [Orere — Ed = o. 


Oire” )g = Ole™Jadð. 


所 以 (9,, D 9C) 2S EE TRE R AA nE tE (3.22) 成 立 。 证 毕 ， 
根据 $2 例 可 知 由 于 Urla 是 单 向 平移 算 子 ， 有 辅助 的 可 析 
Hübert 空间 多: 以 及 e, 到 LL y 的 西 算 子 ps 使 
Daipzlw m Orrian’ UQ; = Dal |a.. 
4 Par Pa 分别 为 S2. 到 EPCOL) 和 R 的 投影 算 子 , 由 引 理 
3.1 


RECP OR GCR DK, 
EES gE G, AER RTI 
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g == Pag t Pg. P = Putueah P. (3.23) 


4 Ro U) UCR 那么 由 于 Se UO REL E HI 


GC EVA, SEC LO, 
令 Pays PU sp 分 别 为 到 Zo, L'CO,) EEHSRERET Wei z € 
G, AE Sy 时 又 有 
g= Pasg T Pag, À = Pnowk + Pah, (3,24) 
于 是 当 ge G+, f€ G FF, 
Puseg 一 PuisaPags Piiivet = m Pel (3.25) 
又 令 工 为 工人 了) 到 如 的 线性 算 子 


Lipf 6KDAIKDO, 
那么 显然 当 Acn 9),:e LA) H 
Patsa L = OA, Pre Lf = 67, (3.26) 
KERT 5: L9) 一 LAS) 818: LX) — L'(9,) 如 下 : 
Sjf = O.P. LI, S, 一 Pra.) 7j. (3.37) 


WARA S, 都 适合 引 理 2.4 cp Hb. ERE AY TD TE HR ROT BELT 
($,9,6,C 0) m (D. S, 6C) 使 

GAE") — OA C), i 1,2, (3.28) 
H (3.25—28) 立即 得 到 


eC) = &COS8 C). (3.29) 
" . 
AC) = (1 — 8,( -*@,( - )y^ (3.30) 
作 算 子 
Da:PaG — ALD), Øa Pag = AL lg, g€ G, (3.31) 
和 


Pa: Pa Ry > ALS), Dalak = A;bsk, k € Ho (3.32) 
Hi 63.242 和 (3.26 一 28) RH FE LAD) Bj, 
lp. Lf? — PEH — [Pa Li 
= JA — aCe lal. 
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内 此 dia, EFERT. A (3.30 和 pa, 的 形式 可 知 它 是 瑟 算 子 .类 
极地 Da, CERAT., 

FRE (3.21), (3.30—31) 和 os, ERETTA H v € L'(9) 时 ， 
KP + Aparell + AAA = lac]. 


于 是 可 得 


AP + AA = A, (3.33) 
我 们 作 西 算 子 
Z 一 da da Pa Su DPa G — AJL(G)QAL(QD), 
更 在 来 研究 Z 的 具体 形式 . 
Np g € GHI BH (3.24) 和 PaPa, = 0 得 到 
Pag — Pa,Pa g. (3.34) 


因此 
PuPauc 一 Pa,G. (3.35) 

BIDER 9€ Z 在 子 空间 Pa GOOPa G 上 的 形式 . 

M wy v € L2(9) Bf, EH (3.31 —32) M (3.4) 可 知 

Z(P. Lv(DPa Lu) = Z(Pa PajLvGPa Lu) 
= AQ er pAn. 

再 由 (3.21) 可 知 Z E Pa COPs 上 的 形式 为 

Z: [(P,, + ADAR — Pu — Aaro An 


一 ARF AG umi «) — Aq) v0 Aw, (3.36) 
当然 Z 在 Px, GOPa G 上 的 形式 完全 由 (3.36) 决定 了 ， 而 县 
Z(Pa,GOPa,G) = AjL'(9)9DALL'CD), (3.37) 


RÁTEDECEERHDIPASEQOP.G. 由 于 它 是 OPa, G 的 于 
空间 . 由 引 理 3.3 可 知 
P4 SZ OP, GC PALO, €). 

由 于 Pa Sto 与 Pa,G 都 约 化 U, 因此 p. ES OP, G AEU, E 
根据 定理 IIT, 2.4 IAA RER TARMA O) e” € C, 全 
Se) < Pale") 

& 
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Pe Zu SP, G 一 PLD, £). 
我 们 又 作 LO, e> $y LHAT Von F 
Voi Ai pa (95), € L'(Q,&). 
根据 定理 Hi, 2.4 HAA O LARP MATRA XR YQ) EIE 
个 eë € Ci Ve 26 8 S] S o£ Io RET H 
(KACO — V.C: DAC), A€L'(90,s). 
iH T $a WAAT [B4] = PV = Eral. E EE AA 
ES] 
BCe = (Fe ys C e y? 
PB BCe”) IRIRA Tee”) = Vae YVC E 为 终 域 的 部 分 3E EB 
算 子 ,因此 
也 :让 — KCMC jE L'(Q,8), (3.38) 
而 且 
Z(P4 Ru OPa, G) = TLS). 
记 Ra Ce” 25 S 38] A,Ce" XS REAT , BB 2, Hi (3.37) 可 知 
CRa C — TC DS = ACO8C )9. (3,39) 
3. 主要 结果 
我 们 抬 前 面 所 评论 的 再 适当 好 概括 一 下 . 
在 本 节 中 ,我 们 始终 设 CO, 9,, GC) 2G FE RREETPALET. 
A= (I 一 人 + 四 1 
我 们 考察 Hilbert 空间 
H = [HD DALTDIDILNO, e, R)] 


O(985 OARQO0IA e POY). (3.40) 
HAERA T | 
TUDD) = (cue) — AC” Ja JP (ee (et) 
— ACe Ja) De fe”), (3.41) 


其 中 4 一 5 CA + ACe)v(e))dr. 
如 果 存 在 辅助 Hilbert 空间 3 及 压缩 解析 函数 (9, S, aC} 
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和 (S, 9,, 6,09 使 它们 适合 条 件 
8) = 0 OAA) 1321 =< 1. (3.42) 
那么 称 8 一 6,0, 为 因子 分 解 . 
这 时 作 Aj 一 《7 —019)^,;—1,2. BA ACE 
Wk —1 E JA EE SE FEARET- ,are 使 
Am A = A, 
id Sí C) = Cre) — mr C)9, Xd SIC") ACe0)8 
OAQ 38,779, 【这 时 un. SZ 和 s>, 都 是 由 因子 分解 而 唯 
一 地 确定 了 的 )。 如果 | 
dim £^,(e") + dim e) s dim (RCe" Je), (3.43) 
我 们 称 因 子 分 解 8 = 6,9, 相对 于 RC) 为 正则 的 ， 
我 们 考察 特殊 情况 下 因子 分 解 为 正则 的 条 件 . 
定理 3.5 (1) ?4 dim CR(e?)6) 2» dim D + dim3 时 ,任何 一 
个 相对 于 RC) 的 因子 分 解 都 是 正则 的 .C2) 当 RC- 20 (BB L>(O, 
s, RC- 不 出 现 ) 时 。 因子 分 解 日 一 6,9, 为 正则 { 即 相对 0 为 正 
则 ) 的 充 要 条 件 是 (i). (e) 为 投影 算 子 ,和 (i) A,(e”)85 C 
AGDER 
证 (1) 是 显然 的 . 在 (2) 的 情况 下 ,这 时 因子 分 解 为 正则 的 
充 要 条 件 是 S iy = (0) SH s t) — (0. B eC) (0) 
等 价 于 


VACARE AC 
Bl r(e 为 投影 算 子 ， 而 SAC) 一 0) 等 价 于 
AKCOS ~ AK 8, yb 
+ ADOS [AUS LARRET BAERE Y 
Ae = AS. 
这 就 等 价 于 定理 中 的 条 件 G) IEH. 
AFRO = 8,9, 关于 R(-) 为 正则 时 , 显然 分 别 有 
ROD 到 村 和 人 的 部 分 等 距 算 子 V (eu) 和 VCe ,分 别 以 
er) 和 SC) 为 终 域 ， 而 且 VC) 和 FC:) 都 是 可 测 的 ， 
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我 们 记 旨 到 VSV CD 的 投影 算 子 为 rle“), MWA 
CO 也 是 可 测 的 。 我 们 作 西 算 子 
ZATADIB. r L(0,e, RC)) -> AGLXS)GALL(9) (3.44) 
如 下 ; Hu, oE LD), {E L0, e, RC.) 时 
Z([.eziAn + (I — anAe]epv* 
"Ger — cer" AC — u) + VZV.J]) 
= [Ar + Fg ]1OAa. (3.45) 
显然 Z 由 因子 分 解 6 = 6,9,$1 V,, V, 而 唯一 地 确定 。 称 V, V, 
为 联系 于 正则 因子 分 解 8 一 9,9, 的 部 分 等 距 算 子 值 范 数 ， 又 称 
Z 为 联系 于 正则 洒 子 分 解 8 一 96, 和 Vo VERT. 
定理 2.6 (10 Hb 9€, 20 £F LEWAT T (3.41) AREF 
空间 ,六 一 如 日 如 ,那么 必 有 昌 8 的 相对 于 RC-) 正 则 因子 分 
解 6 — 6,0, 和 联系 于 它 的 部 分 等 距 算 子 值 函 数 Vol:)， VOO 以 
ERBSZSCTZOLG.5)0,. 
ZZ, = (8,4 Z CA) |a € HS, v € ALD), 
Ota + AS]HO9)09,L(20,s, R(-)), (346) 


8f, — (uZ oI) Nu € HO), v € AQLCS), 
Ofu + Awr BENS))OBL(O0, 6, ROD. (347) 

EESO) 22 RE SE TE RT Aa HH. 
%(:) + 9,0) + VO VO + VOCD*VCD) = ROC} (348) 

(2) EZ, # 6 = 6,9, AART RC: END T 2 RES B 2, f 
CREEK XATUELRS 884 SEATER VC, VC mg Z 
以 及 满足 条 件 (3.48) B3EREMET- EORR. SC) (zb iF fE— TB 3X 
样 的 V,,V , Z, 3), EH G.46) 作出 的 E, ALIO T HR E SE [B], 
mE 2€, — 2# S.P, JE in (3.47). 

üp (D d (3.29) 存在 因子 分 解 ,而 由 (3.33)， 

uice) = Pole“) + Aake, 
因此 £0 BEI O:Ce "9S, 因此 
dim S Le”) = dim Qee, 
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EE (3.39), $e) = Ce" 8, 由 此 
dim £e!) = dim TO) = dim See, 
由 于 
Blee Dle eTR Je, 
可 知 (3.43) 成 立 , 即 此 因子 分 解 相 对 于 RO) TENS. 

再 由 (3.36) 和 (3.382 知道 Z 形 如 (3.45)， 现在 需要 证 明 
(3.32) 中 的 .22 和 9E 就 形 如 (3.46 一 47)。， 我 们 注意 由 (3.23)， 
(3.27—28) 和 (3.32) n[ Al 

H = pa HP (S) 
= {Purp U + Pa pse u € H'(S)) 
= (&wCDosAwla € H'(S)). 
再 由 引 理 3.3 和 (3.31) 可 知 
R, = {par |e € AL'CO))KDPSL'(Q, €). 


所 以 
QU, = {Du DZ AnDv) | # € HSF), vE A,L'(9)) 
S GbPaL XQ, £), 
由 于 (3.35), G+ 中 向 量 的 一 般 形式 为 
Ga tCDAmcODO = 6,0, 0 QU Z Ae Daw), 
其 中 = € H9), RERI OuZ CA De) L G, Bog xt — Ej 
wc HD) E 
(Ou, 8,8.) + CA, Aw) + v, Aw) — 0 
这 就 是 


(Ofu A HADY. 

因此 (3.46) 成 立 ， 其 中 S 一 Pas， 类似 地 得 (3.47)， t STA 
(3.48). 

(25 Bi (3.46) 81 (3.48) 可 直接 验证 (3.47) 中 的 26, —- 2 
OS, HT (3.31) 可 证 

T*(uQDeQDf) = eale") — «(0))€Be ele") 
Qe "Ce. 

可 以 直接 验证 此” 对 T* 不 变 。 因 此 OG. sq T ASE. ER, 
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$1 关于 谱 算 子 , 广 尽 谱 算 了 网 及 其 他 单个 线性 算 子 的 埋 论 方面 , 国 具 
取得 有 系统 而 深入 约 成 困 有 的 首 推 吉林 太 学 、 南京 大 学 等 学 校 中 的 一 些 数 学 
家 .但 由 于 篇 幅 限 制 后 面 只 烈 出 一 鳞 半 瓜 如 江 .说 怪 [1 一 2] EE PFE $0 58 zK 3H 
[1 一 -2]; 王 吉 望 111; 蕊 寺 注 [1 一 3], 张 黄 审 和 沈 祖 和 [1] 等. 

f£ Clancey [5] 中 有 关于 亚 正 常 算 子 涅 论 的 较 简 略 的 介绍 ,此 外 还 有 园 
Bø Patnam [r] DIE, Putnam [2—17], Sumpii[1—4] 等 论文 ， 与 本 
书 的 研究 有 密切 英 系 的 理论 有 近似 正常 算 子 理论 ;所谓 近似 正常 算 了 于 即 为 使 
4*4 — 44* 全 连续 而 且 它 的 特征 值 的 绝对 值 的 和 有 限 的 那 种 算 子 A, PÉ, 
第 了 章 细 区 于 近似 正常 算 了 于 已 有 系统 而 深信 的 理论 。 册 于 它 联 系 于 算 子 的 
AKES, PEARSA, 参见 Pincus [1—10]. Carey 和 Pincus 【1 一 
13]. 558 Apostol 和 Clancey [1] 58 — 4 PLI C3 I3 S A520 RID RUE X. 

关于 半 亚 正常 算 了 于 的 概念 是 夏 道行 15] 于 1979 E BEES LAS, 

关于 比 引 理 1.2 CH, Pedersen [1]) 更 广 的 Lowner [1] XUI B 
Donoghue [1], 

$2 JSCPXEIETR EET IUE E CL— 3) 见 Stampfli [1], 3 GERE S 
于 的 性 质 C3) 和 (5 一 62 见 夏 道行 [5]， ATHA CO DEDE [6] Rude s 
宽 31. 

关于 亚 正常 算 子 的 Cayley dexnd EGBiT[6]E43]A85,5] 82.1 JF 
道行 [6], 定理 2.3 见 sampti [1] 定理 2.5—6 见 蓝 道行 [6] 、 关 于 Ber- 
berian 技巧 网 Berberian [2]， 定 理 2.8 jj T Hoi [6]. 

$3 引 理 3.1 是 一 个 很 有 用 的 引 理 是 李 绍 宽 [4] 在 z, 二 1 时 首先 引入 
的 .对 一般 工 见 李 绍 宽 13]， 尾道 行 和 李 绍 宽 [1] 及 夏 道 行 [101， 关于 半 
亚 止 常 算 子 谱 的 角 状 分 制定 理 3.2 见 夏 道行 [61, 但 在 特殊 情况 一 一 亚 正 常 
算 于 的 部 分 结果 ， Putnam [13] 也 曾 讨 论 过 ， 关于 亚 正 常 算 于 谱 的 直 骨 分 
Tj Putnam [1—2] PHR EAE [31 曾 给 出 过 这 个 定 玫 的 另 一 证 酮 , 比 
Putnam 的 更 简单 ， 


iF 


.第 H 章 


$1 首先 引入 记号 算 子 来 讨论 亚 正常 算 子 的 是 张 苹 南 [1] 于 1966 年 
作出 的 ， 并 投稿 ; “十 年 洪 勒 ”中 被 杂志 编辑 部 担 失 ,1973 年 再 发 表 。 对 近 刀 
ERATE Carey & Pines [7], 引入 极 记号 算 子 来 讨论 六 亚 正常 算 
Tm BEXDGÉST [e]. ufRBIERUOXBSIEGOR Carey 和 Pince [9]. 
[10], Brauer 和 Cordes [t] 等 . 

$2 这 里 大 部 分 结果 首次 发 表 , 但 起 法 来 源 于 夏 道行 15]， 张 萌 南 [11 
和 Clancey [5], 

$3 定理 3.2—3 Rx HE OCA, 但 在 亚 正常 算 子 情况 实际 上 是 由 
Putnam [1,2] 的 谱 分 割 而 来 。 关 于 0(U) — C, Hf, (3.62 可 能 不 成 立 的 例 
是 由 李 绍 宽 给 出 的 . 

关于 亚 正常 算 于 谱 半 径 玉 预 解 式 的 估计 属于 Stampfi[ 1 一 21 关于 半 亚 
正常 算 于 柜 应 的 结果 是 这 里 首次 发 表 , 引 理 3.5 见 夏 道行 16]。 关于 Cartey 
dE T HÉBREDGES 3.5 见 下 道行 [9]. 


$Bon + 

AGE 31 一 3 的 主要 结果 ， 关 于 半 亚 正常 算 子 的 奇异 积分 模 半 定理 1.7. 
定理 3.1 CURA 0.5 属于 真道 行 [6] 。 

关于 亚 正 常 算 子 的 表 异 积分 模型 定理 1.6 与 定理 3- 2 H Ee Sz 1962 
FRAT [2] E OS atat 一 44* 为 一 秩 算 对 的 情况 给 出 证 明 。 这 是 首次 指 
出 非 正 常 算 子 与 奇 抠 积分 算 子 的 联系 , 拨 着 夏 道 行 又 对 一 般 亚 正常 算 子 证 明 
了 此 两 定理 ,但 未 能 下 时 发 表 见 夏 道行 !3] 其 中 标明 了 收 稿 日 期 为 1965 F), 
Raj Pincus [5] 对 A*A 一 44* 为 核算 子 情 况 得 到 了 相应 的 结果 。 Mohly 
[1] (1976) E Kato [2] (1968) 得 到 类 似 的 结果 。 Az BIB AR FR A T 
模型 用 Cayey 变换 导出 亚 正 常 算 子 的 方法 是 首次 《参见 破 道 行 [9 一 101) 与 
粮 型 问题 有 关 的 结果 有 复 经 博 13]， 与 此 模型 有 关 的 工作 还 有 一 些 很 好 的 
论文 如 Pintus [1—8], f 

其 余 的 一 些 预 备 知识 和 引 理 基 本 上 都 是 热 知 的。 定理 ?,4 见 夏 道 行 [4] . 
但 这 个 结果 实质 上 也 可 以 从 别 的 已 知 结 果 导 出。 

$4 的 结果 属于 李 绍 宽 15]， 


第 IV 章 
$1 中 的 缚 果 几 乎 是 熟知 的 。§ 2 一 4 的 结果 见 复 道行 19]， 关 于 ata 
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=e AAt 为 一 秩 铺 况 下 奇异 积分 算 子 谱 的 决定 有 一 些 工 作 ， 如 张萌 南 LIT, 


Carey & Pincus ES], Apostu & Clancey [1] 等 ， 
关于 亚 正 常 算 子 的 谱 的 讨论 还 有 Putnam (4. 66.74 11, 13,14, 17], 
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$1 这 里 讨论 的 Riemann-Hilbert 问题 来 源 于 Pincus [3] 和 Carey 
& Pincus [7]. 定理 1.1—2 BL Pincus & Xia [1]〔 夏 道行 》。 

$2 精 刻 阔 数 的 来 源 见 Carey & Pincus [9]， 它 是 近似 正常 算 子 的 有 
用 工 其 ， 本 节 主 要 结果 均 见 Pincus & Xia [1], 

$3 定理 3.1 一 3 和 定理 3.5 Hi Pincus & Xia [1]。 Pincus [6] 首先 
得 到 关于 近似 正常 竹子 决定 集 的 结果 ,这 里 的 结果 可 以 看 成 是 一 种 推广 ， 系 
3.4 RL Piecus [2]. 李 绍 宽 [3 一 4] 莹 给 出 另 一 证 明 . 

在 道行 [6] 兽 冶 出 百 殊 清 况 下 系 3.6 的 证 明 , 栅 后 李 绍 宽 17] 给 出 了 系 
3.6 的 第 一 个 证 明 ， 引 理 3.9 ML Stampfi ([4] 中 的 VD, 

84 PHOEBE YC ,2 和 表征 孙 数 的 引进 雇 及 定理 4.1 见 夏 道行 [71. 

$5 本 节 的 主要 结果 见 间 道行 01], 关于 Toeplitz 算 子 的 一 般 理 论 见 
Douglas R. G. [3—4]. 
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$1 HERE SE) 有 关 的 文献 见 Donoghue [1]. 定理 1.2 见 夏 道行 
和 李 绍 宽 [11. 

$2 定理 2.3 见 夏 道 行 和 李 细 宽 [1] ,定理 2.5 和 系 2.6 是 这 里 首次 发 
表 : 有 疙 的 文献 见 四 道行 110]。 

$3 定理 3.1—2 见 夏 道行 和 李 绍 宽 [2]， 引 理 3.3 和 定理 3.4 见 夏 道 
行 110], 定理 3.9 一 10 MEAR {7]. 

$4 定理 4.3 是 这 里 首次 发 表 的 ， 

$5 定理 5.1 见 李 绍 宽 [1|; 夏 道 行 和 李 绍 宽 D], HIE E RET E UJ 
引进 和 一 些 性 岳山 政道 行 [6]. 
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$1 基于 带 和 迹 算 子 还 可 参看 Tempar, Benenzun [1]. 
8z ā AE Pincus (£87 Carey & Pincus [9] $i Helton & Howe 


a 2[7 7 


[1D XDERGEEBLTIDENS. JACESSXERAORUR Piecus & Xia [1], 

$3 Ah EEEÉREHL Helton & Howe [1,2], Pincus [7] # Carey & 
Pincus [9]。 折 旦 性 概念 属于 Pincus, 

$4 定理 1.2 见 下 道行 [5] Pins 首先 考 秦 乘员 交换 子 的 行列 式 . 定 
理 4.3 见 Carey 和 Pincus [3], E 4.4 是 这 里 首次 发 表 的 . 

与 本 章 有 关 的 论文 还 有 Pincus [1—10], Carey 和 Pines [1 一 12]， 


Apostal 和 Clancey [1], Voculescu [2] 等 
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$1 关于 压缩 算 子 调和 分 析 详 见 Foiag & Nagy [1] 网 及 他 们 在 Aere 
$e, Math. (Szeged) 1964 年 来 的 一 系列 论文 ?特征 函数 是 非常 重要 的 概念 。 
CEE Ieou 在 研究 非 自 共 斩 算 子 理论 时 首先 引进 的 ， 详 见 Brodski 
[1]. 

引 理 1.8 RESH [1]. 定理 1.9 URAR [1] ,但 是 Nagy 曾 用 不 同方 
法 得 到 一 个 比 系 1.10 更 广 的 结果 . 

z 9HU"|BR2.5—9 风 丰 道行 1I]、 定 理 2.10 是 Fois & Nagy (s £ Ë 
他 们 的 文献 [1] 中 所 列 文献 索引 首先 得 到 的 ,但 他 们 当时 未 能 定 出 算 于 ¥ 
的 形式 ， 而 在 夏 道 行 [1] 中 首次 定 出 Y 的 形式 :定理 2.13 和 引 理 2. 14 WME 
道行 [4]. 

$3 Foias & Nagy [1] 首先 给 出 完全 非 西 压 缩 算 子 的 不 变 子 空间 和 特 
征 裔 数 因子 分 解 的 联系 。 这 里 在 一 般 情 况 下 的 结果 和 处 理 方 法 引 理 3.1 一 4 
定理 3.5 一 6 属于 夏 道行 [4] . 
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第 一 章 “ 不定 度 规 空间 上 几何 学 


这 一 章 将 介绍 不 定 度 规 空间 上 莫 基 本 的 几何 概念 . 这 些 内 容 
基本 上 是 肉 积 空间 ,特别 是 Hilbert 空间 上 相应 概念 的 推广 。 它 们 
不 仅 是 不 平凡 的 推广 :而且 也 症 今 后 所 必需 的 。 


$1 不 定 度 规 空间 的 基本 概念 


1. TERR == jin] 
定义 1.1 设 是 复数 域 CC 上 线性 空间 ,(，，*) E IL EX 
线性 Hermite ZZ p& , RD HIE. 
(i) AHEM z, € Il, (z, y) = (y, 2). 
(ú) Ha, 2€ C, x, y, z € IL,, 
(er 十 By, z) = a(x, z) + B (y, z). 
BO, OE M EEREN, mM U CD 是 准 不 定 度 规 空间 ， 
XX L2 VEL, C, 2) EEA EREM p syeh, 
TUR (z,y) 一 0, 那 末 称 *( 按 (*，*)) AZT y, io z Ly, in 
存在 H, 中 的 非 零 向 量 x, 满足 i 
(x, y) = 0, y € IL,, Q.D 
那 末 称 准 度 规 是 退化 的 .否则 , 称 为 非 退 化 的 ,如 果 准 度 规 (+ , - ) 
是 非 退 化 的 , 则 称 准 度 规 为 度 规 ,相应 地 , 称 (0 (0. ')) 是 不 定 度 
规 空间 , 
显然 ， 当 * 直 交 于 ?上 时, y 也 直 交 于 x, 即 直 交 是 相互 的 .又 
wE Oh, C, 72) 是 准 不 定 度 规 空间 , 令 IT, 的 子 集 
L = Íx|ix Ey, y € HY, 
HER Lb M 的 线性 子 空间 .在 商 空间 区 = Hf La E. Cu) 
可 以 诱导 出 — + XZ £ BE Hermite ZZ p (5, Daun, BR CI, O, 


Ti 一 一 一 


* gas) (ERROR SE BEXRUZS I. 

如 无 特殊 申明 。 今 后 本 书 中 总 是 悍 定 IT 是 复数 域 C 上 线性 空 
lg, Co) EH EBUEERRS RD (H, CP, “)) 是 不 定 度 规 空间 ， 并 且 常 
简写 KH, Cr. DAN. 

2. 正 、 负 \ 零 性 子 空间 

， 定义 13 设 厅 是 不 定 度 规 空间 , x € 7,505 OR (z, z) 20 
(R (z, 7) 所 0)， 那 末 称 x 是 上 的 半 正 (或 半 负 ) 耐量 ; 如 果 
满足 (x, z) > 0 (gt, z) 0), 那 末 称 * 是 正 (或 负 ) 向 量 ; 如 果 
(rsr) 一 0， 那 末 称 * 是 零 锤 向量 ， 零 性 向 量 又 称 为 迷 向 向 量 . 

设 工 是 了 的 线性 于 空间 ,， 如 果 工 中 一 切 非 零 向 量 都 是 正 (或 
HRPE) 的 , 那 未 称 工 是 末 的 正 性 (或 负 性 ; RE) 子 空间 . 
零 性 子 空间 又 称 作 迷 向 子 空间 。 如果 工 中 一 饭 向 量 都 是 半 正 (或 
半 负 ) 的 , 那 未 称 工 是 半 正 〔 或 半 负 ) 子 空间 。 

设 工 是 开 的 正 《 负 , 半 正 , 半 负 、\ 堆 性) 子 空 间 , an ERE H 
的 正 《 负 、\. 半 正 , 半 负 \ 零 性 ) 手 空间 工 ,使 得 二 是 二 的 真 于 空间 , 那 
么 称 工 是 的 极 大 正 ( 极 大 负 \ 极 大 半 正 \ 极 大 半 人 负 、 极 大 替 性 ) 子 
空间 . 

利用 Zom 引 理 , 容易 证 明 如 下 命题 ， 不 定 度 规 空间 H 的 任 
何 一 个 正 ( 仙 , 半 正 、 灶 人 负 、 零 性 ) 子 空间 工 必 可 扩张 成 六 上 一 个 
极 大 正 ( 极 大 负 、\ 极 大 半 正 , 极 大 半 负 , 稻 大 零件 ) 于 空间 ， 即 必 存 
在 刀 的 某 个 极 大 正 《 极 大 负 、 极 大 半 正 , 极 大 半 负 、 极 大 零 狂 ) 子 
空间 L', 使 得 LOL. 

3. A^, 通化 子 空 间 

定义 1.4 设 4 是 不 定 度 规 空间 NATA, aA hE, 

' irl, y) = 0, y€ A) 
为 与 < 直 交 的 集 ， 记 为 4!。 设 工 是 7 的 线性 子 空间 ,如 果 LN L+ 

夺 {0}, 即 工 中 存在 非 零 向 最 与 中 所 有 向 量 直 交 , 那 末 称 工 是 果 
的 退化 于 空间 ,和 否 划 称 工 是 H 的 非 退 化 半空 间 . 

显然 , 当 工 是 的 线性 子 空间 时 , amat C.) 限制 在 工 上 ， 
PME (L, C. D 基准 不 定 府 规 空间 .而 (上, 《*,*)) 为 不 定 度 


规 空间 的 充 守 条 件 是 工 为 H ed or Zs [a], 当 工 是 正 或 刍 的 子 
ZH, L RHEI: Ca t) 或 一 (*，*) 成 为 内 积 空间 . 当 工 是 半 
正 或 半 人 久子 空间 时 ， 工 将 相应 地 按 (，，*…) 或 一 (*，*) 成 为 准 内 积 
空间 . 

下 列 命 题 是 显然 的 ， 

SHR11 设 厅 是 不 定 度 规 空 间 , 4 是 TE, L, 对 都 是 
了 的 线性 子 空间 , 那 末 

Gi) A+ 是 目的 线性 子 空间 . 

Gi) LC L+1 (XB LH Xm (L+) 1). 

Gü) E L 是正 《或 负 ) TART, LAEB. 

(x) 3 MC L BF, M 1Ə L>., 

X 15 iL, L 是 不 定 度 规 空间 H 的 两 个 线性 子 空间 . 
如 果 对 一 切 x€ Lj,j—1,2, 都 有 《xu 23) 7-0, 那么 称 Ls L; TH EL 
直 交 , 记 为 L, LL,, 称 线性 于 空间 L= =, m]; € Li, i=1, 2) 
是 Le LAJH, iU L = L +L. BER L, L, = {0}, ER 
L — L,+ LẸ L, 上 ,的 直接 和 ， 直接 和 常 表示 为 — L, + 
Lis WE LLL HE L, L, = 00), RE — L, + L, Ë L, L, 
HAZARN, 直 交 直接 和 常 表示 为 工 一 LOL, | 

S2 1.2 L,, L, 是 不 定 度 规 空间 刀 上 两 个 线性 子 空间 ， 
Tn H = L, + Lu, HE L, 1 L,, PRN — LOL 并 且 Lr = 
Li, Li = L, (BL H = Lj,j = 1, 2). 

证 WHR L.G L, = (0) ÆR rE LA L, R L, 1 LBS 
设 , 所 以 ] : 
* | Ls zL L; (1.2) 
Mti * 上 如 在 不 定 度 规 空间 中 ,与 全 空间 坦 交 的 只 有 零 向 量 ， 所 
Elmo, > 

既然 LaL = [05], BTE H = LL, LER LiL. 

现在 证 明 L, DL, ER re Lt, 根 据 分 解 II == LBL, 必 存 
在 唯一 一 对 x € Lj, i = 1, 2, 使 得 + — x bx, HT zl L,, z, 
l£L. 所 以 xz = x — x 又 因为 z, € Ls 所 以 zr, 1 L1, fm 


+ LT, ik, FUN r = 0,H]E r = r, € Lu RAEI, Lich; 但 
Epub LiL 从 而 Lt L. 

同 梯 可 证 明 Lt = L, urbe. 

对 于 准 不 定 度 规 空间 《0 Ca +), 51% 1.2 的 结论 一 般 不 
成 立 ， 下 面 是 一 个 例子 ， 

96 14 ik H,, Ho, H EEA Hiber 空间 , 内 积分 别 为 [:， 
Ies [s,.]-. [.,- Te 3t H. dim, Ze 2, Ri If, SR H4, H_, H, 
HERRENE DER RERE, E TJ, E TEINER EE Hermite 12 
前 如 下 :对 任何 xa, Ya € Ha, to Yo € Hs, 

(x, + z_ + x, yx + y- + yh = —[=z-, y-]- 

+ lrs Yhes (1.3) 
WAR (Tl, Ct, 700) 成 为 准 不 定 度 规 空间 。 对 Hilbert 空间 Ho, tE 
VERMES H, 一 HDH, XX BEDAE Hilbert 空间 Ha 的 直 交 和 (RI 
Le, * jo AEZ) FEL dimH 29 0, £ = 1, 2, # fh EAE Lm 
H, + Hj, Ly = H- + Hi, B=] NI La, LAT COC, 22 是 直 交 的 ， 
即 L, L L,, MET L, L, = (0), BL H = LDL (TI, (°, 
th) 上 直 交 直接 和 。 但 是 容易 证 明 Lb H_ + H, œ La Li = 
H, + H, * L, 

EPH, EBE SURE ROUTE A EL EE S. Ce, D. 而 出 现 
辅助 的 Hilbert ZziB] P Bgp3 US 8 25 $8 S E*, Lms LpA 
表示 按 不 定 究 规 的 直 交 , 直 交 直接 和 ;如果 出 现 Hilbert 空间 的 直 
交 , 直 交 和 时 ,为 了 避免 记号 上 复杂 化 ,我 们 仍 用 上 , 申 . 这样 用 是 
可 以 的 ,因为 都 表示 “ 直 交 ”," 直 交 直 按 和 ”， 在 具体 场合 究竟 是 按 
不 定 度 规 空间 ,还 是 按 Hilbert 空间 、 常 在 行文 中 加 以 交待 ， 读 者 
备 必 和 留心， 


$2 完备 的 不 定 度 规 空间 及 其 拓扑 


在 本 节 中 将 要 介绍 特别 重要 的 一 类 不 定 度 规 空间 一 一 完备 的 
不 定 度 规 空间 。 本 节 的 算 子 理论 就 是 建立 在 这 种 空间 上 的 ， 


1. s £ BJ 4° d i PANEN 

X321 WC.) 是 不 定 度 规 空间 ， WREE H 的 
EFAA He 仙子 空间 日 _, 使 得 

m= H_@H,, {2.1) 
HEC, OREK, Lrj, Gs (Co OORA Hilbert 空间 ; 而 
—(*, *) REE H- Eit, (HL, — C, 22) 也 成 为 Hilbert 空间 , 那 
X T 3S6 SH JS SEWE SDS RIT, MRAR Q.D) 是 TT 的 正则 分 
W. 

显然 , 当 万 - = {10} 时 ,完备 的 不 定 度 规 空间 就 是 通常 的 Hilbe- 
rt [B], IE, H. = (Op b, (7, 一 (，*)) 也 是 Hilbert 空间 ， 
所 以 ,今后 所 讨论 的 不 定 度 规 空间 ， 总 是 般 定 Hs = (0). HEE 
JE dimH.., dimH, 中 至 少 有 一 个 是 无 限 大 《两 者 都 有 限 的 空间 属 
于 线性 代数 范畴 ), l : 

关 干 完备 的 不 定 度 规 空间 的 定义 。 在 基 些 文献 中 经 常 采用 下 
HIRE SDI E Sk A, B 之 一 . 

A. WH, 日- 是 两 个 Hilbert 空间 ，[*, Ja p ,:1-2 别 
j&H. HOSP, H = H_ + H, 是 形式 线性 和 . (ETI LEXE 
MC, 

(r_ + ta, y. yix y.]1 x, y (2.2) 
其 中 ra, y| € Hy, OT, Cs 是 完备 的 不 定 度 规 空间 . 

B. WI E Hiber% ln 0) ÆA CAR. WAPA N 
上 任 一 个 非 堆 ,但 也 不 是 单位 算 子 了 的 找 影 算 子 ， 在 本 上 定义 度 
J (+, -) 如 下 

(x, y) = [Jx, y], x, y€ H, (2.3) 
HJ =P. — P, p. = 1 — P. XR JoEERNCE, (H. (° , .)) 
79 5508 BOAT SE EEHL PE IRL . 
本 书 中 内 在 个 别 场合 采用 4 或 HB 式 定义 . 
显然 ,(2.3) 中 J Æ Hilbert 空间 (7, [*, DEBRE 
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T.BDJ—J'5, P —1, X ER, in (2. 3) 式 中 了 换 成 Hith. 
ert 空间 (7, [*，*]) EAE SE ELGERERUT- A, 并 且 0 是 4 的 正则 点 
(HI 47 BEU, -D 上 有 界 算 子 ) 时 , 08 (2. 3) 产生 的 UT, 
CoD 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

对 于 一 般 的 不 定 度 规 空间 G7, C. O), 未 必 有 正则 分 角 
(2.1). 这 种 空间 的 结构 (特别 是 与 拓扑 相 联系 的 几何 结构 ) 比 完备 
的 不 定 度 规 空间 的 结构 更 为 复杂 ， 因 而 它 上 面 的 竹子 理论 香 是 难 
TREF: 有 意义 的 结果 几乎 一 个 也 没有 。 关 于 一 般 不 定 空 间 的 结 
构 的 讨论 以 及 在 什么 条 件 下 才 具 月 寺 述 正则 分 解 【 即 成 为 完备 的 
不 定 度 规 空间 ) 可 见 J. Bogar 的 著作 (文献 L1])。 本 书 中 主 Rh 
论 完备 的 不 定 度 规 空间 上 算 子 ， 所 以 有 关 一 般 不 定 度 规 空间 的 结 
构 不 准备 涉及 ， 

2. 诱导 内 积 | 

定义 2.2 VGL, (5, 0 是 完备 的 不 定 度 M S M, J — H. 
DH, 是 一 个 正则 分 解 。 对 *，》E H, 有 唯一 分 解 x — r_ + z,, y 
= y- Yis ras y+ € Hs, 在 有 上 引 人 新 内 积 ( 容 易 验 证 它 是 内 
积 ) | 
[x, y] = —(z-, y-) + (z, 4), (2.4) 
Zio *] 是 由 正则 分 多 N = H.H, 诱导 (或 产生 ) 的 内 积 . 记 
Lo 1 导出 的 了 上 范 数 为 

lel 一 Iz, x]t, x€ H. (2.5) 

显然 ,如 果 (H, C, -)) 是 完备 的 不 定 摩 规 空间 .有 一刀 四 
Hi 是 一 个 正则 分 解 , 由 诱导 内 积 ["，*] EA UT s DAR 
是 内 积 空间 ,而 且 是 Hilbert 空间 . Ha. BE, [* , - D 的 闭 子 空 
间 。 如 果 用 :Pr 分别 表示 Hilbert 2208] (72, [*，*]) 在 Hs 上 投影 
算 于 ,J 一 P, Po, 那 末 (2.4) 还 可 以 写成 

Lr, y] = (Jz, Y) = (=, JY). (2.6) 

按照 定义 ， 对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 至 少 有 一 个 正则 分 解 


1) 4* 表示 Hilbert 空间 上 线性 算 了 于 4 的 共 柏 算 子 ， 


(24), REBANE ol A e S SALE E, -1, CT, D, DC 
(H,1- 1D). R% Hilbert %0, Ar T LATE BAA 
.从 形式 上 讲 , 它 依 赖 于 六 的 正则 分 解 , 但 在 下 一 小 池 我 们 将 证 
EIZ Kiki H 的 正 山 分解 的 选取 ， 换 句 话 说， 宛 是 完备 
不 定 度 规 空间 自身 决定 的 .这 样 ,在 完备 不 定 度 规 空间 上 可 以 引信 
集 的 “有 界 ”、“ 极 限 ”、“ 连 续 ”、“ 闭 ”等 等 概念 ,这 和 通常 Hilbert 空 
间 一 样 ,不 再 一 一 加 以 具体 定义 ， 
注意 到 丁 ! 一 J]，(2.6) 等 价 于 

(x, y) = Ex, Jy] = [Zx, y], (2.7) 
因为 JE (TI, [:。"]) 上 有 界线 狂 算 子 , 所 以 (*,-) 是 按 [:，] 
的 连续 双 线 性 泛 函 . 因为 (H, C. 0 上 拓 捉 总 是 取 为 [",，*] 所 
生成 的 拓扑 ,所 以 又 可 以 说 度 规 C) 必定 是 完备 不 定 谋 规 空 启 
ut, C, *)) k E BREUI 

SIE Z1 WiagRGnECROEBERARIHLZ LATE, mE At 必 
JE H 的 闭 线性 子 空间 。 

证 按 定义 
. At = {x j(x, y) = 0, YEA}. (2.8) 
由 于 (=, y) R — SGEE SEDE R, JX (2.8) 可 知 41 EAR, EE., 

推论 2.2 W L, L, 是 完备 不 定 度 规 空 间 H Fa REETOS 
IH, Lil Lu, 3H. TI = L, + L, IBK La, L, 都 是 闭 子 空间 . 

WE REEL BE 1.2, Lt = Lu, LE = L,, W3% 2. 1 立即 得 
到 L,, L, 都 是 闭 的 ,证 毕 . 

设 4 是 完备 不 定 度 规 空间 末 HT E. 用 4 表示 4 的 闭 包 ， 
span{ 4 } 表 示 由 4 生成 的 线 柱 子 空间 , span (A) 表示 由 A ERRI 
REFS, PRAT span { A]. 

fib 23 a READ SE BEA 2S TRI I H9 T-3E MWA 

AC span 4] C 4, (2.9) 

证 因为 A C AT BEA span (4 JC 4, XC RO At: = (At) 
是 闭 的 ,所 以 span (4) C 41, BD (2.9) 成 立 、 证 毕 。 

显然 , 完备 的 不 定 度 规 空间 厅 中 的 正 子 空 间 的 闭 包 必定 是 半 


. 7 + 


Ts]; AF 2S RIO 5 e Re S A P 2 RO 38 FE T ZTRT IS 3] 2 E 
退化 的 . 

下 面 的 和 例子 说 明正 子 空间 的 闭 包 确实 可 以 不 是 正 的 ， 币 只 能 
是 半 正 的 ， 

例 2.1 37-1 Dh, (| =P, [-, h Py S] 5 2& L, AN 
Eleh der) 233b 1,1. PAERUA. H EEM, 92 
Bog 

(x- + rg, y- + y.) = —[x_, Y-]. + Ex, y.1,, 


Xa. Y+ € iz, 


> x = er tett n (1, 2,-), L = spalel > 1). Ë 


然 研 是 完备 的 不 定 遮 规 空间 (7, C, 0) 的 正 子 空间 . 记 时 十 er 
为 z, ela h RENSE H =h 所 诱导 的 内 积 和 范 
£t; HI l 


Je — zF = le — z, z a] = +, (2.10) 
1 


所 以 lim z; = z, Bl z € L. (ps 是 零 性 向 量 。 所 以 , L 是 半 正 的 ， 


HIER., 
3. 拓扑 29。 一般 说 来 , 在 一 般 不 定 度 规 空间 上 引 人 拓 扑 是 困 
难 的 , 对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 厅 、 根 据 正则 分 解 就 可 在 了 上 引 
入 拓扑 。 显然， 完备 的 不 定 度 规 空间 可 以 有 很 多 的 不 同 的 正则 分 
解 , 下 面 就 是 一 例 ， 
$122 类 似 于 例 2.1, 取 有 一 1_@14. SHE H 的 另 一 个 正 
则 分 解 如 下 ; 令 


nm dn Ger ei 5 + Bare lap < =], 


L= fatet + 2e 3 + > bier | > FAL < cot, 
『 四 了 iej 
和 下面 分 四 步 来 验证 站 = r pr. RY HEEE IT EO GEWIIA RE, 


——— Y... a .. sec. 


(i) SAU, 是 线性 子 空间 ,并 且 对 任何 非 零 * 一 ak42 ed + 
r) + Dia et et, 


(x, z) 一 Bial > 0, 
i=} 


即 Z, BETZ, 4RVirt ntp ta t h DAN EAR 
2s|8] (15, C, -)) #ú Hilbert Zx [8] P S9 fa PR RIH, AA Pe dE Cat) 
是 Hilbert 空间 . | 

(i) JEU RTUE r. Ek —(-, -) 也 成 为 Hilbert 空间 。 

Gü) 由 于 

Qef + es lei.i2,3,-, 
Cet eA 3 Leet 260] 3, 

由 此 得 到 (ze + e /WY s Li ERR et LI (i 一 2,3,…)， 
因此 ILLA. 

(v) KERAN = P + F., B LAG = 101. 

由 上 述 (让 一 (i) 818138 1. 2, ABRA T = 1 OU bh F WU 
A. 

WE H = H'ODHC-1, 2) 基 两 个 正则 分 解 , 下 它们 导出 的 内 
积 , 范 数 分 别 记 为 [." 1, 有 小 .一 般 说 来 ,不 可 能 成 立 [zx 一 上访 ， 
ré H. Din, ÆA 2.1 3m] 2.2 中 的 两 个 正则 分 解 所 导出 的 范 数 
分 别 记 为 iioll: 显然 。 


leth 1. G1) 
BT 
+ — 2 lette 4 etter (2.12) 
"YF VF s vi 
立即 得 到 


let] 一 RES (2.13) 


ame mmm manca Ie e mmm Y 


现在 我 们 要 证 明 完 备 的 不 定 度 规 空间 的 任何 两 个 正则 分 解 所 
有 导出 的 范 数 必 是 等 价 的 .为 此 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 24 tN = a OH, (i = 1, 2) 是 两 个 正则 分 解 ， 那 
* 
dimHi = dimHi, 
证 e P3 I E HI. HREF, BH z = r+ r, z+ € 
Ha Wf, Px 一 x.， 容 易 直 接 验 证 对 一 茹 x, y € H, 
(Px, y) = (x, Py). (2.14) 
Tu 
PH = Ht. (2.15) 
这 里 的 闭 包 是 相对 正则 分 解 H = Hi 四 Bi BBSREBHUSSEE DR 
的 . 
事实 上 ,如 果 有 rc 六 0,e € H OPH?P ,那么 < 必 是 人 负 向 量 , 而 基 
(e, Pr}= 0, x€H!, 
但 是 (Ce, z)=(Pe, x) — Ce, PX),BTUASE— UJ x € HL, (e, *)=0, 
有 从 而 cH}, BA e RAO RES, bom (2.15) gà. 由 
(2.15) 易 知 dimH) =< dimH?, 
JHA F, H? poteft, RITA dimu = dimH2 , 
闻 理 可 以 得 到 dimgi 一 dimHi, EHE, 
定理 2.5{ 范 数 等 价 定理 ) iZ I = H: OH: (i = 1, 2) 是 两 
个 正则 分 解 、 由 这 两 个 分 解 所 导出 的 范 数 分 别 记 为 [li Ci 一 1， 
2), 那 末 必 存在 常数 M, m, M > m 之 0, 使 得 
ml & ieh s Mielz z € H. 
证 XE (ela € A), Us la € A,JG = 1,2) ZI E H^ Hon 
ZERBEZA. EN — IT AERE U an T. 对 任何 中 市 的 向 量 


r= $5 adc D bda D lal + 21 lil < co, 
L a À La 
规定 


D HtOPHLURIR Hilbert ZE [š] (H2.,— C. J) 的 线性 空间 PHI 的 直 交 于 空间 。 


ETE 


Ur = 5 ael + > bafi D, (2.16) 
WAA.UE 8 I RER BAM r, ye T W, 
(Ux, Uy) = (x, y)”, JU =], = |=]. (2.17) 
Sle :1 表示 相应 于 并 一 HLODH' By) R , P 是 Hilbert 2 
IIT, E, LJE HR, ERRE, J. = PL — P^, SII 7, GT Ls, 
' 0E RS BISESE BEST, RA: 对 任何 3€ H, 
(Uz, Jay]; = (Ux, y) = (Ux, UU y) 
= (r, UY) = ir, JU y]. (2.18) 
$ z = Ly, 注意 到 1! = J h (2.18) 得 到 
[Ux, sh = [x, 5U 5zh, z, z € fT, 
这 就 是 说 ,定义 在 整个 Hilbert Z (ZF, [*, * 1) 上 的 线性 算 于 
如 的 共 轿 算 子 是 U7, 但 JUTL 已 经 是 定义 在 全 空间 (1:， 
*]2) 的 算 子 ， 所 以 JU J, 是 定义 在 全 空间 的 闭 线 性 算 子 . 根据 闭 
ES E, JU 是 ur, [-, *1:) LAERT. FUB 7, Æ UT, 
[*, 12 E SEE DARGIOICT-E BR, UME UT, D, 1) 上 有 界 算 
+. AE, HEN x€ H, s 
Hala — Ulla = NE b. 
XX WEB am Ls 
Taj E «T E ll . LAFI ` lla. 证 毕 。 
依据 范 数 等 价 定理 ,今后 在 讨论 与 拖 扑 有 关 的 性 质 时 ,将 可 自 
由 地 采用 一 幅 特 定 的 正则 分 解 。 
WT = HLOH, (i 一 1, 2) 是 两 个 正则 分 解 ， 上册 为 相应 的 
范 数 , 称 
k — sup El 


w" llalla 


1) Xm. bJABBUEEAE TU SkrG TOER MINI EMEBXET (SUPE 
$2). 


为 这 卫 个 正则 分 解 的 范 数 比 有关 的 精确 表达 式 将 在 第 四 章 
M fen. 


$3 子 空间 的 结构 


这 一 节 主 要 讨论 完备 不 定 度 规 空间 的 线性 子 空间 的 结构 ， 为 
进一步 讨论 算 子 作 准 备 .讨论 的 方法 是 用 通常 Hilbert 空间 上 线 福 
算 子 的 性 质 来 描述 子 空间 的 结构 ， 

1. 线性 子 空间 L. , 

XX 3.1 iN = HOH, 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(:， 

D 的 一 个 正则 分 解 ， 叉 设 4 是 Hilbert 空间 (B, —(*, -)) 到 
Hilbert 空间 (H., (+, *)) 的 线性 算 子 , 它 的 定义 域 、 ERI AA 
DAJ ELUA). 月 上 的 线性 子 空间 

L = {x + Ar|xé BUAYY (3.1) 
称 做 由 算 子 4 导出 的 线性 子 空间 , 常 记 工 为 L ,. 

如 果 将 刀 中 向 量 * — x + x,(x+ € HL) 5 H_ X HB 
E (x, x+ 相对 应 HEH x H, 上 栅 定 内 积 为 

[{r-， fib, (0, Yat] = — (x2, y-) + (x,, Yx), (3.2) 
i $5 BENSE = HOHA EAI EPA [9.1 

[x- + rz, y- + y, ] — —(x-, y.) + (x., y.) 
= [ix z+), i» y+}], (3.3) 
由 此 可 知 Hilbert ZsiR] (7, Le, e 1))5 Hilbert 空间 (H_ X H, le, 
*1) RER., SEATED yi -1) 53 (X H,.,[:, D, 
从 而 向 量 * 一 x- + zj 又 可 写成 + 一 [r_, x;}， 这 样 ,由 (3.1) 可 
A: ECT 4 导出 的 线性 子 空间 Li 就 是 4 的 图 象 64 (或 GCA)): 
Ga = ([z, AzY|z € 2C4)] 
= {r + Axrz|z* 6 D(A) = La. (3.4) 

51833 下 列 命题 成 立 . 

G) LAN L:EfA CD 子 空间 的 其 要 条 性 是 : 4 是 Hib 
ert Z8 (BL (CH ., —(C-, *)) 8j Hilbert Zs W (H, C DD Bor S Ch 
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WAT, 

(ü) L,29 H EA GE) Ef] dE Ed b e IE 0 = < 
( € B (a>), 

«Ax < lel > Iel). 

Gü) L,259 I 的 闲钱 性 子 空间 的 充 要 条 件 是 : 4 是 闭 算 子 。 

WE G), Gi) 都 是 显然 的 . 只 要 福 意 至 完备 的 不 定 度 规 空间 
UL, (+, -)) 的 闭 线性 子 空间 就 是 Hilbert 空间 UT, [-,*]) 的 闭 
线性 子 空间 ,因而 也 就 是 G4 是 (Hx H,, D, 2D 的 闭 线性 子 空 
闻 。 所 以 L, 是 闭 线 性 子 空 间 等 价 于 4 是 闭 算 子 ， 证 毕 ， 

2. RAEN CEE) 子 空间 现在 我 们 来 证 明 必 可 用 上 4 来 
表示 完备 的 不 定 度 规 空间 T 的 极 大 半 负 ( 半 正 )， 极 大 负 ( 正 ) + 
空间 等 ， | 

BUR 12 在 完备 的 不 定 度 规 空间 N b, 下列 命 题 成 立 : 

G) BAE (E KEE) 子 空 间 必 是 闭 线性 于 空间 ， 

(i) La 为 末 上 极 大 半 负 子 空 间 的 充 要 条 件 是 , 4 是 如 (4) 一 
五 - 的 压 编 算 子 ， 

(ii) La% IT EBCK TA DES T-22 RI ROTE RE e PEE D C) 一 
H_, 并 且 对 任何 0 z (€ CA), |l Az] < Dell. 

(v) 如果 工 是 总 的 极 大 半 负 子 空间 , 那 末 必 存 在 d: Hoo 
Ha, ARD (A) = H HERRT 548 L. — La. 

(v) 如 果 工 是 的 级 大 负 、, 闭 的 子 空间 , 那 末 必 存在 41H 
H., A 满足 D CA) 一 H-,B B. [A=|| < [=] 8e 0), 使 得 工 一 
La. 

证 G) 因为 法 负 子 空间 的 闭 包 仍 是 半 负 子 空 D, PFREL— + 
半 负 于 空间 ,如 果 它 是 极 大 半 负 的 ,就 必然 是 闭 的 . 

同样 , 极 大 半 正 子 空间 出 必 是 闭 的 ， 

Gi) 如 果 La E n 的 极 大 半 负 的 那 末 由 半 负 途 可 知 ， 对 任 
m rc Z (A). 


lall < lili. | (3.5) 
现 证 DLA) 在 Hilbert 空间 (H., —í(*, DES. 如果 不 
. 135 


对 , 必 有 非 零 x 6H OD CA), xp Ee xe 2 CA), 
(x., x + Ax) = (x, x) + (xc, Ax) = 0, 


BE + LL. ,. DO r 是 企 向 量 , 易 知 L = span {x_, La} F Las 
FE L’ EEK. KES La ERK k (A u E Eq PR, WA 
D (Ay# (H-,—- (5, *)) 中 稠密 ， 

HT L, KiK KARA, 由 G) 可 知 L, EA. FRR 

3.1. 4 是 闭 算 子 . [HA dee LEE AR [网 (3.5)] AF, 所 以 
(A) =H. 

反之 ,从 4 的 压缩 性 可 知 La 是 半 负 的 。 如 果 工 4 不 是 极 大 半 
HAMRA EATER LRL, ER rE L',3€La, ld xm 
+=, (z, € HQ), BF Z (A) — H_, BIA r + Ar € Lí4cL, 
因而 正 向 量 z, — dx= (x + x.) — (x + A=z_) € L', 15 L' 
是 半 负 的 假设 相 冲 突 。 所 以 Li 是 极 大 半 负 的 

Gii) 的 证 明和 Gi) 相仿 ,只 不 过 将 (3.5) Ru 


j4x] «lel, x€H.. (3.6) 


(iv) HEH z€ L, 必 有 唯一 x4 Hs, 使 得 + 一 +_ 十 cu BE 
.+ 一 {x_, z+}。 由 于 工 是 半 负 的 。 所 以 工 中 不 存在 形 为 {0 , x.) 
(r,3e0) 的 向 重 。 由 于 工 是 线性 空间 ,所 以 存在 某 个 线性 算 子 4: 
H- 一 五 + 使 得 工 是 4 的 图 象 G 而 


D (A) = {rl {rs r} E L}, 


RI L= La。 再 利用 已 经 被 证 明 的 (ii), 立即 得 到 Gv) 895516, 

C) 与 Gv) HAM Gi) 立即 可 证 证 毕 。 

对 于 极 大 半 正 或 极 大 正 并 且 闭 的 子 空间 完全 有 类似 于 Gi) 一 
Gv) 的 结果 。 不 过 算 子 4 应 是 Hilbert 空间 (H4, C, o» 35 (H., 
一 (*，*)) 的 线性 算 子 ， 

极 大 半 负 的 子 空间 必 是 闭 的 ， "——— 
PRI, P RHET DI. 

$1333. 3 = L DL. L =P, [*, 12 E, IRRA ERE 

. l4 


3029 (^, 2, BEDE HE —1 0 BUPAEBSISBUS Du ef 
[ei G — 1,2, 23 BE h, 1_ 的 完备 就 范 直 交 系 . $ z= F+ 
ers ia = span {eF I2}, X. f 2: Hilbert 空间 纺 E sE % BJ 
XE HEISE. 作 也 的 钱 人 性子 空 间 

L=lzr+ f(r) z|z € P Y, (3.7) 


现在 证 明 工 是 的 极 大 人 负 子 空间 , 殿 不 是 闭 的 . 
当 x 二 0 时 , 1(0) 一 0， 当 * 是 汉中 非 零 向 量 时 ， 
(x + f (z) zr f (z) z) = [rx, z]_- < 0, 

所 以 工 是 下 的 负 子 空间 ,由 于 了 是 己 上 无 界 的 ,所 以 存在 r EL 
(= = 1,2,- :) E 

fGO = lx = Ex, ral- S< 1/5$,5— 1, 2,-:-.. (3.8) 
因为 {ra + Cre CL, H (3.8) 易 知 (z, + Fn) z) 按 完 备 内 
FUSIBISSTETERICSSCT: = CHURE [., AF z). E MR S EL AAL 
”不 蚌 末 的 闭 集 。 剩 下 的 只 要 证 明 工 是 极 大 负 的 就 可 以 了 , 如 果 不 
E, VA NMT L' S8 L, ÆR y € L, y6L, E y= y, + 
aet + bay + yi, yy € AA » + f(y')z € L, RÜ. 


03€ y (y + fiy )=) = 
Y. + get + bey — f(y )e € L'. (3.9) 


显然 

aed + ber — f(y )z >= 0, (3.10) 
EWIE L HSA EHRE yo, 3X ES BOXE L^ 是 负 的 冲突 。， 记 (3.9) 
a xm BL 5, 

h= y, t aet t Be, ama fO pIi 
是 然 也 不 会 出 现 e = 8 =< 0 (FJ A REXETERSD, R 
h, = À — B (=, + J (x,) z) 
= y4 + (a — B)et — dz, (3.11) 


gi (3.8) 易 知 充分 大 的 # 以 后 , b. RENE, 这 又 与 工 ' Ef 2S 
疝 的 假设 矛盾 .因此 工 是 极 大 负 的 ， 
今后 的 例子 中 经 常用 到 例 3.1 中 所 出 现 的 完备 的 不 定 度 规 空 


‘= 15 - 


H Ael Deh = P. 在 以 后 出 现 现 的 时 候 我 们 就 不 下 仔细 交待 
它们 上 的 内 积 和 度 规 . 

3, L4 现在 用 4 来 描述 Li AR L, 为 退化 于 空间 ， =Ly 
Q LI 何 时 成 立 等 的 条 人 忻 。 

Ax H = H_G@H., 是 正则 分 解 ,如 时 4A 是 Hilbert 空间 (H_,— 
C. 70) Sij Hilbert 空间 (H,, (+, DERE REAT , ppR AF 
T, HALE (He (+, Dal (Hie D 的 算 子 ,定义 域 为 
£p (A*), 自然 引信 下 面 的 线性 子 空间 

Lar —(A*y  ylye @ (A*)). 

838 3.3. 假设 4 是 (HA, ~O D HHn C, 00 ARE 
线性 算 子 ,那么 

G) L= Las = ((A*y,yy|yé i (Az yK. 25 A" EREN 
C ER A dERGEDTR-T RE Lit = Lass. | 

(i) L, 是 退化 子 空间 的 充 要 和 条件， 是 1€ z, (AT 4)? (0 1€ 
ay 4 A*)). 

(n) II—L4OLX 成 立 的 充 要 条 件 是 <ë U — A*A) = H_, 
S(I—A4*)—H,. RE AJSEHIW T EB. 1€ oC4* 4)? GR 
1€ e(44*), 1€ o(4* 4) o (A 4*)), 

证 (i) # HE IE H — HDH, F, fA, ?一刀 + y. 
(y, € H, ) d& L3 iB Bi 28 Sa $F PEERS HERI x € em ( A), 

0 = (x + Ax, Y- + Y) = (z, y-) + (Az, yy), 
BD 
—(x, y-) — (Ar, 4.9, rE D(A) f (3.12) 
BERE (Ha, x, 22) Æ Hiber 空间 , 所 以 (3.12) 等 价 于 
y, € DA"), y- = A*y,, 
因此 Li = Lar. 
3) 4* EMER TH ,不 难 类 似 可 证 Li 一 L ==, dui 4 E 


D z, (T>) 表示 算 了 于 了 的 棱 征 利 全 体 . 
2) e (T) 表示 算 子 工 的 正则 点 全 体 。 


. Bé 


稳定 团 算 子 时 ,根据 Hilbert 空间 上 算 子 理论 知道 4* 必 是 稠 定 的 ， 
并 且 4 = A**, 从 而 LY: = LL, 

(Gü) Lait, BB L. ñ L4 = (oy. WE La BERERE 
是 存在 一 对 非 零 向 量 x € Z (A), y € Z ( A*), (8503. 

I y = dx, x= A"y. (3.13) 
Tü (3.13) RARER RAIRE x, 使 得 x = Atr, ES 
充 要 条 件 是 有 非 零 向 量 ,使 得 y 一 44*y. 

G) fu = L,OLIBSUEXPHER r= {x 0Y EHBE 

f x€ Z (A), ye Z (A*), W 48 

a.c r + A*y, 0 = Ax + y. (3.14) 
这 等 价 于 对 一 切 x*_ € HAE xé 2A), 18 U A*A r, 
Ri R (I — A*A) = H_, 

EH, z. 一 {0,x4}E H,, Wl JE (I — A4*) — H, 

BZ miS (I A*i) =H., Së (1 — AA*)= H., SB 
么 将 上 述 证 明 过 程 反 过 来 就 得 到 工 4 巾 = H. 

此 外 ,如 果 工 4 里 上 4 一 了 成 立 : 由 53 引 理 12 和 52 引 理 2.1， 
可 知 , 工 4 是 闭 于 空间 。 再 由 引 理 3.1 的 Cu, 4 EREET, 由 
此 便 得 到 4*4 (Aa) BARRAT., LET ÆU 一 4*4) = 
日- 所 以 1€p (A*A). 同样 也 可 以 证 得 1 € o(44*). 

反之 ,假设 4 是 秽 定 闭 算 子 , 并 有 1€ 0CAT 4), oXRIE 4 4—U 
14 [ERRARE LB || (47 4)5,. U 是 部 分 保 工 算 子 ， 因 为 4* 一 
1410*, 44* = UjAUU*, 3H 1€ p(A*4) 的 假设 ， 易 知 le 
P(AA*)， REEE A (1 — A* 4) =H RU — 44*)=Hi，, 


. 从 而 H= LOLI gar. 


同样 再 以 证 明 , WE 4 是 秽 定 闭 算 了 于 ,并 且 1€ pt 44*)( 或 1 € 
eCA4*)D o CA* 4), WRI — LOLI 成立 ,证 毕 . 

定理 3.4 VII — HQH, 是 完备 的 不 定 度 规 空间 总 REN 
分 解 ,4 是 @ (A) (CH-) 8] H, WREST, ME L ENIH 
BUKÜUCFZIIRI, QE B. H — LíOLA SES E D (A) — H., 
EH YETES EN o 满足 ! < s < 1, EBA a. mA L 是 极 大 


AFER, HH H = LOL tt, I = L L+ VEENDA. 

A HEE A» == L L}, A La 是 闭 的 . X DX La 
是 极 六 负 的 ,根据 引 理 3.2 的 (让), 和 名 (4) — H_, 3E RXE— 9 H. 
DE r, 

jarl < lel. 
再 根 据 引 理 3.3 的 (iii), 1 € p(4*A)。 从 而 必 存 在 数 < WE 0 <a < 
LE ||4 || =< a. 

充分 性 根据 多 (4) — He, l4] sa =< 1, MOS] # 3.2 ÉS 
Gü) FA L, 基 极 大 负 闭 的 . PER lAl sai SIDA C o(47 A), 
T 5| 8 3.3 的 G). HE H = LOL, 

最 后 证 明志 = LOL BENDE., Het E. L. PREH 
WATER. BET 2 (A)=H., |All < a < 1, BID a*l = [48] 
<a <1, Ai Li Le 是 极 大 正 闭 子 空间 , BIER 7 — LB 
Li RERS, REITA La, Liag —(5, 2,05, ') 成 为 
Hilbert 空间 就 可 以 了 。 例 如, 证明 Lati, O 成 为 Hilbert 23 
闻 如 下 : 设 {xs}jCH-, HALER [e 4x.) 按 一 (+，*) 是 基本 
点 列 、 有 从 而 由 

— (x, — x, + A (x, — xu), 34 — x. + A (z, x2) 
= —( x, — tms n — xa) — (A (x, — x4), A (x, — x4)) 
Z: — (1 — a) (x, — x4, x4— x4), 
立即 可 知 [x4] 必 是 (H_,—(:, 2) 上 基本 点 询 , 利 用 H, 一 人 3 
:)) 的 完备 性 以 及 4 的 连续 性 , 则 存在 xo, 使 得 
一 《ra — x9, ta — 34) — O(n — 00), 

| (Alen — x0), A (x, — zə)) — 0(n — 00). 

从 而 {xs 十 Arat f CO, DESEE z + An € Lu, MH L,T— 
《* ，") 是 完备 的 内 积 空间 , 间 样 可 证 L3 f (+, -) 也 是 Hilbert Zs 
Bj. 证 毕 ， | 

f£ Hilbert 空间 的 算 子 理论 中 ,常用 下 列 基 本 事实 如 果 上 是 
Hilbert 空 襄 五 的 线 人 性子 空间 , 那 末 工 的 闭 色 工 必 也 是 Hilbert Æ 
间 ,并且 五 一 工 四 +. 然而 当 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (TT, CD) 


. [8 « 


的 线性 季 空 间 的 时 候 , 正如 例 2.1 所 指出 、 即 使 圭 是 正 子 空 间 , 伍 
L 可 以 是 逮 化 的 。 髓 然 玉 一 工 巾 元: 是 不 成 立 的 ,即使 互 是 极 大 负 
闭 子 空间 , BHRIS N = LOL, HEH 3.4 pón, HE 
H 2 (4) = H-, lAl < jel $$—3) H- rh3ES I Itb nir, 但 要 
K 1€ g (A*A)?,' 这 时 La 就 基 极 大 角 闭 子 空间 ,但 太一 Lpi 
却 不 能 成 立 ， 利 用 定理 3.4， 我 们 还 可 以 给 出 厅 上 和 极 大 人 负 闭 子 空 
闻 , 但 按 一 《:，*) 并 不 成 为 Hilbert 空间 的 例子 。 ` 
@ X2 iW H, = L'[0, 1], 在 如 一 HOH, EREM C, 
如 下 : 对 任何 x. (OO € Hy. G) € H,, 
(z x..yld y.) = 
— j xy CO) d: + f MOLARE dt, (3.15) 


&5 CI, C, D 成 为 完备 的 不 定 度 规 空 向 ,并 且 77 = HH, 
其 一 个 正则 分 解 。 作 态 - — H, AT AIT: 
A: x. bxc, tC € H... . (3.16) 
Hi (3.16) FAZ (4) — H_, Jaxl < e-i H H_ 中 非 零 
zx. RR. BS 1€o (4*4), RC HI = LDL RERE. 
今 证 La (C, *) 也 不 成 汶 Hilbert 空间 ,事实 上 ,在 H. 中 


RB AF 
y, lo, 1—4]; 
SOR G =) al "| (n= 1,2, --+-) 


(3.17) 
m, M m > + 时 ， 
—(x,, — x, + Ax, — z,), zr, — z, + Hx — x4))?. 


一 | G A) enl) — Ol 


1) 0 (T) ARAF Tin. 
2) 对 于 因数 空间 中 的 函数 xC, 35 >G) 视 为 向 量 时 , 常 就 简单 地 用 z 来 表示 ， 
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( ay de, (3.18) 


" 1 — ë 


由 (3.18) 可 知 (=, 十 Arn) Rik O, O 成 为 基本 点 列 ， 但 由 于 


Ek xu(9 一 (二 二 tuto n item, REEE =G) € 


H_= @ CA), GB z, + ax) HOO CL 收敛 于 z + Az. 这 
就 是 说 , La 不 是 Hilbert 空间 ， 
”从 上 例 可 胸 , 对 于 完备 的 不 定 魔 规 空间 上 的 算 于 ,即使 它 有 一 
个 极 大 负 闭 的 不 变 子 空间 , 当 把 它 限制 在 这 个 子 空间 上 时 ,也 不 能 
简单 地 作为 Hilbert 空间 上 算 子 来 研究 . 下 而 来 讨论 完备 的 不 定 度 
规 空间 的 线性 于 空间 什么 时 候 按 原来 的 度 规 也 成 为 一 个 完备 的 不 
定 度 规 空间 . 

4. 完备 子 空间 

定义 3.2 WC. )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 工 是 也 
的 闭 线性 子 空间 . 如果 L, (COo -D 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , 那 
AER L J: IT 的 完备 于 空间 , 

首先 ,我 们 将 给 出 例子 来 说 明 : 工 昌 不 是 也 的 闭 线性 子 空间 ， 
IB CL, C. )) 可 以 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

例 3.3 A = HDH, 是 正则 分 解 , dimH_ = 1, 而 Hi 是 
可 分 无 限 维 的 。 又 设 o 是 (H_,—( - ，* )) 的 单位 向 量 , (<7} 是 
(Hes (C ，* ) 的 完备 就 范 直 交 系 。 记 x 一 。- 十 et CEREN 
ER. 4 


$m [D net [u EC im iem "EE (3.19) 
i=: 


PERZ P = (H,O span (et )/do, 再 任 取 一 个 如 上 非 零 线 义 
TIR. 对 和 任何 H Olat) 中 向 量 *, 用 半 表 示 守 所 在 的 等 价 类 ， 
£c, fF 

L = (x + HF) z|z € Hu, Ospan {eth (3.25) 
HT r0 f(x) E H, Ospanlet 3 上 《无 界 ) REZA, Br LLL Es 
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D,dSREN- SES, X H = 
(z + PG) rd E) 2) m (<, r) > 0, 
x€H,Ospan {ect}, (3.21) 


BE r = 0 82, (z + (S) z, x + F (S) 5) = 0. 因此, 工 是 
7, 的 正 子 空间 ,由 于 了 证 无 办 省 函 ,所 以 工 不 是 闭 梨 。 

现在 证 朋 工 按 (…,…}) 成 为 Hilbert 空间 , 设 (x, 十 (98) CL, 
其 中 x, € H, Ospan (ef) n=l, 2,… JE E C Ou Us + f (Z,) 
2) 是 基本 点 列 , 由 《3.21) 可 知 , {ra} 必 是 Hilbert 空间 (如 Ospan 
{et} DEERAS AFE rE H, span {e+} 使 得 


limir, — x, z, — *) = 0, (3.22) 
"m 


再 利用 等 式 《3.21), 就 有 


lim(z,—z + CF (8,)—f (8) z, ter + (Gu) —1 0) 2) 


= lim(x, — z,x, -x)= Í, 


即 点 列 {xs + f 2p 按 (:,*，) 收 分 于 工 中 的 向 量 x + T (Z) z. 
BALE (+, 2) 是 Hilbert 空间 ， 自 然 它 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 ， 

例 3.2 说 明 完 备 的 不 定 度 规 空间 也 HATER (GOMERA 
负 闭 的 ), 按 【… 未 必 也 成 为 不 定 度 规 空间 《 按 一 (… AR Apt 
为 Hilbert 空间 ) .这 说 明定 义 3.2 中 对 工 的 两 条 假设 中 工 是 闭 线性 
TZO, (ts - )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 是 独立 的 . 

BUR 3.33. iE H7 = HOH, 是 正则 分 解 ， 工 是 亲 的 线性 子 空 
间 , 那 末 
G) L= L4, Lg, Xi LICH, AE: (4) (CH-) 到 HH 
的 某 个 线性 算 子 . ` 

GD 当世 是 闭 子 空间 时 , HUA L — LOLI, EAD W 
L = LBL RRF, 4 EH LAEE L Aa 
REE Las Là 同时 都 是 闭 的 。 

证 G) WA. Li = LAH, 必 是 天 的 线性 子 空间 ，L 是 工 
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中 一 切 形 如 {0,y} Bul RR fk, P. E T E H, EARE, id 
Y — F.L, BA, YE H 的 线性 子 空间 ,并 且 YL 一 P, L$. 
A^ BIS ye YI Li 中 ， 适 当选 取代 表 元 yE y, td onde 
{ylye s, ye Y/ Li) 构成 H, 的 线性 子 空 间 。 作 P-L (C H_) 到 
线性 子 空间 (viy€ 9, ye Y/LI)BUARPEBC-T A WF; 对 任何 {x， 
YEL, WE y € p, BE 2 5g 

Ax = y, (3.23) 
BG (A) = PL, ARRES T, HE 2 (4) 一 (y|y€ y. 
y€Y|Lj), L= La Lá. L Li = (0), ARAL = La 
L$. 

GD LÆNT 的 闭 线性 子 空间 时 。 显然 Li 必 是 区 的 闭 线性 
Jd mH 因为 LICH ,所 以 Là JE Hilbert 20 (H, ( - , - )) ËJ 
闭 线性 子 空间 ， 这 时 可 取 Y 了 /Lt 一 YOLf. M L — LL}, 

ML, Li 都 是 闭 线 性 子 空间 ,以 及 工 一 L.L, BA L, 也 
必 是 闭 线 性 子 空间 . 

如 果林 的 线性 子 空间 工 已 经 有 分 解 工 一 上 4 四， WELE 
= LH, 是 由 工 完全 确定 的 正 子 空间 ; 如 果 又 有 分 解 L— La 
Lih P (a) — PL, HEIER x € P_L, 

dx — d'x = (x, Az) — (z, A'xzY€ LAH, =LI), (3.24) 

4dx€ YOL, Az € YOLt., (3.25) 
Bi (3.24), (3.25) sÍ 81, H-H] z € PL = Ø (A) = EPA), Ar 
= Ax, RU d = A'. 

最 后 ， 假 设 已 经 有 分解 工 一 工 4 由 并 县 LiL PEN 
ETAR, 只 村 注意 至 P.L E Li 是 Hilbert 20 (H,,( - ,* )) 
相互 直 交 的 线性 子 空间 , Em nag IT 的 闲 线性 于 空间 。 证 毕 . 

推论 3.6 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 MET. F 
列 命题 必 成 立 。 | 

G) BUR EERDER L 一 LU. 

Gi) L = LH, 

Gi) d L = H, WFEdES INE ESLL, 

` EF . 


11 —ynÀ p. s . A—ÁÀ———— ——— M9 9] - e 


证 (i) UU e HOH, BERDE, WR AC H_ — H. ËJ 
SE BE T-, PER 3.3 的 G) 有 
Lá L a, Lit Li = Lie = La, 
对 于 一 般 的 闭 线 性 子 空间 工 , 由 引 理 3.5 9G) RI Gi) LL, 
GOLj,H Li, La BERRETZEN., FRE H 的 分 解 ; 


一 AOE (NBA-S (4)) BCR (4)]. 


WR, II?—4(AYDECA), II'?—(H. OZ (41)) DHS 
CA)) ER C, 0 成 为 两 个 完备 的 不 定 度 规 空间 ,并且 上 述 分 解 是 
正则 分 解 。 今 视 La( 以 及 相应 的 上 4 为 8" 的 闭 线 性 子 空间 ,LL# 
为 IO 的 闭 线 性 子 空间 。 忠 此 可 知 
L'-— (L BL)! 一 
L GIGIL OSZd]GDQIO.os(QGOD)O9oLT3, 
L^ = LDL] = L,4DLj-L, 

Gi) X4—8REROERTE-T ER] LAA LCLU.5—3ji LDL, 
所 以 LICL}, Mm L = L^*LG, 因此 L = Lh. 

Gii) HL PUER CO dm L 38%) E GEL L — LOLI IN 
X La J IT? 的 闭 线 柱子 空间 , 对 任何 非 零 向 量 y € 22 ( A*), H° 
中 , 非 零 向 量 {4*y, LE., ER. 

注意 ,推论 3.6 的 Gu) 只 是 说 必 有 非 零 y LE, 并 不 一 定 有 非 
Zy EL, EH y1 T. 下面 是 一 例 。 i 

$134 WU I7-—H H, H, = L'[0,1] (HL 3.2), 4 L— 
H HEH} BR, LEN OSP TE], GEHIGEIEET 
ZA. 得 决 不 存在 非 堆 向 量 z, EL, 48 z l L. 事实 上 ， 零 
性 子 空 河 工 既 可 视 为 如 LEATA PEET% XU 
为 PL - Hi ESR 3.2 89 (ü), L JE HE ORK 2E fi g x 
[B], ind CAGÉGERUd ZSdI. HT JH CBIEBIUEE z, JEE IF Bb E 
半 负 的 , 所 以 如 果 ëL LL, BRER £ 是 半 正 或 半 负 ,相应 地 
严格 包含 工 的 半 正 或 半 负 子 空间 span (e, LY 853855 L BE JE AS 大 
半 正 子 空间 又 是 裤 太 半 负 了 空间 相 了 矛盾 。 


. 23 « 


由 上 例 可 网, 在 不 定 度 规 空间 理论 中 ,运用 子 空 间 的 直 交 靠 时 
IEEE P d 

(200 MRI? 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 了 的 闭 线性 子 空间 ， 
在 正则 分 解 IH = H-H, BST LOL; NE 

G) 工 是 非 退 化 鬼 充 要 条 件 是 工 * 是 非 退 化 的 。 

Gi) 如 时 L, 是 完备 子 空间 , 工 也 是 完备 子 空间 . 

证 G) 因为 LLL ARTA, 4 LEREN, Li 中 不 会 
存在 非 零 向 量 与 工 , EX, E L, 也 是 非 退 化 的 。 

EZ, R Li 是 非 退 化 的 。 对 任何 xe 工 ， 必 有 唯一 表示 : 
z = xa t xo, aE LasnE Li, WR rL LL, MWe Lg LLa 可 
EM z LLš 以 及 工 4 上 了 TISA] z 一 0, El x€ Lzs 3B 
xz 上 工 t。 由 于 工 4 是 非 退 化 的 ,所 以 xz 一 0, 即 工 是 非 退 化 的 。 

Gi) 如果 L. 是 完备 子 空间 。 那 末 必 存在 工 4 的 正则 分 解 
L, = NOP, h N,P Y BHL La PARE iE RA HT ngu], H 
BOW, D. (P, (° , 0 RE Hilbert 空间 .由 于 LLL 
NOP, Li PRHE C, -) 成 为 Hilbert 空间 .所 以 了 工 上 外 P 控 (…) 
也 成 为 Hilbert 空间 。 这 样 分 解 

L = NOPELE) : ` (3.26) 

ECL, CO,- DHEWE, S, C7,  )) 是 完备 的 不 定 度 规 
空间 。 又 因为 工 是 万 的 闭 线性 子 空间 ， 所 以 二 是 万 的 完备 子 空 
间 ,证 毕 ， 

引 理 3.8 3€ (7, (-, D 是 不 定 度 规 空间 。Fw = 1,2) 
是 刀 的 两 个 线性 子 空间 ,并 且 I 一 0 中 Fo， 下 列 命题 成 立 

G) d (H9, COo. DG = 1, 2) 是 两 个 完备 的 不 定 度 规 
SABR, C * . - )) 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

GD 设 工 是 HO 的 线性 子 空间 。 如 果 G, (.,- )) 是 两 
个 完备 的 不 定 度 规 空间 , 弄 末 工 为 (2.0. 2) 上 闭 (或 完备 ) 的 
线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17, C, 
- )) 的 闭 (或 完备 ) 的 线 福 子 空间 . 

证 (D 因为 假设 (12,07. )) G = 1,2) 是 完备 的 不 定 
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度 规 空间 , 所 以 有 正则 分 解 


I^ = HPHP, i= 1,2, | (3.27) 
DAN — (HVH?) D (PDH) IE AR. 从 而 如 是 完备 
的 不 定 度 规 空间 ， 


(i) 从 正则 分 RE E — (H9 OH?) O (B? GH9) 显然 可 见 : 
下 的 拓扑 在 H 上 诱导 出 的 拓扑 ,与 正则 分 解 Hu 一 nep pe 
生 的 HO 的 拓扑 一 致 ， 因 而 ITO 的 线性 子 空 间 工 在 H 上 闭 和 在 
HT tm m. 
由 于 Ul, (,-)0 AO, CD HERC, Q 在 线性 子 空 
间 工 上 限制 是 一 至 的 ,而 ( 工 ,(*，-)) 是 天 成 为 完备 的 不 定 度 规 空 
MARGE C, ') 确 定 的 ,所 以 , 综合 上 面 结果 。 就 得 到 工 为 
(T, (C: .- DED (或 完备 ) 的 线 柱子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 工 是 
(T9,C-, - )) 的 闭 ( 或 完备 ) 子 空间 ， 证 毕 ， 
定理 " 9 N= HOH, RENSE, LET — 
空间 ， 邦 末 
(i) 必 唯 一 地 存在 D (A) (CH_) A HLBUEBER E T. A, A 
是 单 射 ,并 且 
L= LDL LI, (3.28) 
其 中 Lé = L nH, (因而 Lè ERHET p. 
GD AFERE = Ho ARV QI? GI, rne 
(0i 3) 都 是 完备 子 空间 ,其 中 | 
He — @ (4) DRA, IT? = Lo, BQ — Lt, (3.29) 
ne = (HOLZ (4) BLID O 
(H,G (Z(A) OL 23), (3.30) 
定理 3.9 是 引 理 3.5 的 一 般 化 , 它 的 成 立 是 显而易见 的 。 
< 从 引 理 3.8、 定 理 3.9 的 结论 中 明显 地 看 出 ， 对 于 H 上 的 闭 
线性 于 空间 LL。 村 讨论 它 的 完备 性 、 直 交 可 分 解 福 【有 即 什 么 时 候 
T = L@BL+ 成 立 ) 等 ,实质 上 只 要 讨论 工 一 L, 的 情况 就 可 以 了 ， 
间 时 和 4 在 正则 分 解 7 一 H_BH, 下 具有 如 下 社 质 ; ZOD)-H., 
JÉA)— Hi， 并 且 4 是 单 射 \ 闭 的 线性 算 子 ， 
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3|9 3.10. ib ribsede Mr se B SA ds d P HEA REE) 
闭 子 空间 , 那 末 工 按 一 (… ') 50.)) 成 为 Hilbert 2st] jos 
条 御 是 下 式 成 立 ; | 

H = LOL... (3,31) 

证 显然 ,只 要 就 工 是 半 负 的 情况 加 以 证 明 . 

WU — HOH, 是 正则 分 解 ,显然 又 可 不 妨 在 假定 L — Las 
MP = HAUA) == Hi; 并 且 A 是 单 射 , 闭 算 子 情况 下 加 以 
WERA, 

必要 性 ”因为 工 4 是 半 负 的 ,所 以 对 任何 *e Z2 CD). Ax < 
[x]. 3 E25 Z2 (A) = HL, 4 是 闭 算 子 , 所 以 @ (4) 一 @(A)= 
H, HÆ Hilbert 空间 H Hilbert 空间 如: 的 压缩 算 子 . 令 4 一 
好 141 是 极 分 解 ,因为 4 是 单身 ,并 且 和 值 城 EC) H, BIA U RE 
Hilbert 空间 H. — Hilbert 空间 好 的 丁 算 子 。 根 据 引 理 3.3 Gii), 
只 要 证 明 存 在 so(0 < =, < 1) 使 得 

lal = HAUS IS ' (3.32) 


就 可 以 了 。 
用 反 证 靶 来 证 明 : 如 果 满 足 (3.32) 的 @ 不 存在 ， 那 Z 对 和 任 
何 0D<s< 一 1， 
(Eo — E, ,)H. = {0}, (3.33) 
其 中 E,(0 < rm 1) Rn. 
G) 先 假定 CH-, —C-,- )) 是 可 分 的 ,由 (3.33) 可 知 ,存在 
定义 在 [0,1] 的 一 切 Bore $ a 上 的 有 限 的 数值 测度 ,使 得 
Ba ((1— s, 1) 0 0 <£ < 1, (3.34) 
并 且 (H_,—(- , ` DERAK FEH L(E0,11, 8 50€ CD), 
其 中 0 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 对 每 个 16050, 11, € G) 是 多 
的 闭 线 性 子 ZEE], DACIO, 11, 28, n; E D) EERE [0,1] EX: 
T 8€ ,3tH. £00 € 9€ CO 的 强 可 测 ， AT FARRAR 
数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 .而 算 子 14 | CE BUS] PROS 
ll: CO I d Q0, £00 € L^ (L0, 11, 48, 5 QE GO). (3.35) 


ee re a e- a i e o 


任 取 [0,1]. EMS Fi e ORTI GC J: HERE e (0 < e 
1), | 
Í uon) < e. Ir yas CO = eo, 
Pa- 9) 1 (OlPas (O «co. (336) 
利用 这 个 所 作 @ (A) 一 H- hips 
Ko, re [oH]; 
Tali) = 1 (n = 12 (3.37) 
0, r€ L — 4]. 
类 似 于 例 3.2， 容 易 证 明 L. 中 点 列 rs, Az.) EC Cs 是 基本 
的 . HT La gt— C. -) 是 Hilbert 空间 , 内 而 存在 zx(D< 多 (A) 
一 H-, 使 得 {xs, Az.) Fi C, *) KEF (z, ARE 
| 0 — llaa € — z Ol ag C) 
_ —(ix,. 一 不 Á (x, 一 x) 
[x,— z, À (z, — x)1) — 0(n — co), (3.38) 
从 (3.38) 易 知 只 有 *(s) 一 JG). 再 由 (3.36) 就 得 到 
[ie Pea = os. 
这 与 假设 * (O EH- urn. 从 而 (3.32) RX. 


QI) 如 果 (H-,—C - , - D 不 是 可 分 的 ,这 时 先 取 日 - 中 一 个 
向 量 ro, CE: "M 8, ,0 «gx, 
s, (C1 — 8,1)) = (OE — Eicu)n, 3) > 0, (3.39) 


这 种 xo WREE, H, 表示 包含 并且 关 于 |41 不 变 的 最 小 团子 
空间 。 由 于 也 是 -si DUL, ( : , DORA TET 
以 有 分 解 H; — UH,, @ U(H_@H,). 4 
Aim A PET = 4 n en, 

II? 一 H, @ UH, ,IT? = (H.O R, DU (H-O H. ). (3.40) 
TIR La, CHY, L, ch +B. 
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L, = La, @ L... (3.413 
注意 ， (3.41) rH B Hilbert 空间 (Ly, 一 (- , D 上 的 直 交 
RA Laslo, -)) RHET ZI 中 的 基本 点 列 的 报 
上 限 仍 在 La 中 。 在 (3.39) 的 条 件 下 ， 和 (了) 中 一 样 讨论 7 中 的 
工 4 同 样 会 产生 矛盾， 必要 竹 证 毕 。 
ADE HEH GIDEA H = LOLI, 由 举 负 性 可 知 A 
是 压缩 的 , 因而 从 4 RISE HAE yz BOR SI (A) = H, — £ = 
U|A| EAR, TRUE H,O, 0 — (Hu, C, 8 
BHAT. 根据 引 理 3.3 的 Gi), MA = LaL? 的 成 立 可 推出 
(3.32) 成 立 ， 利 用 (3.32) 来 证 明 (L4,— (7, - )) Es Hilbert 28 
Es RAEE 34 中 相应 的 部 分 的 证 明 一 样 。 这 里 从 略 ， 证 第. 
推论 3.11 设 工 是 完备 不 定 度 规 空间 六 上 半 负 (或 半 正 ) 千 
宏 记 , 那 来 工 是 妇 上 的 完备 子 空间 的 充 要 条 件 是 
H = LOL-, (3.42) 
证 不 妨 就 半 负 情况 加 以 证 明 ， 
必要 性 ”因为 工 是 完备 子 空间 ,所 以 工 基 闲 的 线性 子 空间 ;又 
因为 天 是 半 负 的 , 那 束 (L,-( + , + )) 必 成 为 Hilbert 空间 由 引 
EB 3.10 可 知 (3.42) 必定 成 立 ， 
充分 性 ”从 (3.42) 的 成 立 可 知 , 工 必 是 闭 线性 子 空间 .又 根 
据 引 理 310， 革 必 按 一 C,*) 成 为 Hilbert 空间 ， WL Saber 
的 一 个 正则 分 解 ,所 以 工 是 完备 于 空间。 证 举 ， 
推论 3.12 设 / 是 完备 的 不 定 度 规 空间 盯 上 半 负 (或 半 正 】 
Tus), 
` Gi) m (L,—( + ,-)) EL, CO, - )))8R 29 Hilbert 空 
EFELER S L+ 必 是 末 的 完备 于 空间 。 
GO AUR LE I DRETA, 3E3 Lo pd OH used qux 
IRI, 
证 不妨 就 工 是 半 负 的 情况 如 以 证 明 。 因 为 G), (ii 实际 上 
是 一 样 的 ,所 以 只 证 G). FB RIP RUEDA, 
U) 假设 工 在 正 RAE H = HDH, ZF, L = La, ØA) 
+2 


- HQ (D) 一 HH, 并且 4 是 单 射 , 闭 算 子 ， 根 据 引 理 3.10 以 
及 它 的 证 明 过 程 可 网 ,不 仅 
O = LOL, (3.43) 
WE |a || «o LCD. MIA Sal, L= L, E 
正 性 完备 和子 空间 . | 
QD dürf-—AmAM Ya Lid L = LOLOL, 
HLE, Li = {0}。 从 定理 3.9 《并 用 定理 3.9 的 记号 ) 
H — r” S QITQGI9U-(0), — (344) 
而 Re ~ ODD), AED? CN JE (D BA de, 所 以 
L^ 是 IT? 的 正 的 完备 子 空间 , 根据 引 理 3.8 的 (ü), Lue RE IT Wb 
正 的 完备 子 空间 (BUR DL L = E 805, mA (L=, C. * )) 成 为 
Hilbert 空间 )。 由 (3.44) 并 利用 (3.30) 容易 算得 
L+ = L =£ Ir? 
— (H.O ( (4) BIL) @ 
[CH, eoe (4)) ae La]. (345) 
V fA, (3.45) 构成 L^ 的 正则 分 解 ,而 L^ 显然 是 IT 的 闭 集 ， 因 此 
Li 是 末 的 完备 于 空间 . 证 毕 . 
下 面 是 完备 不 定 度 规 空间 关于 完备 子 空间 的 直 交 分 解 的 基本 
定理 ， 
OXEH RIS ” 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 N 的 线性 子 空 间 , 那 
末 志 是 完备 子 空间 的 充 要 条 件 是 B | 
H -—LOL!, (3.46) 
证 必要 性” 因 工 是 完备 的 ,所 以 工 是 闭 的 ， 按 定理 L9, ¿y 


W: 

L= L; @ L, G Li (3.47) 
中 Li,L, 都 是 也 的 闭 线 性 子 空间 ,又 因 (L,C, )) 是 成 为 完 
备 的 不 定 度 规 空间 ， 并 县 有 分 解 (3.47)， 所 以 Ls 可 以 神 为 空间 
(E, Ces- D 的 于 集 L, O L? 的 直 交 3. MAL E (L. ( ` 
: )) 的 闭 线性 子 空 间 . HE, Li, Lo 也 是 (L, ( - , - D Stn 
性 子 空间 ， 根 据 引 理 3.10 E #ü b 3332, Lo; RLL E (L, 
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(*,-)) £ SS & TESI, aR EIE SEdE GUT XE BEAR 2S IRL CL D 
L+, C,  ) 考察 分 解 L4 Li, HARREI Æ 3.10 及 推论 
3.12， 便 得 到 工 4, Li 都 是 (L, O Lt, ( - , - )) 的 完备 子 空间 ， 
MU CL4, C*,- )) 更 应 该 是 完备 的 不 定 度 规 空 闻 ， 但 已 知 L , 是 
H 的 闭 线性 子 空间 ， 所 以 La 是 IT 的 完备 子 空间 . 根据 引 理 3.8 
的 (8) UREE 3.9, L, J To 一 (A) ACA) 的 完备 子 空 
Wl. BEIL REBEL = La, 且 4 在 正则 分 解 = H-H, 
FHE: @(4) = H, SE(A) 一 日,, 同时 在 4 是 单 射 、 闭 算 子 
的 条 忻 下 证 明 (3.46) 成 立 就 可 以 了 . 

令 4 一 U141 是 极 分 解 ,显然 ,是 le, D, 

SODEBET, Xx 141 一 | WE 是 14| 的 谱 分 解 ; 及 一 
(E, — E)H-, Ew (1 — E) H; 4; - Alm, i = 1,2, 因为 
H,, H € (H.,—(- , - DEX Bieb iU ERTA L= 
L, @ Lan La, La, 59 BRE T 的 半 负 、 半 正 子 空 间 ， 在 完备 的 不 
定 度 规 空间 (La, (C, JEIDA La = Lu O Lu 应 用 引 理 
3.10, B] Lao La, 是 {La,(-,-)) 的 完备 子 空间 . 值得 注意 的 是 ， 
La 上 4 分别 按 一 (:，…),(:，*}) 成 为 Hilbert 空间 . Ik, LaL 
QL,JE(L,, (C, 站) 的 正则 分 解 ， 由 于 4 是 闭 算 子 , RAS A, 
4: 也 都 是 闭 算 子 ,从 而 Las La, 是 也 的 闭 线性 子 空间 .这 样 ; 工 4 ， 
La DBE 开 的 半 负 、 举 正 的 完备 子 空间 ， 相 仿 于 #[ 理 3.10 的 必 
要 性 的 证 明 ,存在 65,0 < s < 1, 使 得 

l4. e 1— e, [42] =< 1 — sa, 
即 1 是 14| 的 正则 点 ,因此 1€ oC 4A*4), 根 据 引 理 3.3 Gi), 
H = LL, (3.48) 

充分 性 ”根据 46), LIE IT 的 闭 线 竹子 空间 .从 定理 3.9 可 

Al. 我 们 不 妨 在 正则 分 解 了 一 HOOH,TFBUL-L,Em 


D) = H., 8 CA)-H,, A JM 5 B. 20 HRS CT; 由 于 (3.48) 

RI PSIE 3.3 的 Gü), Dee (4*4) Do (AA). Hikam 

1€o (| 41) XXE La La 23 B88E— 0, 0, C. O US Hilbert 
` 30 + 


al, EM VEM ami 


Hm L = La, OL,EQL Ct.) 的 正则 分 解 , LAA 
La EHO AA Li 是 完备 子 空间 .证 毕 . 
| #kib 3.14 E DF? (i = 1,2) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 号 PN 
个 钱 性 子 空间 ， 并 且 厅 一 ID? QI. X GR L, G = 1,2) E HI? 
RETZE., WA ` 
G) I? (i = 1,2) RL H AREATZA . 
(ü) LOLH i7 WHA (或 完备 ) 线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 
L; (i = 1,2) SWE (12, CO , - )) 的 闭 {或 完备 ) 线性 子 空间 . 
证 (Gi) 实际 上 是 定理 3.13 的 直接 推论 ， 
(i) 根据 (G), AP G — y, 2) BEZATE, AmA EMA 
4 . . 
AÀ = HOHP, i-—]1,2. (3.49) 
H — (H9 €9H9). cp (HP DH) (3.50) 
. 构 域 上 的 正则 分 解 。 Hi (3.49), (3.50) 分 别 产生 的 肉 积 记 为 
dí. G= 1,2), [s], H% . : 
(H,[ +, DSC; Le s e 1009019, [ 7, + |a), (51) 
这 里 引荐 普通 Hilbert ZARY FRAZE CERK, 这 里 也 是 按 不 
EER CO BEZAR) H, UT (i = 1, 2) 中 分 别 在 上 述 
WË F, ,L DL, AK (0 DEZER, MELB L+] 
HAZE., Mam LPL A GI. € - ，* )) 的 闭 线性 子 空间 的 充 要 
条 件 是 ,Li (i 一 1, 2) Z BRE GTP, (- ,- D 的 闭 线性 子 空 间 。 
in5 LC (1,2) aE, C a 9859s (B), 
MR L (£ = 1, 2) d (F, ( + , * )) 的 闭 线性 子 空间 ， 根 据 上 
面 已 证 明 的 事实 , L DL, Ke H PARETE, R (Lis, 
-DU = 1,2) 都 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ,记忆 CL EL, C2» 
某 完 备 空 间 , 有 从而 L, DL, 是 也 的 完备 子 空 闻 。 E 
Kz, 308 L—L.DL,£R H Wed T 2= E], BB Z H r 的 闭 性 ， 
立 邑 得 到 Lo |= 1,2) 分 别 是 FT? ip ER EE T x d. hF CL, 
( - , ` D 构成 完备 的 不 定 度 规 空间， 在 空间 (L, ( ° , DEE 


CEF * * 


察 分 解 工 = LOL, 根据 定理 13,L,,L 84 (L, (+ , ng 
完备 子 空间 ,并 县 (la )) G; = 1, 2) 都 构成 完备 的 不 定 度 
规 空 间 . 从 而 LG 一 1.2) 4RBU JE (177, (-, DAZE T S 
iR], urs. 

一 般 说 来 ; 工 ,, L, 是 两 个 闭 线性 子 空间 ，, LN L, = (0), 并且 
L,iL, EZKARA LOL: E DHEREET- "EHI. 

$1215 WU —H OH,,H,—D[0, 3. & [0,1] EET 

Afe) 9» (fi. Ke) € L2[0.11. 

410425 五- — R, WREEF, WL, = L, L; 一 L3(= L *), 
显然 ,Lo L, ym) k HT 3948 ERRETZE, 并 且 L, Lr 由 于 
1€o, (4* 4), PRVA La 353B 46, BIL, Y L, = £0), 

XHERI f: fG2 € LEO, 1) , (1 — 7)7f() € LLO, 1], TIR, 

1,0] = {01 — n), (1 — ny) 
Tíi-—Ó1-—s5"f—i1-—2)»fj, 

RH (f/,0)€ LDL, ER MERIO € LE0,1], (1 — 957 
€ L'[0, 1] BJ JC) 2E LEO, 1] HE Dm me LOLE IT 
的 财 线 福子 空间 ,那么 必然 LOLH. AELE L,DL,ƏRHR,, 
WP. EA H = L,OLI, xg 1coC ATA) HUE. 

从 定理 3.13 还 可 得 到 下 面 重 要 的 推论 . 为 此 引 人 如 下 记号 : 
X Ly L; 是 两 个 完 省 子 空间 ,地 :C 工 3 id L n DLE LOL, YA, 
当 L, Æ Hilbert 空间 时 ， 这 里 的 日 就 与 兽 通 Hilbert 空间 情况 一 
致 。 注 意 , 本 书 中 但 基 对 完备 的 子 空间 L, L, 使 用 ， 
| MaI tLe, L TENTER M ds H Ur, ( ` 
HA SET SIR. WA 

G) Li suç TH. 

Gi) 如果 线 性 子 空间 LCL, BELEN 的 完备 子 空间 的 
充 村 条 件 是 工 是 完备 的 不 定做 规 空间 CL ( ' , - )) 的 完备 子 空 
BJ. . 
: Gi) 5 L, LL, M, L = L GL, ARE TI 的 完备 竹 空 间 。- 

Gv) Mp L,C L bj, L = LOL (=N L+t) 必 是 是 的 完备 


. 3g = 


一 


子 空间 ,并 且 L= LOL, 

证 G) 是 定理 3.13 的 直接 推论 . FOP 一 L, HU — Lk. 
根据 引 理 3.8 的 (让, 立即 可 得 本 推论 的 (3). 

Gii) 因为 L;C Li, RREA G), GD, BETTA L: 是 
(Lt,(*, D BST 2x BI, M H = LOLOL, 其 中 LO 
L = Li, 根据 定理 3.13, LOL Æ II HEZETAN. 

iv) BS La, L: 是 总 的 完备 子 空间 ,所 以 HL — LY L+, 而 且 
L, ElL, ( ` , * DOSE T3 [Bj], FRUI L, — LE, ER. 
H = LELLE, (3.52) 
由 此 可知 Lt = LOL}, L= LOL, 3tB LE H BUSES + zs 
EL 证 毕 ， 

推论 中 移 Cii) 不 能 推广 成 可 列 个 完备 子 空间 的 种 (种 使 和 后 
FREEMAN, HTE EIAS, 

ET JB ELE ARRETE [B] nsu de ME. k 
扑 方 面 来 判断 线 狂 子 空 人 间 欧 完备 性 。 

引 理 3.16 XL Je së BJ 4" SE BE Z= [R] 71 的 负 RE) 于 空 
EHER (5; *) CR C, 20) 成 为 Hilbert 空间 。 那 未 工 是 完备 
子 空 得 和 的 充 要 条 性 二 L 仍 是 负 {( 或 正 ) 子 空间 ， 或 者 L 是 非 退 化 线 
性 子 空间 ， 

证 ”必要 性 是 显然 的 。 下 面 证 朋 充 分 性 ， BREAK 
窗 间 情况 所 以 证 明显 然 ,其 要 证 了 明 工 一 工 即 可 . 

WS C, OTI ERIAURC GERE, Tf L. #z > 在 
Ere, BALE-C io PE E pA. Ait, x HERI z c EL, 
BR a €L (a = L, 2,"…'), 使 得 


lim—(r, — r,t, — z) = 0. I (3.53) 


"m 


HG. 53) 可 知 {x。} R (+, -) 是 基本 点 烈 . [R(L, 一 人 25: 
Hilbert 空间 * 所 以 必 存 在 z € 工 , 使 得 uS 
lim 一 (ze — xps 4a — Xo) — 0. 203,54) 


Fi (3.53), (3.34) 立即 得 到 


+ 33 t 


— (z — sn x — xs) = 0, (3.55) 
然而 z—= € E, L ft zs CE dEBACT ZR. BE += x, € 
L,BDL-- L. ihe, 

为 推广 引 理 3.16, EE F ESI, 

8|HE 3.17. i$ L sese BUR SEE SA 2S TRI HI BS 3E fü C SEE) 
TZE., AnHR LOG SRÉSETUEÉ BELL, 

证 PEE LR SUE IU DLUEBR .如果 结 论 不 对 , 必 有 z€ L, 
(x,z) >< 0. 

任 取 复 数 Art z€ L, 因此 

0 Z= (x + lg, x + iz) = (x, z) + ilr, x) + Lr, £) 
对 一 切 复 数 4 成立， 这 显然 是 不 可 能 的 。 证 毕 ， i 

定理 3.18 设 工 是 完 备 的 不 定 诬 规 空间 万 的 线性 子 空间 ， 3 

B (L, ( - , ` )) 502956 62 se BE Su 2S RT. HKL II 的 完备 
— P" L 其 非 退 化 的 ， 

证 必要 性 玉 为 工 是 完备 子 空间 ,所 以 工 是 闭 的 , 即 工 一 工 . 
XB? (L, ( ` .- )) 成 为 完备 的 不 定 度 规 空间 ,所 风 江 六 典 基 ) 是 
ABB IURIS. 

Aot BA, RAH L = L. E208 (L , ( - , - D Rz 
的 不 定 度 规 空间 所 以 有 正则 分 解 : 

L = N(DP, . (3.56) 
其 中 N P DEHE ETM, 并 县 分 别 按 一 ERES PE CPES ROS 
Hilbert 空间 . 

HEN RH 的 负 子 空间 . 如 果 不 对 ， EAT 22 dB] N hup 

FHEAE *, 根 据 引 焉 3.17。，g LN. 又 因为 N LP TEL N L P. MAU 
z Ms P. (3.57) 
由 此 立即 得 到 > 上 NOP 一 工 . 显然 这 与 工 的 非 退 化 假设 相 T. 

同样 可 证 P 是 开 的 正 子 空间 . 

根据 引 理 3.16,w,P 都 是 万 的 完备 子 空间 ， 再 利用 推论 3.15 
By (iD, L = NOP 是 说 的 完备 子 空间 .证 毕 ， 

5. 非 退 化 闹 线 性 子 空间 的 分 解 ” 这 一 小 节 主 赣 给 而 非 退 化 闲 


= 4 - 


线性 子 空间 的 分 和 解 定理 . 
定理 3.19 4 (01,0, 0) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , HER L 
是 号 的 非 退 化 馈线 性 子 空间 的 充 要 茶 件 将 有 下 列 分 解 
L = NOP, (3.58) 
其 中 N, P 分 别 是 负 、 正 闭 线性 子 空间 , 并 且 存 在 完备 子 空间 ITO 
(i = 1,2), 使 得 
H — Hop, NCIT?, PCI. (3.59) 
证 充分 性 ”由 推论 314 BD Gi) 立即 可 知 , 工 是 如 的 闭 线性 
子 空间 ， 从 (3.58) 的 分 解 易 知 , 工 必 是 非 退 化 的 ， 
EE MEE 29 易 知 , 不 妨 假设 在 正则 分 解 IT—H DH, 
T. 对 =L4 的 情况 加 以 证 表 , 其 中 AE OR CA) H., 
SUA) = H, ,并且 4 是 单身 \ 闭 线 竹 算 于 ， 
因为 La 是 非 退 化 的 ,所 以 160, (4*4)， 从 而 1&op (44*). 
令 4 一 UI4| 是 极 分 解 ，lEop(141),U 是 (H-, 一 (，，*)) 
AH, Co D LP ETIN RE 
T EER 313 的 证 明 , 令 H aE E) H_, HL (I—- E) H.,4;— 
Ala i= 1,2, f L , = L, Lan 取 
N= (Ix, dix € HY (BBN — La) 
P= (ly, Ay € Han BA MP = La), 
no mal HDA) no 一 HD S4). 
B, II? G — 1,2) 都 是 守备 子 空间 , IPDN, NADP, HEN 
是 负 子 空间 ，P 是 正 子 空间 〔 因 为 16e, (14 0. EERUS 2200 — 
H., (A) 一 H,, A EA B. HAT, Hn CA) LA (A), 
H A.A. 都 是 闭 线性 算 子 .从 而 入 ,了 是 两 个 闲 线 性 子 空间 ,并 且 
H, = RA) DAR (A). WET = OPA 证 毕 。 
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完备 的 不 定 度 规 空间 CT, C^ 0) A ERU AY MET — HO 
^ 35 5 


H , 它 是 我 们 考察 问题 (包括 以 后 线性 算 子 的 研究 ) 最 常用 的 基本 
SRZ. BAU, CO, ) 对 于 它 的 线性 子 空间 志 是 否 有 直 
交 分 解 刀 一 工 则 5， 这 一 点 在 今后 线性 算 子 的 研究 中 具有 很 重 
要 的 地 位 .可 是 ， 正 如 定理 x13 所 担 出 的 、 能 做 到 分 解 了 一 了 由 
5 的 工 必 是 区 的 完备 子 空 间 。 然 而 ,在 讨论 算 于 时 ,。 由 算 子 所 产 
生 的 基 些 重要 空间 , 例如 算 子 的 零 空间 、 值 域 ,特征 子 空间 、 根 子 空 
间 等 等 ,一 般 说 来 ， 容 易 证 明 它 和 们 在 一 定 条 件 下 是 闭 线 性 子 空间 ， 
但 未 必 是 完备 于 空间 ,甚至 它们 是 到 化 的 子 空 间 , 则 自然 不 可 能 有 
直 交 分 解 。 根 据 Hilbert 空间 线性 算 子 理论 的 经 验 ， 这 对 及 空间 
上 线性 算 子 理论 的 展开 是 很 不 利 的 .为 了 今后 算 子 理论 的 需要 ,我 
们 还 到 引 人 另 一 类 重要 的 分 解 一 标准 分 解 。 以 后 各 章 中 将 会 看 
到 它 化 直 交 分 解 更 为 被 广泛 采用 .标准 分 解 是 出 于 讨论 退化 子 空 
疗 的 结 梅 而 导 人 的 ， 所 以 本 节 内 容 实 质 上 是 讨论 一 般 的 闭 线性 子 
空间 (特别 是 退化 子 空 间 的 ) 结 构 。 

1, 零 性 子 空 阔 ” 脖 化 子 空间 的 一 种 极端 情况 是 零 性 子 空 间 ， 

设 H — HOH, 是 正则 分 解 ,P E: Hilbert 空间 (H.,—(- , 

- )) 到 Hilbert 空间 (H, ,( - , - )) 的 ! 线 性 ) RER T, SE SU 
DO) ER (V). KREATA A V. JH Z de HI 
FETES, P 表示 在 正则 分 解囊 一 丹田 名 下 了 在 Ha 上 
的 投影 , 7 — P 一 已 .对 任何 Z e Z, 用 Z, 表示 P. Z. 

引 理 4.1 UT — HOH, 是 正则 分 解 。 下 列 命题 成 立 。 

Gi) 对 任何 VEVW, Lr, Ly: eZ, 

Gi) BERE r: V I— Lv J V AZOR, 

Gü) 当 V,, V; € V,3EB. (V) 1(V4),(V.).1 SE(V;) 
lum 规定 VBF: ax, + frl zV x + BVax, (x; € BLT), i= 
1, 2, a, 8€ C), Ill Ly ev, = Ly Lv, 

(v) XHERI V € V, Lo ÆN 的 闭 线性 子 空 间 的 充 要 条 PF E: 

BT = z(V), S(V)-— St (V), (4.1) 


1) P- E S (V) CCHO @(V) (CH) BIBAT, 3x i 89 Lr- xl EX 
RC vs yy ERCHY} 
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WE O AMY, V” PEEB bk, eife Ly, Lv-:€2, 

(ü) 对 V 中 不 同 的 Fu Vit (89 Eg Gv,, Gv; 显然 也 不 相 
Il, BI L, >= Lv, fu r E: V 到 Z 的 单 射 ， 

反之 ， 对 任何 ZEZ, 显然 z 中 不 售 形 为 10, yj > 0) 的 向 
EAT ZAE H — H, MR REAT V DER. BR D) 
= Z_, (V) m Z,, RAZ rp 2E BER, RA V € V, un 
TEMS. 

Gü),Gv) WERA. HE, 

BIN 42 WEZ,Z€Z, Z= Lv, Z, = Lv, FARER 
it. 

G) Z€Z,3t B. Z, — Ly, 这 里 V, 是 了 :的 最 小 了 团 扩张 ， 

GD 当 Z, LZ; I, BK Z, + ZEZ, 并 且 Z, L Z5, 

. ASIE BO PAS. 

如 果 Z; = Ly €2,:1—51,2, 358 Z, | Zi; i85] BR 42 WJ Cit) 
可 知 ， 必 存在 EV, 使 得 Ly 一 Z, + Z,. 一般 说 来 。 即 恒 再 满 
E ZZ 一 10}, 也 未 必 成 立 Ly = Ly oy, GER, FUR COL 
(Vj), S (V) LS& (V) t, + Sig X VOV. ERIM 4.1 
的 (这 7) )).. 

例 41 XH = HOOH, 是 正则 分 解 ，dimHs 22, Xit et 
G — 1,2) 2: BI (Hat, D 两 个 就 范 直 交 向 量 , 取 Z,— 
span[z,], z = Hob eli Z; = span Ízj, z; = z,+ PË (eztet) (8 
EFTA), RT f 

《ay z) = (er, e7) + Cet, ef) — 0, 
所 以 Zil Z. ER Z, (£ = 1,2) S0 PE-FZXINI,JEEL Zi Z= 
{10}. 然而 , 相应 于 Z,G—1, 2) ËJ Lv; 并 不 满足 22 (V,) L (V) 
CRV DLA) 也 不 满足 ). 

2 过 化 子 空间 的 结构 VL rE K E EAZ, ,+*)) 
ERRETZE, + 

(Zi LL, (4.2) 
显然 ,Zi 正 是 二 中 能 与 整个 上 直 交 的 向 量 全 体 , 即 
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Zr— U |x € L, EB (x, y) — 0, y€ L. 
543 设 世 是 完备 的 不 定 度 规 空间 H 的 线性 子 空间 ， 下 
列 命题 成 立 。 
(i) 工 为 退化 的 充 要 条 件 是 Z (0), 
(8) 34 L Bit, LGB AC ASE AR ERE LL 是 退化 的 。 
Gi) 如 果 工 是 退化 的 , 那 来 工 必 是 退化 的 ,并 且 
ZLC Zi, (4.3) 
(v) 如 果 工 是 半 负 (或 半 正 ) 子 空 间 , BE Zr 正 是 工 中 零 性 
HEH. 
证 G), Gi) 是 显然 的 ,fiv) 由 引 理 3.17 立即 可 得 。 
今 证 明 Gü) 困 工 是 退化 的 ,所 以 ZL 3e (0), EH: € zc, 由 
T zl L,WË) z 工 了 。 由 此 可 见 , 工 不 仅 退 化 , 布 且 
ZLC Zr. (4.4) 
I L,L- R&WEMRBISEQEIDU Zr = LNE emn., (4.4) 立即 得 
到 (4.3), 证 毕 ， f 
定理 44 VEU, C, )) Ese uu ase ERZE, no» 
UT, CO , ` )) BSEHEREE 25 [RI RU E EE £e, 是 存在 三 个 完备 子 空 
[E] F^ 人 一 1 2,3)， 以 及 负 闭 线性 子 空 间 N, ERETZA 
P, 零 性 读 线 性 子 空 间 Z ,使 得 
I 一 RONO, L = NOZOP, 
| Nc H9, PCIT*, Zc Imo, (4.5) 
H#E ZÆ (019,(-,-)) 上 既是 极 大 半 正 又 是 极 大 灶 仙 的 子 空 
ig, 
证 ”由 推论 1449 Gi) 知道 , 定理 44 IDEO PER D HAS. 
FISH AE E, 
我 们 不 仿 概 定 在 正则 分 解囊 一 HOH, ET,L- La MH 
DUA) =H, ARRAT. 
记 相 应 于 1 的 算 子 A*A, 44* 的 特征 子 空间 BRAFA 
E) 分 别 为 E, F. RE, FARE H, H, 的 闲 线 性 子 空间 ， 
Hp — EDF, HERAN” EZETZ, 并 且 MO 一 ED 


FREGEWDAME. SHEM €E, 10y = Az. E3138 3.3 的 (i) AXI 
Z= LALI = (ix, Ax] |x € E] 
= {{ 4*7, yiI yE F]. f (4.6) 
KR Z = Z.,H-+ Z bk T-Əs R] (BETO E fa. X OPNS E E 
子 空间 ), 而 4 在 整个 E 上 有 定义 ,4* 在 整个 F 上 有 定义 。 所 以 ， 
由 引 理 3.2 的 (Gü) 可 知 , Z 是 TO 的 获 是 极 大 半 负 ， 又 是 极 大 半 
正 子 空间 下 极 大 性 ,Z 是 了 (从 而 是 IT) 的 闭 线性 子 空间 ， 

W-(HOOE)OGLOF), L' = (ix, 4x)]lz € (H.OE) 
NDUN AS TI = IGI. AAE E'CIT HER xé (HOE) 
NELA), YEE, BF Z L.L, x 了 ,所 以 

o= ([z, Az] Uy, Ay)) = (dr, Ay), (4.73 
HU 4x 与 一 切 Ay Ex. 或 痢 涪 与 F E 2. M Az e H.S F, 
BLcm. 

由 于 GA) = EG(L GEM) CA), IT Um AL = 
L'DZ(ZcU?, L'CIT), 由 于 1 不 再 是 4*4' CA! = Ajao) 
的 特征 值 ;从 而 L' 是 IT' 中 的 非 退 化 闲 线性 子 空间 ， 

AFM BL, 再 应 用 定理 3.19， 立 即 得 到 (4.5)、 证 毕 ， 

应 该 注意 ,口上 一 个 线性 子 空间 工 ,如果 能 有 分 解 

L = NZP, . . < o (4.8) 
其 中 N,P.Z SIEA JE FETS, TRARA 
z = Zi(Z,- Lñ L+). 
另外 ， 定理 4.4 ANH. 对 闭 线性 子 空间 的 考察 可 以 化 成 闭 堆 性 子 
空间 和 闭 非 退化 子 空间 去 考察 . 
3. X fik 

o 定义 41 BARRERA, {alic AL (T1216 4} 是 不 定 度 规 
空间 UCO a )) ERARE., MRIH A, KEA, 
. f Gi ib dan — (4.9) 

这 里 mr 是 Kronecker DR (BU 33 2 = pR, 84,71; 35 2 >= a Ff, 
in = 0)， 那 末 , 称 12116 Abu lola e AY GRAB (n GT) 
是 对 偶 的 ,如 果 (1a € A), GT 6€ AES BUR IER SI E 


EK LE 


A,r = zB RE {rll e AT RESA. 

M. (4.9) 易 知 , 对 偶 族 {zala € AT, (2211€ A] 中 的 每 一 向 量 
族 都 是 线性 无 关 的 向 最 族 ， 

如 果 (H.,( - ,- )) 是 Hilbert ÆW, IR (7, ( - , - 00 的 任 
何 就 范 直 交 系 Lena € A) 都 是 自 对 个 族 . 不 定 度 规 空 间 与 Hilbert 
空间 本 质 区 别 之 一 ， 就 在 于 线性 子 空间 可 以 是 退化 的 。 对 于 退化 
TRECE NESHTA), Hilbert 空间 中 的 "就 范 直 交 系 ” 概 
念 在 此 失效 了 ,而 较 多 用 对 侦 族 概念 . 

在 完备 的 不 定 度 规 空间 上 ,也 存在 和 普通 Hilbert 空间 相 类 似 
的 如 下 定理 . 

”定理 45 (Te, )) 是 窜 备 的 不 定 度 期 空间 ,并 且 是 可 
分 的 "如 果 {zaja E AY, {erii E AT 是 对 个 族 , 那 末 T? < is, 

证 XH — HOH, 是 正则 分 解 ， 由 它 产 生 的 范 数 为 上 - 0. 
4& L = spin (i| 1€ A), 显然 , 工 是 厅 的 可 分 的 闭 线 性 子 空间, 因 
WFE JR (z) L, (eE LHA, TEA x;, 显然 存 
在 至 多 可 列 个 指标 对 Avi 一 1, 2,. CO BRI Dus KB Lun 
span (eo | = 1,2,-. 1. 


ini A 不 是 可 列 无 限 集 ， 任职 4€ A— Ü Gf?l1i-1,2,---). 
由 于 z, € L, 所以 存在 te} 的 子 列 ir] KRF n [B ra, CL, 
所 以 必 可 用 {zipli =l, 2, c) E F ERO R HE E ór r AR ADE Pe 
&TU, 从而 必 存 在 用 fmap1 一 1， 2,7553] = 1, 2 中 向量 的 线 
性 组 侣 组 成 的 序列 {q] Cp 一 > ods 一 1,2, -), 使 得 
lim ler 一 =l = 0. : f (4.10) 
HT.) x || & — ze x RIS, AE, 
1 = (za, aX) = (limp, 27) = limCoi, zr) = 0, (4.11) 
REFE. BEDA A MS ER, B 


1) BpH 按 拓扑 8 是 可 分 的 ， 
2) d 33838 A 8938, 
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对 于 无 限 维 可 分 空间 ,显然 确实 存在 势 为 i 的 对 侦 族 ， 

引 理 4.6 设 Z 是 完备 的 不 定 度 规 空间 史 WEH 线 性子 空 
休 。 那 未 在 Z 中 必 存 在 一 族 线 性 无 关 的 向 量 {si12e A}， 使 得 

Gi) span iz,| 3€ A] = Z. 

Gi) 存在 线性 无 关 旋 (T |a e A), Z* — span {27} EF 性 空 
EH (2,12€ A), (ofla e A) EIBH. 

Gii) spníz,sfA,&€Ap—Z--Z*tBZ--Z* Es 
子 空间 . 

证 设 有 一 上 H. 人 BH 是 正则 分 解 。 因 为 ZZ, 由 引 理 4.1, 存 
在 VeV, 使 得 Z = 上 Ly, 因为 Z 是 闲钱 性 子 空间 ,所 以 VY 是 闭 算 子 ， 
Mi 2 (V) = O0), St (V) - (V). 

在 Hilbert 空间 (2 (T), — (*,-)) 上 任 取 一 个 完备 就 范 直 
Riej e AT, IE m = (ez, Var), 26 A, TA (sae A) Bes 
E G WAER, 

WRR Z* = Lo,Q—((z,—Vx)lx€ avy}, Jt ett 


2 
lez, — Vez) 1€ A, 容易 验 证 {z+]4€ A) ME G) 的 要 求 。 
由 于 
1 1 
er = > Gu. Ver = (mt), 
LEER spen {{21} UL ef] mi pan (5, 2212, € AJ — (V) 
(V). 由 于 ZV), EOV) 4808 H, — C,-)), Gs G. 2) 
KARETA, MAT 一 pDA t IT 85 Së & +T 25 
WHET = Z + Z*. TR.SERRT GR) 的 证 明 . 
必须 注意 ,在 一 般 畏 况 下 ， 即 使 fxzx|2e A), {efle AY Sang 
HAR. (Hspan [z , 22|1, pE A) 可 能 是 退化 的 . 
请 4.2 ZA =l h= A 11) 390 Qa D. 12) 
LA 3.0) 的 完备 就 范 直 交 了 系 ,s 一 cr + et yim Gs end 


z, s= dam ea) i= 1.2... WA, (n), GT) 成 为 
对 侦 族 .但 由 (ehi) 张 成 的 招 线 性 子 空间 二 -一 LOZOL, x 
b "u M 


- 同样 ;即使 做 到 span (,, z t, nE 4 是 非 训 化 的 . 但 它 仍 末 
必 是 完备 的 ， . 
例 43 AË (= 1, 12) SEAT ERU H BJ PRI 56 
S TzxHLJRH H = NLH, X HO < HOHP = 1,2) 
EENDE, H HHY -— LA0, 116 = 1,2), $ 
AFE, Fee LEO, 11. 
WAA HO? — HT HAT, Er ERETZA Lu, 再 视 A* 
为 H? — HŠ) WAT, CE EBRE FE EI L, BR, L — 
Hü i= 1, 2,9: H. Li, L3 BUE H E fA ETEA. HP L,G— 
1, 2) Sy Wil HOO ay pi dE (£T 28 IR] BEA Lm LE, E Hf 
闭 非 退化 子 空 间 . GRIFF 的 可 析 性 ， 勇 知 在 内 积 空间 《 工 :一 (， 
D) (n G, 0) 中 分 别 存在 就 范 直 交 系 ler} UT, e 
span {e7} = L,,span {et} 一 工 :， fnm F: (er + ,i 
(— er + ef), 7 一 1,2,…-， 易 知 D), (7) 是 了 的 对 偶 族 ， 
L,GL;— span(s;,271i,j = 1,2,:- - MdEXB ALAS, 但 不 是 完备 的 . 
4. 五. 万 .对 
定义 #4.2 WDZ.ZT 是 完备 的 不 定 度 规 空间 OUT, C, 0 in 
斯 个 零 性 子 空间 。 如果 对 任何 z€ Z ,z* € Z* (z > 0,z* še 0) 总 
存在 s'€ Z, Ye 2Z*, 售 得 2 | | I 
(€23,25) 96 0, (mw, 2*) 9e 0, e (412) 
那么 称 {2 ,Zz*} 是 (Gp. im {Z,Z "是 偶 对 ,并 且 存 在 对 偶 族 
fall€ ACZ), {re AK CZ, BOR TAURIR . 


Z = ix LELEI Dilat < er, 


1) 满足 Ziele (o) 服 多 只 有 可 列 个 教 不 是 堆 ? 因 而 之 “zs Ë PJ Pl + 
AEA ` ASA 


EHCRUTSRHÉR FOLIIS Rie Fe eT RUNE CT Pr 
s 4. 


-ix but | 2115, |? < co l, (4.13) 
LEA TE 


那 末 , 称 (Z,Z*) 是 Hilbert AX TAA. WA H. D. 对 。 
从 定义 42 可 见 ,对 于 零 性 子 空间 Z ,如 所 


Ž = {之 až, 5 lal < o} 


led EEF] 
显然 ,一 般 说 来 , Z Z, 而 Z f Z 003 3 ua Z, x 
# Z 2 或 其 它 :这 依赖 于 (11€ A) # Z rior, 
对 H. D. | (Z, Z*), 今后 常 依据 (4.13), € Z 和 2* 上 分 
别 引入 新 的 内 积 (采用 网 一 符号 )《…，): 


《rz or = Dai , £ = Tiam, z” == tans 
Ty ied TYM 
(4.14) 


(z*, a = >) AA n. = >; bm, s = 3L z. 
易 知 (Z ,<*, ，»), (Z*,(, 2) 是 两 个 Hilbert 空间 ， 3t B. 
(z,2*) — > ab); (445) 


A< A 


DI: I (Z*, Ç... >) 按 (4.15) ERRA (Z, C) SEE 
空间 。 和 通常 Hilbert P 在 下 面 的 自然 CER bE IB A 
:EA ` (4.16) 
之 下 ,把 (Z*,ç-, Jm, (5, 2 一 致 化 ， 在 这 样 的 一 致 化 前 
提 下 ,有 (Z* C » 2 = (Z, <: E 2). 
如 时 {nle Ah {heca EHMK DA, Z= 
span(zi] 4 € Aj), Z*—spanist|1€ 4 是 个 对 .由 例 4.2 可 知 ， 5. 
Z*) EBH, (IZ, Z*) 未 必 是 偶 对 。 
定理 47 i2, ZY EREA EER a W (H, Cas 0088] 
两 个 零 性 子 空间 . I 
G) 如 果 Z + Z* Z + ZERB Tf, SEX IZ, 
z") HERH. 
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Gi) mm Ž + Z* 是 完备 子 空间 ， 那 末 必 存在 Z*。 使 得 
{Z, Z") E H. D.H, #8E Z + Z* = Z + Z*. 

证 G) 如 果 {Z,2*} 不 成 偶 对 ， 国 而 可 不 妨 设 存在 x*& 2Z， 
zc 0,JBLlZ"*,AmsLZ*. 又 由 于 zLZ, 所 以 z 上 LZZ, 从 而 
r].Z + Z*, E) Z + Z* BE, 这 与 候 设 矛盾 , 当 假设 2 十 2Z* 是 
非 退 化 时 ,这 时 必 有 Z 十 Z*E, Ma (Z, Z*) 也 必 是 个 对 。 

GD HA Z -+ Z" ERATAN, MARA I e Z + Z*, 
& H = H.OH, 是 正则 分 解 ,根据 引 理 4.1, FEV, V EV, Eg 

Z = Ly, Z*-— Ly, (4.17) 
因为 z,Z*&BB,BIAZ(QOD2), PUD RV), S") 分 别 
RGL,— C, G (s, 2) 中 闲 线 性 子 空 间 ， 

今 证 (V) = H... 如果 不对 , 必 有 rE HOD) (x > 0) 

以 及 {wn, P}E Z, {wn*, pt) € Z*, 使 得 


n + n* = x, P + p* 0, (4.18) 
因为 Z,Z* e Z, 所 以 
inii = lel, a*i = le". (419) 
H (4.18), (4.19) 立即 得 到 
del + ief? = a*i P — e*l — lel. (4.20) 


ite AD, EUR x = 0, 这 与 假设 饿 盾 . 
RETE, AO) — H., DOV) = H_, RV = H. %, ` 
在 H, — (-, :)) ETEHGEG BUB BEER {e711€ 4A}, 因为 


V) = H_, 所 以 z,—ley,Ve;le Z E tf = Lc. Veil, 


显然 (z |a e A}, Gflxe A) 是 对 侦 族 . 令 Z” = paner}, HA 
{mlae A), G?]11€ A EE (4.14) 引入 新 内 积 ， 易 知 {Z,，Z*] 是 
H. D. 3}, fH. Z + Z* = Z + z", 证 华 , 

注意 容易 举 出 合子 说 明定 理 47 的 (ü) ha gk “Z 2 Zt 
备 子 空间 ”不 能 换 成 “十 记 * 是 完备 子 空间 ”*。 

显然 ,对 于 开 的 任何 零 性 子 空 闻 zZ ， 如 果 Z 是 闭 的 , RER 
Z* = JZ (J REMS $E H — H OH, 下 的 P; — P PRENE 
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H, ERE). BE, {2,7* 便 是 H. D. 对 于 有 限 维 情况 ,有 
下 于 更 一 艇 的 结果 ， 

推论 4.8 ig Z,Z* 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 (IT, C, 0 的 
两 个 路 福子 空间 . 

G) 如 果 Z 十 Z* 是 有 限 维 空间 ,并 且 非 退化 , 那 未 1Z ,2 人 
EMH. 

Gi) 如 果 (Z,Z") 是 侦 对 , dimZ = i < co, IPA dimZ*=}, 
ZNZ*={0}, EZ + Z* 是非 退 化 的 。 

Gi) mA G), Gi) 中 的 条 件 有 一 个 满足 ， 那 末 (Z, Z") 是 
H.D.5*. 

Gv) 如 果 CO, Gi) 中 的 条 件 有 一 个 满足 ， 那 未 对 Z 中 性 何 线 
性 基 (3; 3G — 1, 2,--*,D, MFE Z* th BJ £8 tE de (27) 
G= 1,2,:--,7, 008 (0 3 GP 为 对 偶 族 ， 并 且 在 任意 确定 的 
XHEX (eh GPYT, GP Ti } 唯 一 确定 。 

WE) A 上 有 限 维 空间 必 是 闭 的 , 由 定理 4.7 的 G) 立即 得 
到 本 推论 的 G). EM | 

Gi) Bero 2,- D 是 Z 的 一 个 线 福 基 ， Pali 
ER (FP) G — 1,2, 0, PR (F, n) 0 G — 1,2, 

门 ， 然 后 类 似 于 Gram-Schmidt 3E 3 (5 3 AP ot M E "m 
ix 如 下 : 


HR = — z, zf — 


— =F m (z;, sf) — 0, = zi, 
(2,2 ) 
ew. Anc (5, zË)z + 5, UR (m, sf) 一 0. 再 取 对 一 


Gint Cast ini EDEG EA Cs Gt) 


MALIS BUR FIRE T^ dimZ * > dimZ = 1, BESEUB Z ,Z * iS 
地 位 ,又 得 到 dimZ* =< dimZ = } B] dimZ = dimZ *, 

对 任何 se Z 1 Z* fni z se 0, BREFS Z" 中 向 最 必 有 
Z€ Z, RA (2,7) > 0, EX 5 Z RUEBETUERIBSBERUT IS. 


1) ERRE tail. er) 必 是 两 个 线性 无 关 族 ， 


fea znz*-igs. 

再 证 2 十 Z* 是 非 退 化 的 ， 因 为 Z 门 2* = {0}, 所 以 对 性 何 
r€ Z + Z*, 必 有 唯一 的 z€ Z, zte ZZ*, 使 得 x = z + z*. 但 又 
因 {Z,Z*) EBH, MARAE sE Z, a" € Z*, 使 得 

Cep) 0 (2 st) 7 0, 

从 而 决 不 可 能 有 非 零 向 量 z€ Z 十 Z*, EB + | Z + Z*, H| Z+ 
Z* 必 是 非 退 化 的 . 

Gi) # GG) ,存在 对 侦 族 {2;},{z*}。 用 这 个 对 偶 族 按 (4.14) 
BARAR, AD Z + Z" EARE, RAZ, Z*} 必 是 五. DS. 


H . 
(iv) TESHBRIE I), (zr) 下 ， 记 zi = 2i Gmm1,2, 7,0, 
XIE 4 — (aj), WR (hy) — 4* ^, fes = bi 邑 为 所 求 . 


显然 , 当 {z; } 给 定 后 。 即 4 给 定 后 ,{z#] 就 被 唯一 HET. 证 毕 ， 

注 从 推论 4.8 的 (G) 的 证 明 可 知 ， 如 果 {Z ,2*} EREE 
规 空 间 厅 的 偶 对 , 并 且 Z,Z* 都 是 零 性 子 空间 ， 那 来 必然 
Znz*-(o3tHZ- 2 ”是 非 退 化 的 ， 

5 标准 分 解 
， 定义 43 RU, C, 00 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , N, P 分 
BUE IT ERA EES, Z, Z* E. IT OO IARE S D, dn 
有 下 浏 分 解 | 

| H = NIZ + Z*)@P, - (4.21) 

PRF (4.21) Æ FH 的 标准 分 解 . 

BIE 4.9 idi -— NOU + Z*}@BP 是 标准 分 解 。 那 末 

() N,P,Z + Z* 都 是 完备 子 空 间 ， 

(i) Z = Z,Z* — Z*, B (Z , Z*) EMY. 

GR) 存在 零 性 子 空 间 Z "48 Z--Z* 一 Z +Z*' (Z , Z*) 
JH. D. 94, 3EB 1 ID ZD Mik (126 AY, (Grae A), 使 得 
{a [3€ AJCZ, 


1) Cap) 表示 IX SEE sa AEE. 
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(iv) 存在 正则 分 解 刀 一 H-H, ,使 得 
HLDN,H,DP, f (4.22) 

证 (0) 意 定 理 3.13 的 直接 推论 . 

Gi) E» II? = Z + Z* 是 完备 子 空间 ， 由 定理 4.7 Gi), 
(Z, Z*) 是 偶 对 、 根 据 推论 4.8 后 面 揭 广 ,ZnZz* 一 【0。 

同样 ,因为 Z + 2* 也 是 完备 子 空间 HP" ,所 以 ZTOYZ* —(0], 
du Z S< Z, 那 末 存 在 eg 3 ,sweZ。 根据 分 解 IT 一 了 十 2Z#， 必 
Tiwuk—BSsz€Z,z*eZ*,(E18 z, = z + z*, fg 2* 一 一 2 € Z. 
显然 ,只 有 z* == 9, Bii z = z, x EIAS EZ IFA. 这 样 ,就 得 
到 Z = Z. 

同样 可 以 证 明 Z* = Z*, | 

Gi) 应 用 定理 4.7 的 人 ,立即 可 得 本 引 理 的 (ñi), 

Gv) 如 令 一 HOBHP, BE N = (HION)OQITQP) 
TEX ED yE IME (4.22). WEHE, 

推论 410 eNi + Z*) P 是 标准 分 解 ， BES N GOD 
Z, NOZ" WE H OE KE (n T 2s Bl, POZ,POZ" 1 IT 
极 天 半 正 子 空间 . 

证 根据 引 理 49 BU (ü), Gv), fud pe — HOOH? # HP 
上 投影 为 PT, SUCKIHIES 4.7 的 (ü) 的 证 明 可 知 PZ = PZ 
= H°”, 从 而 在 正则 分 解 朵 一 (HOOQN)OUIPOP) T, amma H 
# (QCN) EREA P, EREA (NOZ) = HGN, 由 引 
理 3.2 89 (ii) 8]A0,NCODZ E H 的 极 大 尘 负 于 空间 

同样 可 证 推论 的 其 它 结 论 。 证 毕 ， 

6. 线性 子 空间 与 标准 分 解 ` 

XX 44. 设 工 是 完 每 的 不 定 度 规 空间 六 的 闭 线性 于 zs RJ. 
如 时 存在 闭 负 子 空间 Wz, 诸 正 于 空间 P EETA Zi 使 得 

L = N ZBP, : 00 (4.23) 

那么 称 (4.23) JE LAE Y AK, ! 

显然 ,在 标准 分 解 (4.23) tH,Z, = LY L+, 根据 定理 4.4, 任 
何 闭 线 性 子 空间 不 仅 必 存在 标准 分 解 ， 而且 还 可 有 完备 子 空间 
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mo; = 1, 2, 3) ,使 得 一 DNB 并 NH H9, MYD 
-N APDP (45). Z 还 是 I 中 既 极 大 半 负 又 极 太 半 正 的 
子 空 说 ， f 
当然 , 闭 线 性 子 空间 工 的 标准 分 解 并 不 唯一 。 
$144 7 -—1 9L, l — P, GPL 1,2, 1 MEI, 
的 完备 就 范 直 交 系 。 令 = 一 ef + ef ,L spn(er s). 显然 ,到 
N, = span {e7}, Z = span {2} REIN, = span(ez t z), Z' = Z 
时 ,就 有 标准 分 解 
L = NDZ, L = NL. DZ, (4.24) 
下 面 给 出 闭 线 性 子 空间 的 分 解 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 的 
EMH, 
X410 投工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 也 的 闭 线性 子 空 间 ， 
并 且 有 分 解 
L = N. DZ P, (4.25) 
其 中 Ni, PLZ aah E FETTEN BAE RE A 
H — NOI + Z*}PP, t 
NCN, P,CP, Z,CZ (4.26) 
Vr HSJE SUR fFXELINL, P WE N KRATERE 
WE VE AA LERRET C. üN, P, Z + Z* 都 
是 完备 子 空间 ;所 以 f 
Ni NNL, P= PAL, Z= Z L = (Z + Z*] L 
都 是 闭 线性 子 空间 .根据 推论 14 的 GD, Ne, PL, Z, 分别 是 完 
备 的 不 定 度 规 空间 N,P,Z +Z* 的 闭 线 性 子 空间 ,尤其 , 当 (N ,一 
(*, *)0, C, C, 2) 者 是 Hilbert 空间 时 , (Ne, =Le, +) (PL, 
(°, *)) 也 都 是 Hilbert 0. MAM Na, Pi 是 商 个 完备 子 空 得. 
充分 性 :由 于 Ni 是 完备 子 空间 ， 根 据 定理 3.13, H 一 Ni 个 
Ng, JH N sees T ZH. MAT Pi J 23k T H.JfH PLC 
Nf. 从 而 产 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 (Nwi (+ , 20809808 T- EN. 
因此 
Nr = P, BI, 3EH. Zi CIT, 
. 4. 


4 m —H DH, EM WENS AE, PL E: IP EHI 上 的 投 
E. IOP DDE, Z), BS NM (4.25), 有 ZeLAN L+, 
所 以 Zi 是 ERETZA, Mm zx b (IP, (+, -)) 的 闭 
RETTAR, 由 引 理 4.1 的 Gv), BA PLZ E Ur, C, DRA 
线性 子 空间 . 这 样 o m (PZO Z) JE (IF ,(: ,- P) (从 而 
是 站 的 完备 子 空间 .如 取 2* 一 Pz = P 一 ), 易 知 
II? —í(z-4-z*], | (4.27) 
m 一 nae [um OP ZI BH OP, Z,)]. (4.28) 
显然 , 取 = N,O(H-LOPLZ,),P = PLO(GHLOPLZ,) ,那么 标准 
SRH —NO(U-CZ')OP 就 满足 (4.26). WEE. 
定理 4.11 表明 : 闭 线性 子 空间 r 的 分 解 工 — NOZE, in 
果 能 扩张 成 全 空间 如 的 标准 分 解 ,， 那 末 分 解 工 一 NZDP 必 
是 标准 分 解 ,并 且 NL, Pi 都 还 是 完 和 信子 空 间 . 
定理 4.12 T — HOH, 是 正则 分 解 , 工 是 卫 的 闭 线 性 子 
空间 ,并 且 在 上 述 正 风 分解 下 ,一 LOL: OLI (CU $3 328 3.9 
的 G)). 如 果 1 是 4*4 ERU S RR ALT HA BREE 工 的 标 
准 分 解 能 扩张 成 如 的 标准 分 解 , 即 . ` 


人 = NZOP, T — NOLZ + z*ier, (4.29) 
NLCN,P,CP Z,CZ. l i 
其 实 还 可 做 到 

I NQ,CNCH ,PjCPCH,,Z,-Z. . (4.30) 


反之 ,如 果 工 的 某 个 标准 分 解 能 扩 ku IIO SF ARPA. BU 
(429) 成 立 ， 那 末 必 存在 正则 分 解 I 一 HH, 全 得 上 在 这 个 
正则 分 解 下 的 表示 L= LOLOL mita FORTE P| E HB: 
或 是 4*4. 的 正则 点 ,或 是 4*4 的 孤立 谱 点 ， : 

证 设 在 正则 分 解 1 一 HOOH.T.L- LOL @Lš, [3 
Za = (x, Ax} AT Ax =x} (如 果 1Eqs (4*4) BBR Z, = (0)), 
Z* = JZ(J = P, — P), N, = (lx, Ax)|x€ Eit, P. = (iz, 
4x]ix€ (HOEDN ZLAJA E, &4* A dE [0, D). LETS 
闻 。 显然 ,着 取 
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N = NOU LO UA, P = PLOCH,OSZC A)), Z = Zi, 

则 立即 可 知 用 一 NOI + Z*TOP 是 满足 (4.30) 的 标准 分 解 ， 

RZ IT = (Z + Z*) BoR = HOH, 是 正则 分 解 ， 
E H. |= NGH'QH, = POH., EAR HT == H OH, 是 正则 分 解 ， 
由 于 NLCNCH-, PLCPCH,, 所以 工 在 上 述 正则 分 解 下 的 表示 
L = LL L, th L; = Ni, 上 i = Pun Z = (0k, uL = 
{0}; 如 果 Z, = (0), MUJ L, = Zi. BETA, 1 或 是 A*4 DR 
立 谱 点 ( 当 Z, > (0)), 或 是 4*4 的 正则 点 C Z, = 10), 证 
毕 。 

车 立 的 一 个 线性 子 空间 工 能 表示 成 | 

L = N,QZLGP;, (4.31) 

其 中 Ni, PL, ZL 分 别 是 负 . 正 、 零 性 子 空间 ， 当 工 是 闭 线 性 子 空 
间 时 ,从 (4.31) 易 知 Z. = LA Lt m Zi 必 是 闭 的 .但 NL, P. * 
HERR. 

ALS RH L — NOZKUDP, BAR VE T x IBI EE, 
XE dimZ, > 1, dm N, = co, ERIE HE S € Zr. 以 及 定 
LEEN, 上 的 无 界 GHI ETRIF)F842ETEES f. 这 时 取 


NL — {x + felre Ny (4.32) 
显然 Ni 仍 是 负 子 空间 ,并 且 


由 于 f 的 无 界 性 NL 不 是 闭 线 性 子 空 闻 ， 尤 其 当 N, 还 是 了 的 完 
Js BI QNI 显然 按 一 人 ，.》 还 是 Hilbert 258], 
由 此 可 网 ,在 Z, < (0) 的 情况 下 ,分 解 {4 SDBI Ni, Pi 的 
性 质 是 依赖 于 它们 本 身 的 选 家 方式 的 ， 但 有 下 面 定 带 。 ü 
定理 4.13 X LESSE AU EBE SG 3s PRI T 的 闭 纺 性子 空 间 ， 
如 果 有 一 个 分 解 


-L Å- N, DZ Pa, l (4.34) 
使 得 NL, P 都 是 了 的 完备 子 空间 ,， 那 末 , 对 工 的 任何 分 解 
L = N pZ PL, (4.35) 


RUE NT DP; GR NS OL PL) 是 闭 线性 子 空间 时 , Ni, Pi DERE IT 
的 完备 子 空 间 。 
证 633 NLOP, 是 闭 的 宣帝 。 根 所 定理 4.11， 存 在 标准 
48 H — ND(Z 十 Z"}BP. 为 简 音 起见, 不妨 可 以 认为 N = Ni， 
P= P,, Z = Z,(=Z1). 2 HJ = NP, T={s + z*), L'= 
NL GPL. 
居然 ,对 任何 € L', hR EH x€ II z € Z ,使 得 
r = r+ z, (4.36) 
如 果 * = 0,848 z = 0, 否则 将 有 * 一 z Z, & 55 Luz 
O AFE. XAA L' 是 线性 空间 ,所 以 存在 770 一 工 的 线性 算 
T 8, 使 得 x = Br, Wi 
x = x + Br, (4.37) 
由 于 OZ = L'OZ, MA (B) — H, HAA L EHE 
Ek, B Æ r — r Jak. BBIBBSOEGE, B 是 有 界线 性 
XT. 
odd (L', C, OD FESEREBURSEBEGRUISIRI, fE 
= {x + Bx|z€ Ni}, P" — (y + By|y € PL). (4.38) 
显然 ， N”, P" 分 别 是 负 ,\ 正 子 空间 ,并 且 L = Npr. 
对 于 NN" 中 任何 点 列 (z, + Bx). ETE 
—((xz. — x4) + B(r, — rn), (x, — x,) + B(x, — xr,,)) 
ma (x. — uy Xa — Xm), (4.39) 
所 也 drt Erike O PORK ISTE HE ARIES, (D 按 一 (-， 
-) 也 是 基本 的 .但 下 是 完备 子 空间 ,所 以 存在 x€ N, EA 
lim — (x, — x, za — x) == D. (4.40) 
MX (4.40)， 并 注意 到 下 是 有 界 的 ,立即 可 知 {xs + Bx.) R— (7, -) 
收 襄 于 N” 中 向 量 x 十 Br, BD (N", — (+, 0 & Hilbert 空间 . 
PESE Q0.) 也 是 Hilbert 空间 . 这样, 工 — N er 
是 正则 分 解 , 罗 L' 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 
既然 如 的 完备 子 空 间 瑟 有 分 解 L'= NL DP ,根据 定理 3.14, 


"ED 


Ni, P. 353 (L', C, 0 的 完备 子 空 间 , 从 而 也 都 是 好 的 完备 子 
2x [R], f 
再 考察 Ni , PL 分 别 是 闭 线 性 子 空间 的 情况 。 用 Ni , P 代替 
上 面 讨论 的 L', 仍 可 得 到 如 下 事实 对 任何 me NL, P € PL , 必 存 
在 唯一 的 me ITO, pe NO, DAR I? — Z 的 线性 算 子 B, B,, 使 
得 
(o = x + Bap = p+ RBP. O aA), 
4 N" = (n|n' = n + Bn, € NY}, P= {plp = p + Bp, p' 
€PL). BAAN"CITP, P'CIT?, (Bi) =N", @(B,) = P”, 
MONE LPL 以 及 Z LNOP, 容易 得 到 
N" LP”, (4.42) 
X EE BST x € Ho, 根据 (4.35), 必 有 他 去 N;, pe PL, z€ Z, 使 得 
xceom +P + z. 0X B3 (4.41) 立即 得 到 
l r= n + P Bad B,p + z. (4.43) 
BÆ x € H9 z+ pe I7, Bin + Bp trez HAMRE z==a—+ 
2,Bll l 
Ir = N'pr. . (4.44) 
d SEA SDFGE REUS B] (HO (C...) 用 定理 3.14 的 结论 ,N",P 
J GH COC, D 完备 子 空间 。 再 对 也 的 党 备 于 空间 Tc ,用 引 理 
3.9 的 结论 ,就 得 到 和 N", P" 是 万 的 完备 子 空间 。. 
N”, P" 政 是 完备 子 空间 ,它们 就 都 是 闲 线性 子 空间 . 因为 Ni ， 
P. 都 是 闭 线 狂 子 空间 ,所 以 .8 ,8: 是 闭 算 了 于。 然而 gN", 
DCB) = P” 都 是 闭 线 性 子 空间 , 所 以 B, B. 是 有 界线 人 性 算 子 。 
利用 N",P' EATER, B, B: BARRAREN Pr JE 
闭 线 性子 空间 ,立即 可 以 得 到 NL ,PL 必 是 H h;su T STRE ES. 
推论 相 玛 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 HL GUBIZRSE T 23 IRI, 
(如 了 果 有 一 个 标准 分 解 工 一 N DZP, EI IK A RIR 
准 分 解 J 一 NB{Z 二 Z 9 由 P( 即 NDN,, POPL ZDZ BRE 
的 任何 标准 分 解 L 一 NL DZ, GP; 也 必 能 扩张 成 古 的 标准 分 解 ， 
Gi) 如果 有 一 个 标准 分 解 工 一 N OZO, 使 得 Ni, P. E: 


. r 


H EOS A Sede T8 8L SACER ERE EL =N DZO 中 
的 Ni ,Pl 都 是 完备 子 空 间 ， 

WE GO) 是 定理 4.13 的 直接 推论 。 利用 Gi) 和 定理 4 11 B: 
#JG), EP. 

XH 415 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 厅 的 奢 线性 子 空间 . 
WREED MN = HOH, 之 下 , 工 = L DL L£, JEB 1 
€ p( 4*4) 21 E o(A* 4) 的 孤立 点 ， 那 末 在 任何 正则 分 解 采 二 
H-H, ZF, DR L a| LDL OL] P C. ERE 1€ 
PLAIA 或 1 Re ATA 的 孤立 点 . 

证 在 正则 分 解 只 = HH, 之 下 , 如 果 1€ (4*4), Wk 
p Gs ON ODIL OP xh 

- (ix, Ax))z> € E, E, 是 A* A # [9, 41) 上 谱 填空 间 } 

Ax)|x€ E, epa), - f ` (4.45) 

E, E: A*A 在 (1,co) 上 谱 子 空间 }， | 

显然 ,由 于 le o(A* 4), LE IT t9 Y 23 Am FT — LEL, 
因此 ,在 任何 正 风 分 解 刀 一 HOH, ZF, LAL OLV OLY 中 
的 Le 必 是 完备 子 空 间 。 青 条 用 引 理 3.3 的 Cii), 立即 有 1 

pCA* 47), 

现在 再 证 明 1 是 o(A* A) 的 独立 点 情况 。 令 
Z= ix, Ax] |x = A*Ax, rE PIAJ): 

TIL 一 N,OZ,OP,, Ni, P, (yin (4.45) 中 的 形式 . 由 于 1 是 
aAA DATA, DA Ne Pr 是 万 的 商 个 完备 子 空间 ; 根据 定 
理 4.11, 存 在 标准 分 解 亲 一 NOXZ + Z*}BP, 使 得 Z=Z1, ND 
NQQPOPR, RE 4.13 可 知 , W LERDE L—NLOZ,OGP,, 
只 要 NL 是 (或 Ni , PL, IRSE) 闭 线性 子 空间 ， 就 能 扩张 成 T 
的 标准 分 解 刀 = N'O + Z*)@P. 

i =H OH. 是 正则 分 解 , L-LVOLSOLDS, 由 于 ZL 一 
LAL s {0} ,因此 1€ e,(/* 4) 3E B. EE 
Z. = dn, Ax) = AA", z€ DAY 

现在 只 要 证 肯 1 A*A 的 弧 立 点 即 可 。 令 
bs 530 


N' = (ix, 4x] ] e € Ej, Ei E. 4*4 在 [0,1) 的 谱 子 空间 }， 

P ma (íz, d'ulbee E.A DU], E, E A*A 3€ (1, oo) 的 
谱 子 空间 }， 因 为 4 是 闭 算 子 , 所 以 N',P 都 是 闭 线性 子 空 司 :并 
有 NIP, Be 

L = CL,'OON' ) OZ OL DP), 
并 且 LON, Lj'QP'pjÉG£R BET OBI. 由 定理 4.13 知道 ， 
LYDON, Lp'DP 是 两 个 完备 子 空间 , 由 定理 3.13, N, P 分 别 是 
(Lg N', (C, D, Qr, CD 的 完备 子 空间 .但 LN, 
LY OP ENKA ATEA, 所 以 NT, P db RETE H 的 完备 子 
ZHL, 再 对 NW ,P 应 用 引 理 3.3 的 fii)， 立即 可 知 1 是 全 ?df 的 孤 
xu. uH. 

引 强 4416 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 全 的 负 ( 或 正 ) 的 子 
空间 。 并 且 按 一 《…，') GR C. 2) 成 为 Hilbert 空间 ， 那 末 在 工 
的 任何 分 解 Z — N 十 ZZ = NL> H, RENE 闭 钱 性 子 
空间 ，N 就 必定 是 完备 子 空间 ， 满 足 N 为 闭 的 分 组 工 一 NDZ 是 
存在 和 的。 . 

证 . 我 们 不 妨 就 工 是 负 子 空间 的 情况 加 以 证 明 . x= Em 
Xf, BEEM aa L = NOZ(Z = Zr = LLA), N 是 负 闭 
线性 子 空间 ， 并 且 N. Z 分 别 包 含 在 完备 子 空 间 To, A? 中 ,而 
H 一 JHB 下面 先 就 这 种 特殊 分 解 来 证 明和 N 是 完备 子 空间 ， 
为 此 ,显然 只 要 证 明 (N ,一 (+:，*)) 是 Hilbert 空间 . 

Wm? — HOQHY G = 1, 2) 是 正则 分 解 ， 出 它们 导出 的 内 
积 为 [", ls 在 了 上 取 正 则 分 解 : H—(Ho H>) o (HOD 
H9), 显然 ， 可 由 它 导 出 内 积 L ISl c htl h AER 
人 小. 设 (yC N. Bik— (:, .) 是 基本 点 列 ， AA NCL, 所 以 
存在 {ys1CL, 使 得 

ly, xd ln 1,2, +, 
因而 (y,) bg — C.) REKAN. EBRA, FELL HEY, 
使 得 . 
lim — (Pa — Y, Ya — y) = 0, (4.46) 


3e 


OBTCOLcL-NOZ, gin DM mi 
Eat EN, zs€ Z, WRIA NCHS, Zc II? UE (4.45), 则 有 
Ince Lnmid,2, 5.0 (447) 


&y = r+ r,z€ N, z€ Z, B (4.46) 得 到 


lm — (x, — z, x, — z) — 0. I (4.48) 
再 根据 (4.47) 和 (4.48) 就 得 到 | 
lim — (x, — z, z — x) = 0, (4.49) 


Lind 


BB (N,—(C*, :)) Æ Hilbert 空间 ， 

BEAR LETEA Le Np, 使 得 六 是 完备 子 空间 ， H 
4E PB 4.13 或 推论 414, 立 即 可 知 工 的 任何 标准 分 解 L=N' OZ 中 
N' 也 必 是 完备 子 空间 ,证 毕 . 

.定理 4.17 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 N 的 线性 子 空间 . 如 
X (L, (°, D 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 那 末 在 三 的 任何 分 解 
L—LOZ(Z-LnL)wm, REL 是 闭 线 性 子 空间 , L SE 
TZATZEA, WEL RRE F. 2209 29 L= L ez 是 
存在 的 . 

证 SR. BEL 为 闭 线 性 子 空间 的 分 解 工 一 工 ' 外 2Z (2 一 
LN L^) 是 存在 的 .根据 定理 4.13, 我 们 只 要 证 明 有 一 个 分 解 L == 
一 L'OZ 中 的 L 是 完备 子 空间 就 可 以 了 。 — 
ZL eL OL ElL, C, ) 的 正则 分 解 对 工 -应 用 引 
EB 4.16 以 及 定理 4.4 ,就 存在 分 解 
Lo —NOZ,Z-LhnE — 
其 中 NM 是 末 的 完备 子 空间 。 因 为 工 :上 工 -。 所 以 L+ 是 完备 FZ 
间 N+ 的 线性 子 空间 (自然 ZLCN+). 在 (N, C 5 2) 中 对 Li 再 
ERBI 4. 16, 便 知 存在 分 解 
(E. = ZIP, Za 一 L, Linw., | 
Ehre, C, 0) 的 完备 子 空 间 ， 从 而 P RETI 的 完备 子 空 
BI. BG, 存在 分 解 HL — Torie, IN, I9-—P, He = 
= IO (QNGP),ifi Zac I9, 
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由 于 Z LL,, MA Z LE, MTS ZiZa Z, EP» 由 此 可 知 
Z,CI?.. AF Z, Za 所 以 Z, + Z, RE ITO asik PvE RI, d 
z wasi Z, TZ, 显然 


E. + Í,CNGZGP.  — (4.50) 
HT NOPOZ 是 闭 线 性 子 空间 ,所 以 
LCNDZDP. (4.51) 


另 一 方面 ,因为 NGZ, = L, POZ: = Li, 所 以 N, P, Zit 
Za 都 是 工 的 线性 子 空间 ,因而 ZC L, 于 是 有 . 

L = NOZGP. 
这 里 的 入 ,了 是 是 的 完备 子 空间 ,. 证 毕 。 


$5 Hx 空 W f£ 构 

在 $1 一 $4 中 着重 讨论 的 是 一 般 的 完 矢 的 不 定 度 规 空间 ,在 本 
节 中 将 应 用 前 面 的 结果 来 讨论 特殊 的 不 定 度 规 空间 UTx, (C, 
-)).. 

1. IT, HARKE 

， 定 义 51 WU, C, D SCA RUTISEBONUAS HL, RNS 

H-H, Ri JA RE, 如 果 dim 日 .一 im H,—o0, WK (H, C, 
-)) & Kpeün (Krein) ZA; 如 J& dimH. —K < oo, dimH, — oo 
AFR (JH, (e, -)) 是 Dlonrpnrun (Pontrjagio) ZE, EK 25 fA JR 
Fk, 负 指 标 为 天 的 Tloarparuu 空间 常 简 记 为 Ux, C D) R k. 

由 $2 的 范 数 等 价 定理 (定理 2.5) A, Tx 上 任何 正则 分 解 
II 一 HDH, 所 导出 的 内 积 [.,，-] 所 产生 的 H, ish dt iA 
价 . 这 个 拓扑 记 为 S. 

2. 子 空间 的 结构 ”这 里 不 拟 一 一 例 举 83 h gode d RET. 
中 相应 的 情况 ,而 只 将 /7x 中 特有 的 重要 结果 列 出 , 并 加 以 证 明 。 

.首先 注意 , 按 $3 记号 ,出 于 .dimH_ —K < co ,所 以 任何 已 -一 


D 有 的 六 章 申 称 由 m = eo, dimH, = K $ Tlonrparan SEI. BRENER 
中 攻读 没有 实质 性 区 别 ， 
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H, 的 线性 算 子 4 总 是 DUCH., — (6,2) 802, (+, -3) 
的 有 界线 性 算 子 , H EL H4. A4A* 只 有 有 限 个 (个 数 不 超 过 
dime (A)) 点 谱 

定理 5.1 GRECE HLEN HAGE) Ts. 95 
ALEN 的 极 大 负 (kup K f) 子 空间 的 充 枫 条件 是 下 面 二 
者 之 一 . 

G) 在 正则 分 解 H, HH, 之 下 , P-L = H_, tF P E 
Pr 在 H. ERE. 

` (ii) dimL = K, 

证 首先 注意 , CERDA k| HOH, 之 下 , 显然 ， 工 为 
Is Rt CE 4) 子 空间 的 论 要 条 件 是 存在 日 .一 H, 的 线性 算 子 
有 ,对 任何 ze CD (CH`_), 

[4x < hel CR Hx ID, (5.1) 

使 短工 一 工 4+， 根 据 引 理 3.2 的 Gü) 的 必要 性 证 明 可 知 , 工 , 是 极 
大 负 子 空间 时 ,必然 CA) --H. (B dimH_<oo, HA (4) 
ZG -—N.. Wi €) = PL, RABIA 3.2 HC) , Gi) 立 
即 得 到 工 为 Te LEA fà GR < 3E ft) TOWREORUEATE 
P.L = H.. 

现在 证 明 Gi) dE RAE, 

假设 ti) mir. 由 于 工 RRA fE 52 h (0, y) (y == D) 的 向 
量 ,所 议 对 尾 何 非 零 rE L, Por 0, Bi r. rh EBI — B S ME X [E] 
Ë n,e s PAR BS Pori, ts. Pon Wo spp otini. Bl 
dim L 一 不, 所 以 dim P.L = K = dim H_, Mi PLL = H_ WE 
本 定理 的 (Gi) 可知 , 工 是 极 大 负 CIR CE RO) TER. 

Bt Bui L Jë A (aR Kb n) 子 空间 ， 根 据 本 定理 的 
Mi), P-L =H., BEAK, dim L > dim H. — K. 再 由 于 P_ 将 
L hap pp 353 LB ATA ERE, BrbL X GA 8 .dim L < 
dim H_ = K, Mm dim L = K, ijtiB, 

Hti 5.2 WELRE HB (RE) — 

G) LE fH 的 闭 线 竹子 空间 : 
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(ü)  LRRE HKBSSCATA (shi K> A) 子 空间 的 充 要 条 件 
是 dim L < K, REPL * H. 
本 推论 是 显 而 易 记 的 . 
33853 Ek 上 下 列 命题 成 立 ， 
G) Hx 的 任何 久子 空间 N 必 是 完备 子 空间 . 
Gi) Hk 上 任 柯 正 子 空间 PF， 如 困 (P. (-, .)) 成 为 Hilbert 25 
E, HA P 是 非 退 化 的 , 那 末 P 必 是 完备 子 空间 (从 而 P = P). 
证 G) RX dimy 志 尺 ， 而 有 限 维 空间 必 是 闭 线性 子 空间 ，、 
JE H. (N, — (+, 0 也 必 是 Hilbert 空间 ,所 以 六 是 完备 子 空间 
. Gi) 是 引 理 3.16 或 定理 3.18 HAt. EP. f 
X3E 5.4 UH, 上 任何 非 退 化 的 闭 线 性 子 空间 必 是 完备 子 空 
i. 
证 Wk D. -—HOOH,.dRGEWUAOE HEEM 3.9， 
L = LDL bL. . . (5.2) 
S.L. L$ ;都 是 完备 于 空间 。 B LÉJSBAIE,M. (5.2) 推出 ， 
L, V R3ESR (09. Ze Se d& + 2x Bl IT 一 DODA 《注意 
D(A) = 92 (A)) 应 用 引 理 3.3 的 Gi, 立即 有 
1£o,( 4*4) — o(A* 4), ` (5.3) 
BM 1€ oCA* A4). 再 根据 引 理 3.3 的 (ñi), II =a L @DL ,=, Mü 
L,& GI', (*,-)) ügsgde-F es [B]. MERE TE 3.14 的 GaBe 
知 工 是 完备 了 于 空间。 也 可 直接 令 L, = NOP Æ L, 的 正则 分 解 ， 
E L-ULSQONXOULQP) 就 是 CL, C^, 0 BSIEWILAY RIS, 从 
Wu L JR: II DRETZ. ub. 
HESS Hx 上 和 任何 有 限 纵 非 退化 子 空间 必 是 完备 子 空间 ， 
E], TR. NC JE [x KRKA TEN RRA 
Ik = NON+, . (5.4) 
并 且 (5.4) 是 IT 的 正则 分 解 . i ' 
本 推论 是 显然 的 . 
下 面 的 推论 地 是 显然 的 。 
推论 &6 LEN 的 非 退 化 的 闲 线性 子 空 间 . 下 列 命题 成 


A. 
(i) (FZS. NJGELTHSIE—ECKTCT ZR SOR 
| L= NOM, (5.5) 
RB M -—LONSJOBR (5.5) RE (L, Ca *)) 的 正则 分 解 ， 
Gi) 记 并 中 极 大 负 子 空间 的 维 数 为 天 '， 那 来 天 e K, HEA 
(L, C, CD 是 He 空间. 
Gü) jd L^ 中 极 大 负 子 空间 的 维 数 为 K" Bio 
Hk = L@L+, HH K' + K” = K. (5.6) 
TEST 没 工 是 上 fx 的 闲 线 性 于 空间， 下列 命题 成 立 ， 
G) 工 必 可 分 解 成 如 下 形式 : f 
L = NOZ PP, (5.7) 
H Ne, Prs Zi 分 别 是 负 \ 正 、 零 性 于 空间 。 凡 是 (5.7) 形式 的 分 
EBA Ze = LNL, 并 且 dim Ni 是 工 中 极 大 仙子 空间 的 维 数 ， 
(i) 存在 工 的 分 解 (5.7), 3 B P, 是 Vx 的 闭 线 性 子 空间 (从 
Wü P, AE Hx 的 完备 子 空间 )。 
Gü) 当 分 解 (5.7) 中 PL 是 闭 线 性 子 空间 时 《 即 (5.7) 是 工 的 
标准 分 解 时 ) ,存在 标准 分 解 H. 一 NDZ + ZP, ëk 
N,CN, PCP, Z= Z, (5.8) 
并 且 (Z, Z") E H. D.94. | 
(v) 34 (5.7) 是 标准 分 解 时 ,有 分 解 i 
LE = (NON JBZLO(POPL}, Z1 = Zr， (5.9) 


(5.9) 是 Li 的 标准 分 解 , 并 且 | 
dim Nr + dim (NON) + dim ZL = K, | (5.10) 


证 显然 ， 由 定理 4 可 知 ， 对 于 闭 钱 性 于 空间 工 ， 必 有 分 解 
(5.7), 而且 NL, Zas P. S8JE HIER EE T ERI, M (5.7) BRL Z. LL, 
所 以 ZicLOL*. RI, HEM z&E 工 几 工 +-。 必 有 唯一 的 ae N, 
zE ZL PEP. Èi r =n ta tp, HT z. LN, c KP. 所 以 n= 
PO.BD >z = ré Z, BR Ze — LL. 

由 于 Z,@P, 是 半 正 子 空间 ， 从 (5.7) 易 知 Ni 9 L chik < 
负 子 空间 ,这样 就 证 明了 (i) ,并 且 也 证 明了 Gi). 


`. 59 + 


因为 只 是 闭 线性 子 瞧 间 , 又 显然 P BIEBL, 根据 定理 5.4, 
P, 是 Hk 的 完备 子 空间 , 而 Ni 是 有 限 维 负 子 空间 ， 所 以 Ni 也 是 
Hy 的 完备 子 空 间 ， 根 据 定 理 4.11, 必 存 在 满足 (5.8) 的 标准 分 解 
Hy = NO(Z + Z*}@BP， 从 标准 分 解 的 意义 或 直接 从 推论 4.8， 
立即 可 知 {Z,Z*} E H. DP. 对， 这 就 证 明了 Gü), 
(iv) 也 是 很 明显 的 。 证 明 略 。 
定理 5.8 设 工 是 /7x 的 线性 于 空间 ， 下 列 命题 成 立 ， 
(i) 工 必 可 分 解 成 如 下 形式 : 
L = NDZLDP, (5.11) 
其 中 Nr, Pr, Za 7r Bl fü. JE. E ima M Z, = LAL+, #E 
可 以 做 到 Ni EEL rh ep e BUE 68 X (T 2E El, 
Gi) 设 P, = ZP, Z,= P n P^, Ps 为 正 闭 线性 子 空间 (BI 
x 的 正 完备 子 空间 )， 那 么 
L = N,@2,@P, = NQODIZ, T ZOR. (5.12) 
Gñ) daN, Æ L OLE L) 的 极 大 负 子 空间 的 维 数 . 
证 G) 在 工 中 任 取 一 个 工 的 极 大 负 子 空 伺 所 ， 因 为 Ni 必 
是 完备 的 ,所 以 了 一 如 电导 ,从 而 
L = N DL’. 
TAL 中 不 再 全 有 负 向 重 , 因此 上 ' RER¥ETEM., AR Z 一 
L'ALE 
Z = L'AL = {yj lr, Y) = 0, rE L' yE L') 
zíiíylir-cLs,»)—0,x€L'»eL'scN, 
= ii, 0) = 0,z€ L, ye L} iyiler, y) m 
f ` z€ L, y€ L) = Lñ L+ =Z. 
ERAR L'Z 的 每 个 等 价 类 中 适当 选 代表 向 量 ， 霹 所 选 代 a 
toti P, HRR EREA, 从 而 上” 一 ` ze 
， 由 起 可 短 (5.1). 
Gi) 因为 Bi 是 闭 线 性 子 空间 ,而 NLCPZ, 是 有 限 维 空间 ， 所 
以 NIDZ,OP, 是 闭 线 福子 空间 ,从 而 ECNLOZLDP,. 
HEE, BEXAR LDN, OZ OP, 是 显然 的 ， 所 以 (5.12) 成 
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X. 

(ii) H (5.11) 可 知 , 工 中 极 天 甸子 空间 维 数 至 少 大 于 或 等 于 
dimN,, 如果 Ny JE LE) —A- CK (TE 28 [B], nun E NL Hi 
REE. 根据 分 解 (35.11), 则 对 每 个 # 有 唯一 分 解 x; = moz 
pi mi € N,, z; € Z, p; € PL, BF a, t u ERRETES, HE 
Z, + P, 中 不 售 鱼 向 量 这 个 事实 , MEEA myte m TENE 
中 线性 无 关 商 景 组 ， 从 而 dinw, = dmiN,, BD L rH 48 K fA f Zl 
的 维 数 决 不 超过 dim Na. Aru Gu) REO. f 

MELOÉ ANE (5.11) 时 , 工 就 有 分 解 (5.12). M (5.11), (5.12) 
可 知 , 工 ,工具 有 相同 的 极 大 负 子 空间 的 维 数 ， 证 毕 。 
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第 二 章 ”完备 的 不 定 度 规 空间 上 算 子 
的 一 般 理 论 


本 章 中 主要 是 讨论 完备 的 不 定 度 规 空间 {六 ,《*,…)) 上 基 些 
重要 算 子 的 一 般 理论 .有 关 完 备 的 不 定 度 规 空 间 上 的 自 共 轿 算 子 、 
西 算 子 , 正 缩 算 子 的 深 人 的 竹 质 将 分 章 讨论 。 


$1 竺 定 . 闭 和 对 称 算 子 


0l REEF 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 CT, C, D 8158 
备 的 不 定 度 规 空间 (有 ,(* ，*)) 的 线性 算 子 , ZITEN 对 于 
tire, ERA:n, 使 得 
(Tr, y} = (x, z), x € DCT). (1.1) 
这 种 ? WJ aki DI ,显然 D'EN BET, HEAT 
y€ gt 15 4 z € H EE (1.1) BS 36 8 22 E k: 22 ( T) dE H mn 
3895, 55 Hilbert 空间 关羽 ,引入 如 下 定义 ， | 
定 尺 11 i(H,(.. y, Ir, CL 00 是 两 个 完备 的 不 定 
麻 规 空间 。 了 是 了 到 杂 的 线性 算 了 和子， 如果 OD) # H RAR’ 
Jb RT EEST, TÆN AT 的 稠 定 算 子 时 ， 作 2 t( — 
MAN BAT T1:yH> xz， 其 中 ye 5, Tü = xit (1.1) 成立 
frg E. RE | 
(Tx, y) = (x, Tty), z€ (T), vex, (1.2) 
称 TILAT = 225) 2) THREAT. sk PEBE PE, 
i] HT = HOH = HH, WEE E. Dac gJ, le, 
为 分 别 由 它们 导出 的 肉 积 ， 相 应 的 范 数 记 为 中 ‖,|: Y. Pas 
PSAE H EH, M E H, 上 的 投影 $ J-PL—PO. r= 
PL—P. SER (1.2) 式 等 价 于 下 式 : 
L/Tx,yY —i(jJx, Ty] x€ BIT) YE DIT’ (13) 
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BUT T E. Hilbert 空间 (7, [+ , * 1) 到 Hilbert 空间 UT [+ , * 1) 
的 称 定 线性 算 子 ,因此 T" 存在 , SEER P — 1, 7 177-4, 
一 了 时 , 易 知 (13) 等 价 于 
T'-JIT*I. (1.4) 
REZATI = PELT, B Tt = JT, 

(1.4) 式 是 沟通 Hilbert ZARRETAN AR SE BE 
EX JtSSWTCEBSERE, 

2. HEF 
(00 EAL RU, C, VUT, C, OO 是 南 个 完备 的 不 定 
RASH, TÆN PERRET, PICI, WEH (xg 
(eec, [Trs] 都 是 基本 PURI. 2 8 x € DOT), t 
lim x, = x, lim Tta = Tr, (1.5) 


n>a 


BKETEDAT. 
(08 BATEC DAU, C, ONO 的 闭 算 子 ,等 价 于 将 
T 3030 Hilbert 空间 (7, [+ ,*1) 到 Hilbert 空间 UF, E», * 12 R9 
线性 算 子 时 是 闭 的 ,类 似 地 也 可 用 图 象 来 描述 ， 

X13 XUL C, D) O, Cs D) 是 两 个 不 定 度 规 空 
BJ, xI RRR TEIL x IT" 上 引 人 度 规 : 

(n, xi, In, xD) = (n, x) F Cn, y. (16) 

称 (了 x TG, 9H GL, C, 2204 UT, C, - Y) 的 乘积 空 
il, SiS (2, Ca 9) x (P, 0, 20, Ram H x m, 

有 时 为 了 防止 混 清 ， 由 (1.6) 定义 的 H x H' 上 度 规 明确 表 
ŽAC 296, N. 

MALL (H x QC, OD 为 完备 的 不 定 度 规 空间 的 充 
HAPE (1, C, 9 UP, 0, Y) 都 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

证 充分 性 Wk =u @H, M'E OE REEN, B 
A (H x ,一 (C7, 2) 和 (HL X BL, (GC, 2) WE Hilbert 


O D opm “P 3284 GE SIB UTR RUIUAGESR. [fü ^" RUM E — GRE, AER 
Hilben SHEA FRISCH y W. 
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空间 ， 即 如 x IP = (H.x HOOH, x Hi E GI x I. 
QD 的 正则 分 解 。 所 以 U x I, (0, OD 是 完备 的 不 定 度 规 
ZER 
必要 性 ”考察 完备 的 不 定 度 规 空间 (T xI, ((* , OMEIA 
个 线性 和子 空 间 
L, = (ix, 0] ix € Hy, 
(1.7) 
.  Li-ítf0, yiye Py 
显然 L. 1 L, HE 
nx = LOL, (18) 
根据 第 一 章 定理 3.13, La, Li BRE (TI x I, (0, ))) 的 完备 子 
空间 。 由 于 (Li, CC, 00D H (7, C, 2) 可 视 为 同一 的 ， 因 而 
(T, OC, D 是 完备 的 不 定 度 规 空间 . AH, (ZP, C, 0) 4E 
完备 的 不 定 度 规 空间 . 证 毕 . 
推论 1.2 ik Hk, He 是 两 个 Hoarparag 空间 ,那么 Jkx IT 
也 是 Nompar 空间 ,并 日 是 ler. 
证 设 Uk HOGH. (dmHo-—K), Me = HOH, 
(dimH' = K') 都 是 正则 分 解 , 因 而 
Hy X Hp = (H_ x HOOH, x H!) (1.9) 
也 是 正则 分 解 。 由 了 于 dimH_ x H'-dimH. + dimH .= 十 KK， 
所 已 Hk x He E Uk, 
W IT = HH., W = HOH, 都 是 正则 分 和解。 贝 它们 导出 
的 内 积分 别 是 [，:];,[-, Y H x 7' 的 正则 分 解 (1.9) 所 导 
WAAR I, H, ASI SSSRIE:, 1), JEL,- I. 
X14 设 T 是 不 定 度 规 空间 UT, C, )) 到 不 定 度 规 空 
HUF, C, OD BEGZREERCT- IET) C HL (HT x II QG, -))) 
上 的 子 集 l 


G(T) = (Ix, TxyyY|z € BTY} 
是 算 子 工 的 图 象 . 
JLI G) XP, OD 的 线性 子 空间 上 为 某 个 
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如 到 六 的 线性 算 子 的 图 象 的 充 要 条 件 是 ， 工 中 不 含 形 如 {0, y] 
(y = 0) 的 向 量 ， 

(8) 了 是 完备 的 不 定 麻 规 空间 (IT , C, D 到 完备 的 不 定 度 
HFA UT, C, OD 的 线性 算 子 , EE (T) CH, BTE T EHW 
的 充 要 条 件 是 , GCT) E (I x II, CC, -))) 的 团 线 姓 子 空间 ， 

引 理 1.3 的 证 明 完 全 与 Hilbert 空间 情况 一 样 。 证 本 赂 . 

和 通常 Hilbert JA —#, MA A x H' SUIT. x H gti 
算 ， 

Vilx, y) (»,—2), lx, y) e H x if, (1.10) 
不 定 麻 规 室 间 上 的 “入 运算 和 Hilbert 空间 上 “类 ”一 样 , 具 有 如 
下 初等 性 质 . 

SUR 14 UL GIL,0C,-, UT, C, OD 是 两 个 完备 的 不 定 
ERZE, T. T,, T, 都 是 7 到 六 7' 的 稳定 线性 算 子 。 下 列 命题 成 
XE, 

G) T' RU SE IT AAT, 

Gi) WETEA 人 上 定义 的 有 界 算 子 , 那 末 了 1? 也 是 全 六 上 
定义 的 有 异 算 子 。 

i Gii) M T, + T, EMEA E, (T, + TDT +T}, d 

MT, T, 中 有 一 个 是 全 有 上 定义 的 有 界 算 子 时 ，(T, + 了 + 一 
TI + Tf. 

(iv) 1 RHE—AÀAESE URL, SIE 

(AT)! — 1T; 8 = (0T Y Do0T *?. 
(v) WRTH, AT) 在 厅 tA, EDOK 
(T = (TOV, 

(vi) € T,OT,NM,TICTl. 

(vü) GCT') ~ CPGCT))!, 

(vii) MEF TRAR AERA + T, EATE 
TORERE, 7? 是 稠 定 算 子 . 当 7+ SERO) 是 工 的 


1) 此 式 最 左边 的 “6” RENT :以 后 我 们 信用 "0? 表示 零 算 于 .这 里 用 日 ,是 为 了 
表示 与 比 式 中 其 它 两 个 数字 零 有 区 别 . 
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最 小 闭 扩 张 .从 而 当 工 是 稠 定 闭 算 子 时 (了 1 一 T. 
(ix) A(T) — ATIP 
(x) 3 (07, 60, 2) = GP, (r, 2D, T.T, EMEA Fh 
CAT jf2TiTi. WË TRE H 上 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 那 
Z (T T) -TiTi. 
上 述 (i) — (x) 可 完全 相仿 于 Hilbert 空间 情况 来 证 明 . 当然 ， 
也 可 以 通过 【1.4) XX G0 — 00 直接 化 成 Hilbert 情况 去 讨论 , 
注意 ,在 证 明 时 ,要 用 到 第 一 章 的 推论 3.6. 
3,， 根 子 空间 设 了 是 不 定 麻 规 空间 U, C,’ 上 线性 算 
F. WR 1 是 工 的 特征 值 : 今 后 总 用 PCT) 表示 相应 于 14 的 特征 
疝 量 全 体 。 XE— MEHD S EET ES PADRE k i 
@,(T)=(=x|(T Air = 0x € g%(T*)). (1.11) 
显然 
@,(T)C0;,(T)C Cul TC, (1.12) 
#R Gu CP) 29 T BS k 2323 BE Bj, E 4 Sk F EH, RR 


p(T) = U Pal TA 了 的 根子 空间 . 
k=1 


如 果 xE 0 (T), B xe (T), BERI z FE T BU k SG F) 
量 ;如 果 < 是 = 级 根 向 量 ,并 且 不 存在 ” + 1 级 根 向 量 y id * 一 
(T 一 11)y, 那 末 称 * 是 工 的 最 高 级 根 向 置 . 一般 说 来 , 工 可 以 有 
很 多 最 高 级 向 量 ,自然 这 些 最 高 级 向 量 的 级 可 以 不 同 ， 

显然 , AT) 中 每 个 应 量 都 有 确定 的 级 ， 而 对 每 个 自然 数 和 ， 
O,CT) 是 线性 子 空间 ,并 且 线 性 于 空间 PCT) C AD(T*) (s = 1, 
2, -.…); 当 邓 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7, (7, -)) 上 闭 算 子 时 ， 
T 一 41 也 是 闭 算 子 ， 并 且 OUT) ERRETZE TÆN 上 
定义 的 闭 线性 算 子 时 ， PulT 一 1,2，……) 都 是 闭 线性 子 空 
lB], 
定义 15 设 {Lo|a€ AJ ERZE R 22 8] (7, (5, )) FE— 


D CT) REET TARER CT) = (x|Tx = 0, x€ giT)). 
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BRETTER. WEAH eE A, L, i RR in] EZ ERE *, 都 有 >ë 
span {Lara € A, a^ 2c a), IRRE (Lela € A) 是 一 族 线 性 无 关 的 
T B]. CERIS ë hk pos B He b TT [BE 
引 理 15 Vir E 2 E BE ML ZE [BL U.OC.,) EXRERT, 
多 (T)CH， 那 未 {9a(T)|1€ op(7T)} 必 是 一 族 线性 无 关子 空间 . 
证 我 们 用 反 证 法 ,如果 有 非 零 we PT), xi € BLUT), uox 
A, VARB 0,5 — 1,2, ct n, 使 得 


z= Ý an, (1.13) 
假设 n BIRA Ke = RRD k, 并 作 工 的 多 项 式 
PT) = (T aD] O = a ys, (1.14) 


S POT) = 0,i= 1,2, a Bie PCT)s — 0, 


PCT Jr = HG 一 zs- A1I)* ir >< 0, (1.15) 


XEERHETO. Bit, fes aee CT) RE 族 线性 无 关 的 
FZ, w, 

4. 对 称 算 子 

定义 1.6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 a, Ca, » 目的 稠 
定 线性 算 子 ,如 果 4 己 41, 称 4 是 对 称 算 子 ,如 果 41 一 4， BR JR 
HERRAT REHEAT. 

对 称 算 子 有 如 下 初等 处 质 ， 

X38 1.6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 UT, (: , 20) 上 对 称 
x+. 

GQ 如果 1, pE o,( 4) JE B. 2 >< p, BB 

D(A) L Bal A). (1.16) 

(B) 如 果 1€ o, (4), L.A 9c 0,857 DL A) RAPETE. 

(Gu) 特别 , 当 了 一 Fx 时 , SES À de EE (或 下 半 ) 开平 面 上 
特征 信 的 个 数 不 超过 天 ， 用 AG = 1,11, -.. , 1) SR EM (或 下 

„sý 


3E) 开平 面 的 特征 值 , 进一步 便 有 
dim(@, (CAI BP CA): DOCU) 


= Y dime (4) < K. a7) 


Gv) fnXÉ A E (H, C, EBGEBERE E. HR ol 4) 关于 
实 轴 对 称 ?。 

证 G) 显然 只 要 证 明 DICA) L 6. (A) 即 可 ,用 扫 编 法 证 明 : 
如 下 ; Haze ald), y € PACA) m. 

Ax, y) = (Axr, Y) = (x, Ay) = alr, y). 
根据 ice 严 的 假设 ， 由 上 上 式 立 即 得 到 (zx，, 3) 一 0。 从 而 Bu(4)1 
Onl A). 

假设 对 自然 数 mw， BEHI m WE AL ae), 
邻 证 当 Ar = m+1 Br, Pul ALPA). 事实 上 ,如果 ze Du 
C4), y € $a C4) BK 
(4 — àD)x € DA), CA — nIy € Gu aA). 
利用 归纳 法 假设 ， 

—(Ax, y) = (AAT)r, y) — (As, y) 

= — (x, Ay) = —(z, CA — nD)y) — ns, y) 

一 —B(=, Y). | ^ LIS) 
因为 4 半 p, AEA Cray) = 0, B Oul) L6. (A), 由 此 可 以 得 
8l d. CA) LOLA), 

Gi) 在 G) PRIE 1,120 的 情 沉 ,这 寺 必 有 1581, 
从 而 d$:CA) LO; (A). OC 是 闭 零 狂 子 空 间 ， 

BOE 根据 红色 1.5 和 本 定理 的 G), Gi), 对 于 (H, CS 
对 称 算 子 4, (9.64) 136€ 0,04), 1,1 > 0} 必 是 线性 无 关 的 线性 
子 空间 族 而 且 是 彼此 相互 直 交 的 专 性 子 空间 .因而 span (0,4) | 
2E ap(4)} 是 零 性 子 空间 .。 MEME 

RESA = Br 时 。 虫 于 H, 上 有 霍 性 子 空间 的 维 数 决 不 超 


D 对 于 Hx EBIRNT E-F ERORTERA 84.8), 
. 8 ° f 


过 天 ;所 以 任 取 上 半 开 平面 上 了 个 特征 值 SG 一 1, 2, 0, 1) MU 
dim span(d,,(4) |; = 1, 2, 1} = dim(B (A)D 
DAD  -po,,( A)) 


_ > dimó,,( A) < K. (1.19) 
i-i 


由 于 dim, (A) > 1, 所 以 从 0.19) GA, AE E2EGPE GE EE 
征 值 最 多 不 超过 K. d a, Á, u 是 上 半 开 平面 中 所 有 的 4 的 
Fer BL, BR Y RT (1.17] 式 。 f 
(i) EBAR. EE, 
5. 算 子 TiT 现在 讨论 完备 的 不 定 度 规 空间 (C7, (*,")) 上 
BOEWIAMESCT T ELA SREET, T'T {或 TT') JEE ESE PET, 
定理 17 06.0.0, UP, C, D) 是 两 个 完备 的 不 定 
ER SI TÈT A T WEBIÉREERCT. 如 果 GCT) E. (H x 
5 ,*22) 上 的 完 洗 子 空间 , SECK SC- 
(I+ TÜT),T(Il- TITY! (1.20) 
都 是 全 空间 及 上 定义 的 有 界线 性 算 子 , mHO-TT'T)UT!T 
HEN UCBHGESEECDP.mP TT?! EF DEEST. 
证 先 证 [十 了 17 是 单 射 . 如 果 不 对 , 必 有 非 零 向 量 x€ H, 
使 得 . 
(I + Ttr)x = 0, (1.21) 
Hit z = FTx, 那 末 南 上 式 得 到 Ttsz 一 一 *, 即 
[z,—z)Y€ G(Tt) = (VG(T))`*, 
或 者 说 {x, xz}e G(T).. [Bib ir, s} = {x, Tx) € G( T), WT 
i {xs} E GCTIN GITY.. . (1.22) 
出 于 假设 GT) SG T HU MEB. BETA, (1.22) 
立即 得 到 + = 0, > 一 Tr 一 0。 这 与 假设 矛盾, 因此 了 十 T'T 是 
RES, 
FAE U + T'T)"U Hog S E: ZS [Bj HT BBSIDNERRREJAOT SA 
D GCT) Sed T IB] BTE H x IP = GOT KDBG(T):, 下面 和 
普通 Hilhert 空间 铺 况 一 样 ， 可 以 证 明 AU + T'T) — H, ini 
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n. s. sett 


B = (I+ TITO, BERE H EE SCIOPRVEMCT, HERET 
x€, Bx é 22(T YT), MEL HEA x, vc, 

(x, By) = ((1 + TYT)Bx, By) —-(Bx,BY)--(TBx TBy) 

= { Bz, (I + T! T)By) = (Bx, y), (1.23) 

BIB EREZZE, Ai B = Bt, 由 于 B'E) Æ 
mELT.HBUEBIESoOESR.BRCRSTM. 

再 根据 引 理 148) (v), B RAJEE, 立即 得 到 了 十 TIT 
bART, HA5 1.4 By), T'T JR Tk SEXT, 

WAR. BT T(I + TtTyC' 是 全 空间 定义 的 线性 牌子 ， 利 用 
TEHAT, O + TT) 是 连续 的 , 易 知 TCI + T YT) EHN 
T. 再 用 闭 图 象 定 理 就 得 到 了 T(I + TT ERARE. 

HTH Tt 立即 得 到 了 7 EARHART, OU 十 了 7 了 1) 是 全 
IT 上 定义 的 有 界 的 自 共 连 算 子 , T'U + TTO ER RAS. iE 
A 

Fn3É DUE TDEBI ORT Tig S£ GUT) T AR R E 
UI x I, (上 的 闭 线 性 子 宅 间 。 而 不 是 完备 子 空间 ， 

例 11 j4 A = H_H,, H = iO, 1j. fg H —+ H 9 s 
HEFT T in F: 


r=(” MM (1.24) 
T.H. — H,, fG) 7 G) GG) € L200, 13) 
T; H,——H., g0) > — g() GG), gG) € LL0,1]). 


BaTR(G,C,-) ERDERIESE SET. DETEIENIA IEITX 
H = (H_ x PH.D x H,) ZR, pang G(T) 是 形 如 L, 
的 线性 于 空间 ,其 中 


AH x H_— H, x< Hy, 
(1.25) 


UCO, gCO) > UK, zgG)), KO, e € D7[0,11. 
因为 1€oC A* 4), PRE] G(T) 一 L7 Kg & T-2siBl CIS — WE 
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理 3.13 302] 88 3.3 RJ Gii), wA HE X H BOXER A Hik T- E 
IRI. El REBER. f 
(Bg T T,, T; 都 是 LO, 11 ERE BJSRYESXE T, RETE 
Tt = JT*j = ( 9 


—T$* -TIT 
*) r'r-( 2ii ) 
—T$ ^ ? — TË T; 


AX T'TEG.(C.,)) E 8 3 3 a T. IRE RTUE TT 也 是 
(7, C, -)) EB EBERT, XX EDEEHA EM 1.7 RR GLT} 
是 完备 子 空间 ”这 个 条 件 。 并 不 是 T+T.TTT+ RAAST 
必要 条 件 。 
和 环 面 我 们 和 青 举 例 说 明 把 定理 17 中 条 性 “GCT) ERATZ 
iR" uk “G( T) 是 非 授 化 的 闭 线 性 子 空间 ”也 是 不 行 的 ， 
9812 il — HOH, mj 1.1, fe 
E H^ H. 
T= , B ) H_ 


As DO, 1]  D[0, 1]; Koi L K0,K0€g, 
A= V do, B = Va, | 
其 中 e (OQ eL [0, 1], He L'[0,1]), Vi, Vi& 


L'[0,1] EUEX T, Bic D[0, 1), &(VOLSC)., 规定 
G= (T) = HB DDD, mu, CH. HEL g, = @, 

NES, @22(T)= H. 由 于 

Tig,f] — (4i + Bg, Af + Bg), 

以 及 A.B 都 是 [0, 1] tEpEBRIERTENE T. SECA) LÆBE) GE 
L'[0,11) S£, EAT t IT LARET, 

又 显然 有 

4* A" 

—B* a) 
这 里 (T) — GECA*)0 2 (B*)) € (2 (A*3y 22 (B*)). M 
上 式 容 易 直 接 算 出 


Tt = 人 一 ( 


° ?1 ° 


TÍT nen = 02, (1.26) 
其 中 Z-UGft) € Ll,11, SiC) € L'[0,1]j. R F 042 


在 全 中 稠密 ,所 以 (7T1T ses)! FE, 3E B (1.26) 还 可 以 得 到 
DWT T pap)! ) = H,(TtT|ses)' = 0, (1.27) 
又 显然 对 称 算 子 T T 是 对 称 算 子 T1T 15es 的 延 拓 , M (1.27) 以 
及 引 理 1.4 的 【vi 立即 得 到 
(T!'T)cO'!T sos)! = 0, (1.28) 
Bn CT! T)! — 0 dE z2((T'T)') E skr, 但 因为 (T'T)' 是 闭 
算 子 , 所 以 可 排出 ATT) = I, 并且 CP! T)! 是 全 空间 定 
义 的 零 算 子 。 如 果 了 1 了 PHH, WR (TYT) = H, Y PK, 
由 于 了 是 无 界 算 子 ， 名 LT!IT)Cg 久 (T) 每 亲 , 所 以 TIT 只是 对 称 
而 不 是 闭 算 子 , 店 然 更 不 是 自 夫 罗 算 子 ， 

最 后 仅 需 推出 G(T) 是 非 退 化 的 就 可 以 了 ,下面 为 了 避免 混 
淆 ,对 于 L2 [0,11 (E z, 分 别 用 g+ 表示 把 a Uo H, 中 向 量 ， 
如 果 G(T) 是 退化 的 , 即 有 一 对 加, E Z, {igi fid. Tiles. ft] 
€ G(T), 并 且 按 可 x 上 度 规 ((*,*)) 直 交 于 G(T) 一 {{{g ， 
f'.Tig ,fr}} lg, fe 名 }, 也 就 是 说 

(g ,ga) + (ft ufa) + ((Af+ Bg) ,Ah + Bs) ) 
+ (Gr + Bg)* CAR + Bg) — 0, 
由 于 上 式 后 两 项 之 和 为 零 ,因而 
(g . fü) + (f+, fd) = 0, - (1.29) 
HIT g,f AE D 中 任意 地 并 且 狼 立地 选取 ,由 (1.29) 可 见 ,只 有 
f, g = 0. AREH, GT) 是 非 退 化 的 ， 

如 果 讨 论 的 不 是 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 , 而 是 H.) 空间 ， 
ME GIT) 是 完备 子 空 间 ” 这 个 条 件 就 可 去 掉 ， 为 此 , 我们 先 证 
BH—^- 5138. 

引 理 18 UE (7, €, UT, 0, 20 ISA SEGUE 

I) 计算 时 利用 了 如 下 事实 : 如 果 4 = Vo 是 Hilbert 空间 上 必定 闭 算 子 的 极 分 

EIER A* 一 pp*. 
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度 规 空 间 , 了 是 豆 到 下 的 笛 定 闭 线 竹 算 子 ， 那 末 下 面 三 者 等 价 ， 
G) GCT) Æ (H x H',((:, ))) 退 化 于 空间 。 
(ü) —1 €a TT). 
(üi) —1€ s (TT 
ma G)—G8) 中 有 一 个 成 立时 ， 如 记 了 + ,7T+ 相应 于 一 1 的 
特征 子 空间 分 别 为 E.F, MERTER E FFR, 而 道 映 射 正 
是 了 + ,并 且 对 任何 *, ye E, 
—(Ts,Ty) = (x, y). (1.30) 
这 个 引 理 是 明显 的 ,证明 赂 . 
X319 jk TE II LAZARET IETT, TT? 必 
# EB 3ESEK T, E TtT 和 TTI 的 负 特 征 值 分 别 都 不 超过 2K 
^. 
证 ”首先 注意 , 如果 G(T) E Hk x 1x 的 非 退 化 ( 认 而 是 完 
备 的 ) sü. 由 定理 1.7 REE T'T, TTE 3 S +. 
对 于 一 般 的 情况， 可 考虑 47(1EC)， 由 于 Ory)yGr)- 
iA PT fT,BLEA HESS Se UEBH EYE ERE 1, € C ER COT EIB 
的 ,就 能 得 到 Ja, T'T RAIA, Ai TYT bee, 79 
此 ,根据 引 理 1.8, 只 权能 TT 的 负 特 征 值 只 有 有 限 个 就 可 以 了 ， 
现在 证 明 T'T 的 负 特 征 值 最 多 不 超过 ?K 个 . Wap TYT 
的 一 个 负 特 征 值 , 那 示 
—1€eClijir)'Cla|l7*7)). (1.31) 
根据 引 理 1.8. 对 任何 x € DUCIT), 向量 {x, | Te) EREN 
E. HH Treul TT} ifi L, = (Ur, la] Te} exe pa CT! T)] 
E xA, C, D) 上 零 性 子 空 间 。 再 对 对 称 算 子 TtT ,7T7T+ 
分 别 应 用 定理 1.6 的 G) 和 引 理 1.5， 立 即 得 到 对 任何 不 同 的 负 特 
征 A. ee, 

PQT'T)LOT'T), TT) LOATT!), (132) 
XBiecrtr)ieeC'T)) 是 线性 无 关于 空间 族 。 从 而 (利用 
(1.32) 直接 计算 》 

Lip La (À p), (1.33) 


* 73 c 


并 且 [La] 1E e, (TYT), 1—< 0 是 一 族 线性 无 关子 空间 。 所 以 

9 dimL,= 2K, (1.34) 
aesgrir) 

B O30 BA 了 1T BS AAFS eLAS2E. 

类似 地 可 以 证 明定 理 中 有 关 TT Aie, uH. 

下 面 举例 说 明 2K 这 个 值 是 可 达 的 ， 

例 13 UU -—H GQH,.,dimH,-- K, ief, eÉ 55 

pps (H,,X(*, 25! 的 直 交 基 ， 将 crt kau 1, 1,777, K) Lo EO 

顺序 排列 : ei, ei, c5]. eks ek, ÆRET, RRA TTIE 

ARX F FERE f 
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0 X 
£ ü 3: 9 
T 一 21 Ü ; 
o 0 Ki 
(2K — 1): 0 
AZ 
0 1 L 
Nol o 
T'- xo 
O — 0 (k—1yj 
| 2Ki O 
—1 
—2.2 
TU 一 72:9 0 - 
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—QGKYy 
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1. 保 更 算 子 
XX 21 EV RORSEBEHBUEDGS (T, C. y) SIR SE REL 
BEUT, C, OD BJERVESHCT , 2 (V )C H, RE 
(Uz, Vy) = (x, y), x YE ØU), (2.1) 
Wk V 29 NA IP 的 保 距 算 子 ; 如 果 (V) = HT ,3E B V B: H R 
IT REAT MAR V RII ERDERET. 
首先 注意 , 不 定 度 规 空间 上 保 际 算 子 不 银 普 通 Hilbert 空间 上 
TRES WCT-EDRE DRE B. 
$621 iIH-—IHRmEEdG. Z F BUEETUM. 
在 2 上 作 算 子 
V: xl—0,x€ Z. 
TAVENI CREAT, GV) 一 z, 但 不 是 单 射 . 
引 理 21 设 了 是 不 定 度 规 空 间 (HC: DAU, O,- y) 
BSD RT. 下列 命 题 成 立 . 
(i) 如 果 22( V) 是 非 退 化 的 , 那 末 下 必 是 单 射 。 
(Gi) 如果 AO) 是 非 退 化 的 ， 那 末 当 sxe DNDN 
Wf, Fz = 0. 
XE G) 如 时 不 对 , 必 有 非 零 x& m), m8 Vx = 0, EU. 
对 任何 ye gO), 
(x,y) = (Vx, Vy) = 0, (2.2) 
LØ), Matt (V) 非 退 化 的 假设 相 巴 逢 ; 
Gi) 是 显然 的 ,证 略 . 
“定理 22 W O0,-)),07,C0, Y) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ,了 à I7 AT 的 保 忠 竹子, 如 时 AOV) f 的 完备 子 
空间 , 那 未 了 必 是 连续 的 . 1 
证 eze gpr, AA ZLA AAZ 
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ZG). ET AU IEBES FDA VZ 一 (0,8 ZEA). 
反之 ;对 任何 x€ ACV), 由 (2.2) BE HIA Sl x € Z , Af 
£onstcvy-z-.riv). (2.3) 
ik (V) NO 是 完备 子 空 间 A6 (CV) 的 一 个 正则 分 解 ， 
N PARE CV) (从 而 是 六) 的 负 、 正 完备 子 空间 (型 第 一 章 
推论 3.14 的 【i))， 利 用 〔2.3) 易 知 存在 (V) pA ETE 
ED, Dete 
D(F) = D.ZOD,, (2.4) 
f  V(D_@zZ) = N, V(D.@Z) = P. (2.5) 
EL, r ED OSN,D,SIPEUAS, 
4&üE (D., 一 (*,:)) 是 Hilbert Z0, WEE, (N, — Oy E 
Hilbert Z0, (D_,—(-, D) 是 内 积 空间 , 而 了 是 N, Y) 
#)(D_,—(-, -)) 的 西 算 子 ,所 以 CD .,— (5, 00 AE Hilbert 空 
间 。 
同样 可 证 (D, , C^, 0) 也 是 Hilbert 空间 ， 
因为 RO) 是 完备 子 空 间 , 对 于 分 解 EUO) = NDP, HE 
则 分 解 IU 一 H_GH, , EE HN, DP, 由 这 个 正则 分 解 导 
出 的 范 数 为 站 上 小， 另 一 方面 ,根据 第 一 章 引 理 4.16, 存在 分 解 
万 -一 也 由 7Z_ ,D, —D40Z2,, (2.6) 
其 中 Di, D, REM, C 0) 的 完备 子 空间 . SA. DLLD}, 
Z.,Z.,Z2 Quit HAE, 并且 零 性 子 空间 2Z_ + Z, + Z 基 完备 于 
空间 (DLODI t 的 线性 子 空间 . $ (DPD =H LOH; 是 正 
则 分 解 , 那 末 ， 
= (HD DH DBD) (2.7) 
便 是 n NEMS, 出 它 寻 出 的 范 数 为 | .中 
HÆR E IDA Ur I 的 连续 算 子 .性 取 re 
£CV),T (2.4), x JA HIE — HEURE xx tstr r € Das 
z € Z HA (2.6), X9 B| 5 TF PUE 
x = x + s_, rx" € D”, z€ Z_; 
(2.8) 
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. r= ah F zi th € Dha 2+ € Za, (2.8) 
报 据 正则 分 解 (2.7), E AU z — = + z + z + z+ bonu A 
hel = a| + IRE + la + z + nb. (2.9) 
再 在 正则 分 解 I 一 HDH, 之 下 计算 IVe", 
Va? — Vas + Vz Vall? = 7e + Vx 

= {Vr Vrey + (Vx, , Frey : 

= —(xz_, z) + (z+, z+) 

s= — {x + r, =" + z_) + n + x+, z, + z+) 

= —(xL, x) + (G4, x3) = |=" P + ||==, < =P, 
(2.10) 


即 了 是 定义 在 ØO) 上 的 连续 算 子 ?， 证 毕 。 

定理 2.2 HERR) 是 厅 的 完备 子 空 间 ” 这 个 条 件 是 不 
Hed ROU) 是 闭 (甚至 是 非 退 化 的 闭 ) 线性 子 空间 ”的 。 下面 
便 是 一 例 。 

$$22 JI = HH, H, = L'OC, 11, 4 EIO, 1] 上 
5g ELE CC, SL PN Li 是 极 大 负 闭 的 《但 不 是 完备 的 ) 线性 于 空 
Bl. 42-i/1-—PfGfae po, L),£6 z 到 上 4 的 算 子 
! V: 1— A p> Uto, OLE (2.11) 
MZ AH RETA, AVE T, ')) EB f IE S 
F, GEHE Z mj L, ANH EENS # H = HH. 之 下 所 
导出 的 范 数 记 为 | l ， 按 这 个 正则 分 解 计算 WwW1 一 PKD 以 及 
V 4 1— PORER, AA 


"EFL 一 ha — A) lf lae, (2.12) 


| vi? -[fa-esskeore. ea) 


S dude LT0, 1] 中 一 列 Y B| 1 — 81,01 0, 但 
|V4/1— PRO, MYRER., —— 
对 于 Hk 空间 ,定理 2.2 的 条 件 是 可 以 收 进 的 。 


D II 是 同一 空间 :由 于 两 个 范 数 | Tol- TERNE AE r mEt. 
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定理 2.3 Ar E Uk, G,0) S| (Ta, C, 200 OREA 
T+, 2(V)CTI<k, WE 4(V) fd rü, Ho V REESE. 

证 BF C daB, 所 以 ÆC) 也 是 非 退 化 的 。 根据 
第 一 章 定 天 5.8， 

SV) = NOR, (V) - NI, (2.14) 

B. PSAL EE R(V), AV) 中 的 正 子 空间 、 正 闭 子 空间 .由 于 
SV) 一 NOP, 其 完备 子 空间 ， 必 有 正则 分 解 x: 一 HOH, 
使 得 HDN, H OS P, 这 个 正则 分 解 所 产生 的 范 数 沁 为 1 -此 . 

ER (V) 中 负 子 空间 D, 使 得 VD_ e N GA D fur 
以 取 到 的 )， WR, dimD_ 一 dimN, hit T4 D- A E) e 
极 大 负 子 空间 (否则 ,由 于 将 负 育 量 跨 庙 成 俯 向 量 , AO ) HR 
大 人 鳃 子 空 间 维 数 就 大 于 dim N T), 根据 第 一 瘟 定 理 5.8 的 G), 
AXE 


HBV) = D.OQzaonp,., 

其 中 2Z 一 多 (VP)N 20), D, 是 正 子 空 间 。 下 面 就 和 定理 22 

.的 证 明 一 样 ,引入 (2.6), (2.7): XE HI E FR (27) je 95381 - U, 

A (2.9) $0 (2.10). EE. 

容易 举例 说 明定 如 2.3 H 38 PE" SECV) 3p (CBS ES Be 
E CR 
推论 24 VEN: REAT, E(V)CHx. 

f (i) 如 果 SECV) (或 ag (V)) RAA KE FPZ a GEE 
SV) 98, (V) = Ux), BB 2, V REXESRII, 

GY 如果 A) = ND Z@P, 2Y) — DODD., Ë 
中 PQD, 都 是 正 闭 子 空间 , ND. 都 是 负 子 空间 ，Z ,Po 都 是 零 性 

TW. HB N= VD_, p= VD. , SEA V RSS, 

. 证 G) HN ZO) mnes K BE Tuus, (V ) rhap 
天 维 负 子 空间 ,所 以 A) BABE. AE, A) 也 是 非 退 化 
的 ,由 定理 2.3,7 RERI. 

G) 显然 ,Z 一 了 Do。 先 视 了 E DD NOP HREF, 

FERE. 由 于 NOG P RIEBILEBI, MATE D. (D, LEW; 


» 7B +. 


而 D, 是 有 限 维 空间 ,所 以 了 在 Do 上 也 是 连续 的 。 再 注意 到 

[Ty = (D. (D,)6(D-.(OD,)', D (D QD.)', 
m CD. D.) ERETZA, Mari Ax 上 的 拓扑 正 是 (P-D), 
(D-DD AFORRAR h Nifi V XE £2(V)—D (OGD,GD, 
上 连续 ,证 毕 ， 

推论 2.4 的 GD hR V ERRETAN D. deg PH SHEET 
空间 P 这 个 条 件 一 般 是 去 不 掉 的 。 下 面 举 例 说 明 , 即 使 
DUJ AUV) 都 是 闭 的 ,并 且 V 是 单 射 , 但 PF 仍 可 以 是 无 界 的 . 

例 23 i M = HDH, e RH (dmH_ — 1) 的 单位 向 
Wie) dCH..C D 完备 就 范 直 交 系 . 令 z 一 0 十 导 , RI 
[x + Felre HiOspmn {eft}}, 其 中 ff 是 H.span{Let} 上 无 界 
REIZE, DTI sedEIERRPECT-V hn F: 

V. ri f(a)z + x, z€ H -Ospa et}, 
z — z. (2.15) 
ld Z = span( zy, 显然 党 (VF) 一 ZOR = ZOH, Ospen ier, 
并 且 是 闭 线性 工 空 间 。 又 显然 DV) = ZOG.Ospantet]))- 
ZK(V),JFt BH. V ERK. 因为 f 是 无 界 的 , 记 以 存在 H .,Gspan[ ei} 
的 点 列 {rs}, imz, 一 0, 但 limVxs = z. 所 以 了 不 连续 . 

推论 25 II. 上 半 丁 算 子 必 是 单 射 ， 并 且 它 和 它 的 逆 算 子 都 
是 连续 的 , f 

证 M51 215g G) A, H. 上 半 丁 算 子 必 是 单 射 。 再 由 
推论 2.4 的 (让), 半 西 算 子 以 及 它 的 道 算 于 都 是 连续 的 
”容易 举例 说 明 在 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 囊 上 ， 推 论 2.5 
不 再 成 立 ， 

为 了 得 到 保 及 算 于 的 连续 性 ,对 于 一 般 完 备 的 不 定 度 规 空间 ， 
定理 2.2 EO EE FERE CV) 是 完备 于 空间 ”对 于 并 x 空间 , 定 
YR 2.3 OERE AV) 是 非 退 化 的 ”。 下 看 举例 说 明 , 对 于 
完备 的 不 定 度 规 空间 ,定理 2.2 vnde EROR BeMUR" SEC) 是 完备 
子 空间 "的 ， 

9»Éz4 Bi, 2, 4i tj, fE @ OQ, (Q, = 2) 到 
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LOL” BEET V fu; 
V: Vv1—PfG e UO), (Y, YT POED a 

1 — Pg) — (gt), eO), A/1— Bg € Du. 

TR VEREA, MEAZA) -N IB9L22 中 已 经 证 明 它 是 
无 界 的 ， 

推论 2.5 说 明 H, 空间 上 半 丁 算 子 ( 即 定义 在 全 空间 Hu. 的 
TEHAT) 必 连 续 。 然 而 一 般 完 备 的 不 定 度 规 空间 上 半 西 算 子 未 
必 是 连续 的 .我 们 可 以 利用 定理 22 得 到 如 下 结果 ， 

推论 26 O, CD, GP. (是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ,V 是 H 到 7' 的 保 距 算 子 。 如果 D (V) 是 是 的 完备 子 
空间 ,而 ZO) 是 7' 的 闭 线性 子 空间 , 或 者 AU) 是 非 退 化 的 ， 
那 未 VY 必 是 连续 的 . . 

证 因为 Z) 是 非 退 化 的 ,所 以 下 必 是 单 射 。 显 然 VO 
好 A REAT, 但 ROT) = aV) 是 完备 子 空间 , 所 以 
V^ 是 连续 的 。 但 因为 ZUT = (V) 是 闭 线 狂 子 空间 (因而 
TT DAR Banach 空间 ), 由 逆 算 子 定 理 可 知 六 是 连续 的 ， 

当 AUV) 是 非 退 化 时 , 显然。 我们 只 要 证 明 这 时 必 有 
RV) — GE(V) 即 可 ， 事 实 上 , 因为 V^ 连续 ， 所 以 V t 可 连续 
地 延 拓 成 AU) 到 2 (F) {因为 ae (V) 是 完备 于 空 词 ) 的 保 蝶 
算 子 V^ BE e(V = V) 是 非 退 化 的 ,所 以 P Jh 射 ; 
又 因为 (P1) = (V) — (V), B vote PV, yai 
(V) = a7) = gi) = RU), ut. 

IRB] WSB E S ZE + =s (ü BJ LEE WO T V. m 
ER 9E CV) 不 财 (即使 是 非 退 化 的 ), 就 有 可 能 是 不 连续 的 . 

@ 25 设 了 一 上 h, l — P, ley) 分 别 是 二 的 完备 就 范 
EZR, z 一 of + et, Vs 分 别 是 15 在 基 {e} 下 的 单 向 平移 ( 即 
满足 V. cP == eha i> 1)， 作 定义 在 整个 厅 上 的 线性 算 子 六; 

V: x o> Fr, r. € 1_; 
x > Vaso + fixie, z+ EL, 
其 中 了 是 全 空间 !; 上 定义 的 无 界线 性 泛 函 , 显然 ， 斑 是 定义 在 全 
. pġ» 


空间 的 保 距 算 子 。 由 于 f 是 无 界 的 ， 所 以 了 不 是 连续 的 ,注意 ， 
SEV) = (i Ospanl e DO ir, + Hrpelje € LTYXRRE— IHE 
退化 的 线 狂 子 空间 ， 
类 似 于 本 章 $1 有 关 对 称 算 子 的 定理 | 1.6, JREESE T tur du F 
TH, 
定理 2.7” 设 也 是 党 备 的 不 定 度 规 空间 UL, C, )) ERER 
T. 
G) 如 果 2, n € o,(V), 3E E. Ag = 1, 88 
$,CV) Lo, (T). (2.16) 
Cii) fm 1€ optV), | 4| == L, 857€ A) Sht Hi SIBI, 
Gi) 特别 是 当 H = 上 x 时 ， 那 末 玉 在 闭 单位 贺 外 (或 并 单位 
AA) 的 特征 值 的 个 数 不 超 过 天 ， 若 用 uG 1,2, D XR 
pri fr [EL (或 开 单位 敬 内 ) 的 特征 值 , 则 有 
dim($; (BP, (V)Q---(Qe(7) = 


> dimp, (V) SK, (2.17) 


iml 


证 (i MARATRA, FUEHIEBS 94CV) Le (V), 8 
HEr yc ZV), 
(x,y) = (Vx, Vy) = ((V — 4i), CV — gH)y)-b x, 
(V—AI)y) + g((V — 131)x,y) T Ag(x,y). — (248) 
EEH reul), y € Pal) Ej, EB (2.18) or B RTAS 
(x, ») = apla, y). (2.19) 
由 于 as 1, 所 以 (e,y) = 0, dfi G4 (V) Ld), 
假设 对 自然 数 m, HEV + = m, PUO) J 6. (V), Ai 
I+ U = m + l Dul l @. (V), BEE, mE xeo), 
y € b, (V), BRER (2.18) 中 右边 的 第 一 , 二 ， 三 项 均 是 零 , 从 
而 (2.19) 成 立 ， 再 利用 ig 1,858 Pul V) Lp. (V) W I+ == 
m + 1 成 立 ， 由 此 可 得 dV) p es), 
(ü) 特别 当 |2] > 1 时 :显然 2 155 1, 从 而 AV) 是 零 性 
闭 子 空间 。 
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GD 根据 未 章 引 理 1.5 和 本 定理 的 (0, G0, (0, 1E 1, 
Le o,(V)) 必 是 一 族 线 性 无 关子 空间 ， 而 且 是 彼此 直 交 的 零 性 子 
空间 ， 由 此 可 知 , 了 在 闭 单位 圆 外 的 特征 值 个 数 不 超 过 天 ， 并 且 
(2.17) RY. 

有 关 开 单位 圆 内 的 结论 类 似 可 得 . uu. 

2. W + 

XX 22 设 己 是 不 定 度 规 空 间 (7, C, D HRERS 
[El UT, (的 保 距 算 子 ,如 果 B (U) — T, SE(U) — M,a 
REUEN E T HEAT Aae = HU 则 简称 上 为 并 
LEAF, 

X828 4 .C.). (7',( OO 是 两 个 完备 的 不 定 度 
规 空间 。 下 列 命 题 成 立 . 

Gi) I 到 杂 的 西 算 子 必 是 有 界 的 、 而 且 U RIT 38 IT RA 
AF. 

(ü) 全 空间 如 上 定义 的 到 IU 的 线性 算 子 UU 是 了 到 亲 ' 的 西 
算 子 的 充 要 条 件 为 下 列 二 者 之 一 . 

(a) UR 685,30 BH. 2 (U 7) = j Ue Uf, 

(5) UU! = I9, UU = Iv. 

Gi) WU E H LAST, EA TAHEA: 


(a) eQU) 关于 单位 图 周 对 称 , 即 当 4€ oD) 时 ,二 € o(U)9, 


(2) WRA, gt oU) B. Age 1, WEA) L PU), 
(c) H RECU), jA} = 1 I, D.C) 是 零 性 子 空间 ， 
{PAD |IXE 27 1, AEU CLO,00) | || < 1, 16 o (0) D 是 

一 族 线 性 无 关子 空间 ， 
(4) T = Me B, $ {2|4e o ,(U),l|2| < 1] 最 多 只 有 2K 


D 严格 地 说 ,这 里 应 号 Ut 二 Tg UU 二 In. Un:sln 分 别 是 单位 算 了 于 ,下 标 
FRAT. CAIRR A RITA TRE. 

2) BEP Hk LAAT EPEA U TA Ar EUER CLE X S^ #t ib 
4,105, 


. $2 >» 


Ah. 5L is ME à; € o (U), ER > 1 GE [1 <1): = 1, 
2, "tta HE 


1 
dim(@) (U)@- --@b0,,(U)) = 21 dime (U) < K. (2.20) 


证 G) 根据 定理 2.2, 如 是 连续 的 .又 因为 DW) = H. BR 
以 避 是 金 空间 上 定义 的 有 界线 性 算 子 。 

文 根 据 引 理 2.1, 从 2 (V) e M HAERERE A, U E SS Bl, 
PA U EREE, Pr Ut B: H' 9 H BJ 8 ACT, 

GD .和 通常 Hilbert 空间 情况 一 桩 地 如 以 证 明 .， UER. 

Gi) ER, REER C) BRE (0) —(2)35 eT ise $8. 2.7 推出 ， 

“证明 (g): 由 于 
v(U7) = o(U*) = o(JU*J)?” = o(JU* P?) 
zg(U*) —(Aà|[1€o(U)], (2.21) 


但 o(U7) — fiae}, Bii CO sr. ine. 
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1. Cayley 变换 — i4 EA E BOUSIR] CT , C, ERR 
HEET. 如果 DSL 0€ 0) 不 是 4 的 特征 值 , 那 末 (4 一 01) 3E 
PAH AA — L1) 的 双 射 。 和 Hilbert 空间 情况 一 样 , 称 定义 
dE ACA — 好) 上 的 线性 算 子 


. V = {A — INCA — tI (3.1) 
是 4 的 Cayley 变换 ， 如 对 x*€ ZCA), idy — (4 — 5D, Bo 
Vy — (4 —6Dx. (y =A — ED). (3.2) 


TR,V K (V) — #(A — LI) 81 CA — CD WI 84, 
2 ye (V) m 3g (3.1) fn (3.2), 
(V — Dy = KA — UD) CA — 0)? — (4 — EDCGA— 
` 1) Hk 0.4 式 。 男 外 。 本 等 式 中 最 后 两 个 等 式 是 报 据 Hilbert arp yg AH 
等 价 算 子 计 相 同 谢 ”“ 共 辊 算 于 的 谱 是 原 算 子 谱 的 共 四 "得 到 的 ， 
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ED y= (£ —0((4 — tl) ty = (ç — 0s, 
Wr, V — 1 是 单身 ,并 且 ZU 一 1) = Z(A). W 85C3.2) 831 


(3.3) 


1 1 
x= poU 一 Dy, Ax = IF 
A= (¿V —I)(V — Hy, (3.4) 
反之 ,如 果 先 给 定 线性 算 子 了 3F BR. 1 78 V BS EERETRCRDV — I 
EAR). HEH ECCLE = 0), BE (3.4) 所 作 的 算 子 4 是 VV 的 
Cayley 变换 。 ER, “不 是 4 的 等 征 值 ,并 且 〈3.17 和 (3.4) 是 互 
为 道 变换 .所 以 又 称 (3.4) CÈ (3.1) Æ (3.1) G2 (3.4)) 的 Cayley 
Ero 
定理 3.1 ba RSESAEHUARMIE PE R 2 Ia] (T, C+ )) 的 线性 
算 子 ,并 且 COLLE 89 0) PEAR, HB A 2038 8R3AE T B 3, 


SE OR FE XE 4 的 Cayley 变换 

V = (4 —El)(4 — t1)? (3.1) 
是 满足 AV — D = 也 的 保 虑 算 子 .进一步 , 5 也 不 是 4 的 特征 
值 的 充 要 条 件 是 下 是 单 射 ， 


证 必要 性 因为 r€o04), AGD 易 知 1€), 
并 且 AW — D) = 多 (4). 由 于 了 是 稠 定 的 ,所 以 SEC —1)— 
n. 

对 任何 ?6E 20V), FEE— H re ØA), 使 得 y 一 (4 一 
5I)x。 利 用 (4x, x) — (zx, Ax), RITE 

(Vy, Vy) = (CA — Ël, (A — £1)x) 
= ((A4— EDx,CA — ED)x) = (Guy). (3.5) 
HEX (Vy, VY), (y, y) SE& y, y'( e ZOD RREZ, M. 
而 由 (3.5) 立即 有 
(Vy, Vy) = (y, y), y.vy'€ DUY, 
RH V ERER, 

充分 性 ”首先 证 明 申 假设 EC — T) TI ARTE 180, (V), 
PEE, WRA IE +, 使 得 (V —1)x—9, SBZR HERI y € (V), 
R ARIER, 


Cr, Y) = (Vx, Vy) = (x, Vy), yé DCV), 
BISHER ye (V), (x, (V —1)») = 0, IB (V — D = H 
所 以 x 一 4。 这 与 假设 x 是 非 零 向 量 相 矛 盾 ， 

利用 16e, (Y), (V — I) = HH, r8 (3.4) 所 作 的 4 就 是 称 定 
REST, ATEN rep) IA TEE Y € CV) iid CV —. 
)»sx, Mif I i 

(Az, x) = (GV — ẸI y, (E — Dy) 

| = ((V — Dy,GV — EDY) = (2,42), 
即 4 是 对 称 算 子 . 

进一步 , 当 上 也 不 是 4 的 特征 值 时 , À — EI RIA, 从 (8. D 
可 知 下 是 单 射 ， 

反之 ,如 果 下 是 单 射 ， 从 〔〈3.4) 可 知 

(4 — EI) = (z -DO — PD”: 
EEAS, BU C ABRE A eT. VERS. 

定理 3.2 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 QT, C LREN 
FlbU nt = 0 都 不 是 4 的 转 征 值 。 那 末 4 为 U LARMA F 
的 充 要 条 件 是 , 4 的 Cayey 变换 了 是 满足 (V) 一 SV) — H, 
V+ = y HERA 1 为 特征 值 的 保卫 算 子 ， > 

证 必要 性 A% ppn), 4* = A, RA SE (A EP — 
HT = (4— E). 再 根据 了 的 定义 (3.1) 式 ， 

St (V) — (4 — EI) = H = SF (A — TD. = @(V) , 
从 而 V* 存在 而 PV 的 保 距 性 以 及 16o,(V) 等 都 是 定理 3.1 BJ HE 
ie. 

现在 证 明 V? = v, 从 《3.4) 得 到 

A= EE + (¿ — EXCV — Dy, (3.6) 
由 于 ZV—1)7)-4(V —1) = gGD),BIUQ 一 站 -的 
共 声 算 子 存在 ,根据 引 理 1.4 的 (v), Ci), (V — 1 = EV 一 
I)!]7 = CV* 一 1)-!， 利 用 这 一 事实 ,从 (3.6) 就 得 到 
I At = EL (Ë — EXK(V* — Dy? (3.7) 
因为 At = A, HA (3.6), (3.7) 就 有 
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I+ (V — I: = —(VY — Iy ', (3.8) 
由 于 16e, (V) ,所 以 Eoy), k (p—1y''=[(I—V V], 
LP — Dy! 4 7t (1 VY) 
= r(i—V7)4--V?CkfI:I—VUy-—-(p-—V7), (3.9) 
Mm (I — yi = —(pt — D 1, 这 样 就 得 到 7- 一 了。 
充分 性 ”首先 证 明 AU TD 一 H, Eo SEES 
1.4 EJ (ix) 可知 必 丰 在 非 零 向 量 *, 使 得 (V 7— Dn (V —1)s— 
0,8] 1 J -的 转 征 值 ， 从 而 也 是 了 的 特征 值 。 这 与 恨 设 冲 罕 - 
根据 定理 3.1, 了 的 Cayley 变换 4 一 (5F — SI) (V — P) E 
”对 称 的 ,而 4 和 的 关系 又 可 表示 成 (3.6)， 从 而 (3.7) 成 立 。 下 
面 只 要 在 等 式 (3.9) 中 利用 假设 V = Vt, RAN (3.3) 成 立 。 
再 将 等 式 (3.8) 代 人 (3.7), 就 得 到 4 一 A. VER. 
注意 XDTOWBEDREERRUT OV, H A I) - 17 可 以 推出 
K&c,(V). PEA SEV — 1) H STELIR I FC 1 — 1) (00), 
X. (Vx, Vy) = (xz, y) (x, x € DY), 从 而 VIVY = y(y € 
DV). BL ye dO), 8 Vy.= y fg V =V T nE, 
直 此 可 知名 一 0， 即 1€o,(V). 但 是 一 般 不 能 由 IEoe(y) 推出 
SK — T) 一 ,如果 进一步 急 设 V" 一 了, 则 可 由 1Eoo(P) Ë 
HÆTTA, 事实 上 ,如 果 DEC Txi, FE nac, 
使 得 (( — Dz, a) = 0 (z€ 2(V)), BB (V 一 7)s — 0, 从 而 
(V 一 D* 一 0。 这 与 假设 1o, (V) 矛盾 . B 
推论 3.3 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (IT, C, 2) 的 线性 
算 子 ， 并 且 z, Untho 都 不 是 4 的 特征 值 .那么 ，4 使 得 
(A — t) Wh ACA — ED) 中 有 一 个 为 六 线 竹 子 空 间 的 自 共 簿 
算 手 的 充 要 条 件 是 , 它 的 Cayley X # V = (4 — ED) (4 — D": 
是 西 算 子 , 并 且 工 不 是 7 的 特征 值 ,或 者 (V 二 万 = H. 
证 必要 性 因为 ts Col A). Br Ll 
RA g —n RY. 
如 果 ELA — CT) 是 闲 的 , 那 末 77. LARPES TV ih s (Y) 
H 一 RU) 根据 定理 2.2, V 是 连续 的 ,因而 VF 可 唯一 地 延 拓 成 


* 86 5 


g (V) = H tSiinfior V. gos e(t) = 如 是 非 退 化 的 ,所 
DES ECT V 必 是 单 射 。 又 因为 SP) = H = 92V), 所 以 内 
# 一 六 ,从 而 ZO)-H. RE, V ee WT mi lg QV) 
或 者 SV 一 D) = H, 这 是 从 对 称 算 子 的 Cayley 变换 一 般 理论 
直接 推出 的 ， 

FRE, m5 AL 一 t1) 是 闭 的 ， 那 未 了 就 是 满足 (V) 
H = SV)RSBRIER-E. K, VO 便 是 满足 ZUT) =A= 
SE(V m) E X. T RE LECER, VO EART, AN 
V 也 是 西 算 子 。 

充分 性 ”在 定理 3.1 的 充分 柱 证 明 中 ,我 们 已 经 证 衣 ， 保 距 
算 子 攻 , 只 要 满足 静 ( 了 一 太一 让， 必然 有 loyv). MAF 1€ 
oV) 的 西 算 子 了 ， 显 热 它 满足 定理 3.2 中 的 条 件 : p= 
J(V)-— IH ,V* =V AEA EE EER, 并 且 AA 一 《站 一 
g)-H-dg(V)- &(A-—- CD. 证 毕 . 

推论 3.4 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(.,*)) EAR 
线性 算 子 (2B(4) = H), EPA), Luc = 0, HE 425 R 388635 
子 的 充 要 条 件 是 ，4 的 Cayley 变 次 了 一 (4 — ED (4 — pt) & 
西 算 子 ,并 且 1 € p(TV). 

推论 3.4 是 显然 的 . | 

推论 3.5 Wade Ix 空间 上 笛 定 线性 算 子 ,5, CCI ras 0) 都 
不 是 4 的 特征 债 , 那 末 4 为 自打 声 算 子 的 充 村 条 件 是 ,4 的 Cayley 
变换 了 一 (4 — EIA — ED)? RECTE, 并且 工 不 是 了 的 特征 
REZOV — 1) = rk. 

证 jke 3.3， 昌 然 我 们 只 要 证 明 SE(4 — kI) R RA- 
ED 中 有 一 个 是 闭 的 就 可 以 了 ， 

其 实 我 们 可 以 更 一 般 地 证 明 下 列 命 题 ， 

引 理 36 RAEN 空间 上 闭 的 对 称 算 子 ， 如 果 复 数 习 的 
LE 不 是 零 , 那 末 统 (4 — CIT) ERN. 

证 HT OD Hk FRI (OLD) NOR, Kr Nd e) 


4 T 


中 某 个 天 维 负 子 空间 , P, 是 主子 空间 ,显然 了 Tx 一 N@P, 是 正则 
分 解 ,因为 《4 一 ED)N 是 有 限 维 空间 , 所 以 只 要 证 明 (4 — gP 
是 闭 线性 子 空间 就 可 以 了 . 
不 仿 设 “是 纯 虚 数 . 记 已 是 Hk 在 P, LRS, A 一 PLAP,, 
对 任何 x € Po, f 
ICA — £DxIP = IG —P.) (A — tD=z|Ë + JP, CA — EDITI 
== ICA, 一 ial = CA, Ax) 一 tx, Ayux)—6 A, 
x) 十 [zl]? 
注意 到 r, x) 一 (x, Az), C EAER, Rl RT 
ICA — trall > Mlle], z € P. (3.10) 
利用 4 是 闭 算 子 的 假设 。 从 (3.10) 易 知 (4 一 t DP, 是 闭 线性 子 
空间 。 证 毕 ， 
关于 Cayley 变换 中 的 条 件 ,我 们 下 面 用 实例 加 以 说 明 。 
先 举例 说 明 在 完备 的 (甚至 是 可 析 的 ) 不 定 度 规 空间 中 ,存在 
对 称 算 子 , 它 的 特征 舍 是 整个 复 平面 
9/51 4 AE DEO, 1] ERST 


Ka) E L'[0, 11], 显然 , 对 性 何 复数 4, 函数 3 


s Z (A= (FK) 


JG) 全 连续 ,< 
di 


是 A, 相应 于 的 特征 向 量 , 所 以 0, € A4.) 是 整个 复 平 面 ,由 于 4 
是 稠 定 闭 算 子 ,所 以 他 也 是 [0,1] LAEST. 

H H — HH, H, 一 D[0,1], 对 于 性 何 fe [0,1], 当 
把 f 825 HI, 中 向 量 时 ， 将 表示 为 Ft. 在 L'[0,1] 中 性 取 一 个 完 
LE TUE E (J). BR, UF) 分 别 构成 (Ha, +(- ,*)) 中 完备 


r B x= l posY aa 
就 范 直 交 系 。 È a= gr Pb En J3! fg, kr n=l, 


2,-. WA, 
Z = span(z,] € Z, Z* — span (z$) € Z, (3.11) 
H = Z + Z*, Zn Z* — i0), (3.12) 
作 了 上 线性 算 子 


4: Un, PSAN, AD Ge XL), 
(—87,2*)(1—CAfS) (Are) Ca e 2CATD), 
见 4 实 际 上 是 Z 一 Z，2Z* ~> Z* 的 线性 算 子 ,并 且 
DPA) — Drt zt, Bz = Ur, EEE UD, 
£,*-—l1li—sr,s*)lege PLAT). 
因为 PUN 一 已 [0, 11 一 ØF), 所 以 222, PaE Z , 
Z* BERE. D (3.12) nIAI,ATE E LATAAT. 
对 任何 复数 1, 用 二 表示 4 相应 于 1 的 特征 向 有 量 , 显然 
ALi s Er m {ARD CARO] m AUT. IET. 
即 也 是 4 的 特征 值 ， 从 而 re(4) = C. 

最 后 证 明 4C41。 为 此 ， 我 们 只 要 证 明 对 任何 x DA), 
(Az, xz) 是 实数 就 可 以 了 。 事实 上 ， 对 任何 f€ 多 (A,) ZE 
DUAF), 注意 Z,Z* 是 两 个 零 性 子 空间 ,我 们 有 

CAC{F + (—g zty, F ry + (—zg ,81}) 

—(AF.PF)i—s.s)p-r(Gi-r.gldb, fD 

= 2E Af, z] + 2L 412, f}. 

这 就 是 说 , 对 任何 + — 07,73 + (—8. 81€ 2 (A), (Ar, x) 
是 实数 .因此 ,4 是 厅 上 对 称 算 子 . 

f] 3.1 表明 ,在 完备 的 不 定 度 规 空 间 中 , 不 是 每 个 对 称 算 子 都 
必 能 用 (3.1) 式 作出 它 的 Cayley 变换 。 其实 , 例 3.1 中 的 算 子 4 还 
AAHH, 事实 上 ,我 们 只 要 证 有 明 22 (AT )C 2 CA) 即 可 。 

it r = {xr} E DCA), iE 4x3 y= [y_, y 1. 这 样 ， 
对 任何 fe DCA) g € ZH CAT), 由 等 式 

CAC{F TT} {eaat h, {rs x DUE, R, 

gt), Uy-, y+}) 
立即 得 到 
一 [4 — Atg, z] + [Af + Atg, z+] = —U — £, y-]+ 
[f + Bs Yl» 


D [:s.) L01] 上 的 内 积 ， 
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BILAJ, ta — e] + 上 Ag xo x df, 9o 1 Dg, y+ 
y.]. HT fsg 可 独立 选取 ,所 议 它 等 价 于 

[gr + z,] [g, Y + y.l1, ge (A1); (3.13) 

[AJ x — xz.) = DP, y, — y-1, F € DUA). (3.14) 
H (3.13),(3.14) 分 别 可 得 

x. x, € AT), AT (noon s4) = y + yu (3.15) 

z, x € CAT), AT(x, — x) = Y. — y-. (3.16) 
因为 4. Ri T, ATAR (3.15) 可 得 

r + xr € DUA), dix + x.) = y_ + y. (3.17) 


由 于 {r r} = ors + sa, zam ee oben G m xu 


x tTI 
{x + rgs x T rite Z, {Cry — r), z+ —r_} € Z*. 
HRE (3.16), (3.17) ,就 有 (x5, x. € Dr + Du D, 
Bad LB kša +. 
Hx 空间 和 Hilbert 空间 一 样 EL Eš BET BS Cayley 变 痪 的 充 
TRETAL 为 特征 值 的 丁 算 子 (区 推论 3.5). THA pH, 
完备 的 不 定 庆 培 空间 中 ， 确 实 有 自 划 印 算 子 ， 它 的 Cayley 变换 
JERREES IC T- BD EA R Pi JE SE SK FRE DIS c, 
Eio A), IL 到 0， 所 作出 的 Cayley 变换 是 西 算 子 . 
932 i =l Dh, i —P,1e|l;—2,3, ---) Sal 
E L. sea 28. € 


£; = [e Tes Jic mue, 3,7 (3.18) 


Z = span [z y, Z* = span{z*}, Z + Z^ = H, (3.19) 
显然 , U), 17) EHBE, HE (Z, Z*) Æ% iuh (zF) 之 下 
R H. D. H (Z5 — RE SL 4.2)。 作 线性 算 子 
V: si yz; 


z — E (3.20) 


CQ = 2,3,."*), 


wv 90 « 


EA, 
I (Vz;, zi) = (z;, 2;) = 0, (Vaf, Fer) = (=F, z) = 0, 
(Vz;, Vaf) = d; = (z;, zF), (3.21) 
现在 适当 规定 了 的 定义 域 PVJ EEVI 一 TY :固定 六 从 
(3.20) 得 到 


Ve (t+) T 
2 1 2 1 


- 1 y. 1 izy. i - 
Fe ——(j—-—MrOMPaAN S, 
" ;Ü r)a HU ;) ^ 


HLJ ARENSE N — 1O 所 导出 的 内 积 , 那 未 


(3.22) 


N = Dn, B= spnfer, fi um 2, 3, ++, (323) 


m2 
ipeo D, 18 Bim dV; Via, WAV, HL, 
[*,* D) EBERT ,3EHEDE et; 之 下 的 表示 是 。 


1 1 . 1 i 
$d-— 工 一 一 $ + — £ 一 一 
i _— í LL 

2 2 2 之 
V= , V,=V?, Vi! = 1 
jl i.d i= i++ 

i i — 
2 2 2 2 
(3.24) 


= 2,3, . MEE 
P, Rk T EL, ERE.J—P,—P.. EIS HG z 2) JE J. id 
Ji = Ja. 显然 


f lvli Vr, (3.25) 
如 果 取 的 定义 域 
BY) = ix x; sen, v.s < s, t; PX |. 


那 末 下 是 (7 [.,.]) EWART, BDP — V*, h (3:25), 
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IV*I = v^, (3.26) 

IA (3.21) 881, V Æ span I H,| š > 2) 工 的 限制 V 是 按 (+, -) B 
REAR, A DUV) ARDATA, VÆ V, 的 最 小 闭 扩张 。 因 
my bE C.) BOBREE WT ,3E B. ZO) = A, JJ (3.26) 得 到 
V'—V^, Z(V) = Z (V 1) = TI, (3.27) 


注意 soq) — Ü ay) = 9 = (0,5 i2), 


所 以 ler), 根据 定理 3.2， 对 任何 Iago, À = 
(CV — ED — D J& T Er REGESEBCT, GRXUT EXE E. 
4 Cayley 变换 就 是 了 ,显然 ,由 于 V RERAT AMERY 
BET. 

3. 对 称 算 子 和 保 距 算 子 的 扩张 ”和 普通 Hilbert 空间 情况 相 
类 似 ， 在 这 一 小 节 中 要 讨论 对 称 算 子 的 自 共 圈 扩 续 和 保 距 算 子 的 
闭 扩 张 各 西 扩张 ， 

引 理 3.7 设 4,4' 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了, (+ ,-)) 上 两 
个 对 称 算 子 , Unt = 0) 不 是 4 和 A' 的 特征 值 ,相应 的 Cayley Æ 
措 为 PF 一 (A 一 SD (A 一 5) F(A Du). 
那 末 

G) 4 是 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 站 是 闭 算 子 。- 

(i) ACA' JE h EE VU, 

本 引 理 的 证 明和 普通 Hilbert 空间 情况 相同 .证 略 . 

Hilbert 空间 中 保 蝗 算 子 必 有 闭 的 扩张 、 然 而 从 本 章 好 的 讨 
论 可 知 ,完备 的 不 定 度 规 空间 上 保卫 算 子 的 扩张 问题 是 复杂 的 , 它 
的 难度 并 不 比 对 称 算 子 的 扩张 小 ， 便 如 ， 完 备 不 定 度 规 空间 中 任 
何 对 称 算 子 必 有 闭 扩 张 ,这 就 很 自然 地 问 : SEES -—1)- 
IT (EJ Cayley 变换 已 是 对 称 算 子 ) ERANT ik IE? 下 面 举 
例 说 明 , 这 种 保 距 算 子 也 未 必 有 半 的 扩张 . 

@33 X H—1QL, Lh =E, eY 28 E Gu x Cue 


中 完备 就 范 直 交 条 。 令 x 一 4e 十 ct), zz — Jess 
a 
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ju “ma i-e RA . | 


cD.o—1,2, 5, BR, T= Z + Z*, d Z — faje = 


Tienes, Dila. Feo], Z* = lot 3X baet, Boat < ol, 
在 Z, Z* 上 引 人 内 积 
{z,z = > Aala, z = >: anla, Z = 5e. 
| | | (3.28) 
(z*, a — M Baba, z* 一 > b.m, RU == >: batna 
V: zi V z + fires z€ Z, 
(3.29) 
zt— V.,x*, z*eZ*, 
其 中 V..V. 分 别 是 (Z, e, 9), (Z, i 22 在 基 (2.1, {z3} 
之 下 的 单 向 平移 算 于 ,而 1 EG, 0. 2) 上 的 无 界线 竹 证 函 . 先 
EEU, C,- DERES T GE Z, Z* A5 3e 2E VE T 25 [Bl 
(n.bzt, £292). 对 任何 2 一 Paus, st = bust, 
(V(z + 2*), Pie + z*)) = (Vz, Vz*) + V2" , Vz) 
= Sab. A D) bai, = (z, z*) + (zt, z) 


= (z + z*, z + z*), (3.30) 

ER UC V JE HU. 
iur JE —1)—H 39 V, 都 是 单 向 平移 ， 所 以 (V ,一 
D 分 别 在 (Z ,>)，(Z*，《 D gs od C.) 的 取 法 
(HL (3.28)), BUA E RO: — D) BE (T, C, 2) ESTEE 
BIE Z,Z" DE. DFI EERE, KA LCD E CZ 0) 
中 秽 密 ,也 就 是 在 Z 中 按 (H, C6, 0) 拓扑 稠密 . 2 Z, 一 CD, 
显然 (V- 一 DZ EZB, 从 而 , (V. — DO + Z*) # Z+ 
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Z*E, BD 
(V —T) (Z, + Z*) = HT. (3.31) 
显然 ,VV ROCPASWCT Tu H. (V) — Z + Z* = H, V 
木 可 能 再 有 闭 扩 张 ， 因 为 如 果 有 闭 扩张 P, 由 于 @(P) = H, 从 
而 光 是 有 界线 性 算 子 ,这 与 了 C 亿 , 而 了 是 无 界 的 相 蔬 让。 
下 面 再 举 一 例 说 明 , 一 个 不 以 1 为 特征 值 的 保 距 算 子 ,可 能 它 
的 任何 闭 扩 张 都 具有 特征 慎 1, 


1 
@ 34 U= 1-CH , E 3.3, eie + et), R= 


span (e, i 22 2) , # Hilbert 空间 (MH, C, D 上 上 无 界线 性 泛 
HB. E eg(V)-[s-fGOsix€ HY. BE x € H, 1518 e >= 9. 
id H" = H'Ospan (xj) , 作 线 性 算 子 
V: x f(xq)z > xo, (3.32) 
y+ jO: Uy, yeH", 
Rb U € Hilbert 空间 (RCO D 上 西 算 于 ,并 且 180, (U), 
容易 直接 验证 ， 由 (3.32) 所 定义 的 线性 算 子 了 是 gp (V) 到 
H' 的 保 距 算 子 ,并且 1€o,(V).. UR f 的 无 界 性 , 存在 H' 中 点 列 
ix ,有 lel -> 0, fU) — 1 (n — oo), fu P Ev pg— pir 
张 , 那 末 由 (3.32), 必 有 
lim (x, + frej) = z, lim V(z, + Crede) = 0, (3.33) 


El z ¿é 22 (P), J6E Pa — 0. 由 此 可 知 , (V) = n'Gspan(z], 
并 且 

F z, mu P(r, + FG) 一 fGn)x) = Vx, + HERED == X9, 
Bil 1 € a, (P). 

定理 38 设 V 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (T.C 0) ERER 
F avci. 

G) 如 果 AO) 是 非 退 化 的 , SEV JUNTO IKE, WE V 5 
BONEY E T 必 是 保 距 的 ， 进 一 步 , 如 果 ez(V) 还 是 闭 的 , Wok 
VY 必 是 连续 的 ， | 
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(ú) im (V) 是 完备 子 空间 , 那 末 广 必 是 2) S CV). 
的 连续 保 距 算 子 , 如 果 同 时 CV) XSREAEGE E80 , LAS V. = P, 
并 且 Z(V) 一 Z(G) — (V) 也 是 完备 子 空间 。 从 而 了 是 完 ， 
SRGEBENUEIR] (ZZ (V), CD 到 完备 的 不 定 度 规 空间 
GRO ),C ,-)) HEAT. 

证 G) W H = H.H. 是 正则 分 解 .显然 , 只 要 证 明 GCV) 
PRE {10,7}(y = 0) 形式 的 疝 量 即 可 。 

事实 上 ， 加 果 有 {0, yje GCV), 则 必 有 ra z2(V) (n = 1, 
2,--), 18 (x4, Vx) (0, y Y(5— 90). HT XHEER x € ZI), 
(Vx,,Vx) = (z,,z), 取 极 限 就 得 到 

| (y, Vx) = (0, x) = 0, (3.34) 
RB y LÆ) AB ye EV), ifi (V) 是 非 退 化 的 ,所 以 只 有 y= 
0, HETA, GCV) 必 是 某 个 线性 算 子玉 的 图 但 ,并 且 玉 是 六 的 
最 小 团 扩张 。 显 然 ,F ERER. 

RR DU) 还 是 闭 的 时 ,这 时 显然 必 有 六 = V. BP 
HREM, V 是 连续 的 ， 

G) 当 JE(V) 是 完 备 子 空间 时 ,由 定理 2.2, V ERN, 因 
而 7 可 以 连续 地 延 拓 成 CV) 8l (V) 上 的 线性 保 距 算 子 区 
CER, V XV 的 最 小 闭 扩张 )。 如 果 (P) 又 是 非 退 化 的 (这 时 
DWV) BEERE), WETV, Viti, S 38 3 VCP， 
SEI )- S (V), EAEE (V) = z(V),V = V. 

现在 来 证 明 2(V) 必 是 完备 子 空间 . 事实 上 ， 因 为 ARV) 
是 完备 的 ,所 以 有 正则 分 解 SEC) 一 NDP, 其 中 N,P 分别 是 负 、 
正 完备 子 空间 . 4 D. = VON, D, = VP. AFN, PARR 
— CaCa) 成 为 Hilbert 空间 , 易 知 Z(V) — D GOD, 是 
PUKES. XAH EMETA) = # (V), Bil 
DUV) EAH, AT ZO) 是 完备 于 空间 . UB. 0 0l 

注意 ”在 定理 3.8 的 (ü) rh, 并 不 能 由 过 (PV) 为 完备 子 空间 
ERZO) 是 闭 的 《即使 已 知 ( 久 (TV),(:,*)) 蚌 完备 的 不 定 度 


. 95 o 


规 空间 ), 
例 3.5 设 H 一 LOL ini 34, z = fet a), H= 


L Ospn {et}, ÆR EXCRERIERSIEERS. R (V) = (z + 
sle H) BR, dV) R I ñbrE+3 Hl, 但 不 是 闭 的 ， 
DUVE C ,-) 成 为 Hilbert 空间 . 作 定 义 在 en (V) Ego Wo T- 
Virt jlr): rre H, 

显然 ,VY 是 DU) HE 的 线性 保险 算 子 , 而 且 ZV) = H', E 
完备 子 空间 。 

和 Hilbert 空间 情况 一 样 ,为 了 讨论 不 定 度 规 空间 上 保 了 距 算 子 
HAPE RIIA SAARES. 

XX 31 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空 HUC, DARRE 
子 空间 , 工 = N OZO 是 工 的 标准 分 解 。 如 果 存 在 空间 的 标准 
A = NO + Z*YOP, [s 

NIDN, PDOP, Z = Zi, (3.35) 

即 标 准 分 解 工 Ne 四 Zr 四 已 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 吕 一 N 由 
{Z + Z* BP, 则 称 数 对 (dim(N ON), dim(POP;)) $ LATE 
数 ,并 分 别称 dim(V ON), dim(PG 产 ) EA S tsk. THER. 

对 于 不 存在 标准 分 解 的 ， 或 虽 存 在 标准 分 解 但 不 能 扩张 成 全 
空间 的 标准 分 解 的 民 , 我 们 不 引信 亏 维 数 概念 . 

引 理 3.9 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (H, C, 20) 的 闭 线 
性 . 下 列 命题 成 立 . 

(i) 如 果 鞋 有 一 个 标准 分 解 L= NOZ OP, 能 扩张 成 空 
间 的 标准 分 解 , 那 末 工 的 任何 一 个 标准 分 解 工 = NLODZLOP, 也 
必 能 扩张 成 空间 的 标准 分 解 。 

Gi) 满足 CD 中 条 忻 的 闭 线性 子 空 间 工 的 亏 数 不 依赖 于 工 的 
标准 分 解 的 选取 

证 G 实际 上 是 第 一 章 定理 4.13 的 直接 推论 . 

(i) W L = NZ DP, L = NLOQZLDP, 是 工 的 两 不 标 
BUS AE ,而 标准 分 解 UL — ND Z+, H=N' P (Z,+Z*') 
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r 是 它们 相应 的 扩张 ， 下 面 证 明 dim(V ON?) -- dim( NON), 

令 (Z, + Z*' 3 NP, JR IE WU ZI RR, TA, RH LENON, 
H. = Pp, , 85 A, H = H OH, JE BEIERUT ELE = NGON, 
易 知 LLL, LN L= (0). HF 是 完备 于 空间 ,L 己 下 ,所 以 
对 于 工 中 任何 闭 线 性 子 空间 L, (L, 包含 在 完备 子 空间 Li 中 ), 根 
据 第 一 章 推论 314, LPL 必 是 闭 线性 子 空间 ， 由 于 NiBZL 是 
工 中 闭 线 性 子 空间 ， 所 以 LON OZ: ÆN b (六 负 ) 闭 线 性 子 
空间 ， | 

现存 证明 L'-— LON OZ, 必 是 极 大 半 负 的 。 事实 上 ,如 果 
不 对 。 那 未 在 正则 分 解 — HOH, 之 下 , H_ 的 闭 线性 子 空间 
P_L'( 因 为 工 ' 是 半 负 的 ,并 且 是 所 的 ) BRE H, EE xo € H_ 
QP.L'(x, >= 0), Afi xL L', AA PL'OP.Z;, P_L'D L, 所 以 


z€ H.OP.L'CH.O(P Z GL, = Ni, (3.36) 
因此 z € L. APERIT sr e Ni, Pr € PL, s: € ZL, 使 得 
x = nr, + zo d- Pi. (3.37) 


在 正则 分 解 厅 一 HBH, 之 下 , 育 下 列表 示 :， xc Uz, 0}, nt 
zL = (x, 5n]. Pr = ie., P+). (3.37) 等 价 于 


Po = z — x; P+ = — Xi. (3.38) 
AX P, 是 正 向 量 ,ni 十 站 是 半 抽 向 量 , 所 以 
lel = he- esl = lvii. (3.39) 


P329 xo Li, M (3.38), (3.39) 得 到 
lp- = dx + el 2 hei + lil? 
= jel? + le P = lel + hp, 
显然 ,只 有 xz = 0. RSR xQ = 0 AFA, 因此 L' ERREA 
的 . 

令 (Z, Z" )-N,OP, BEIDA, R HSN ON, H. = 
PORGIR T = HDH, 也 是 正则 分 解 , MA L BEKEA, 
Pin PL e H, [BE PLZ,—N, PUN; =NI, MD. H # P' L,= 
N'ON;. HB 

dim (N'ON,) x dimL, = dim (NONL). (3.40) 
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对 调 NL, NL 的 地 位 ， 立 即 由 上 式 得 到 dimQN'ON,) = 
dim( NON), 

同样 可 证 dim( POPL) = dim( POPL). IEE., 
' 定理 310 设 广 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(*,*)) 上 连续 的 
REAT, HERH, Wa ØV), ZOU) 都 是 具有 局 维 数 
的 闭 线性 子 空间 ， 那 末 玉 可 以 扩张 成 H LEATHER 件 是 
£V), # (V) 的 亏 维 数 相等 ， . 

证 设 AI) = NOGZ(GP 是 标准 分 解 ,而 标准 分 解 忆 一 N. 
Q(Z 十 Z*YOP, 是 它 的 扩张 . D- = V IN, D, = V 'P,D == 
VOZ. 由 V^ WEEE, RA d(V)—D.GDQQD,, HFN, 
P,Z ÆR, V 是 连续 的 ,所 以 D D D, 都 基 团 的 ， 因 为 CY， 一 
C, t) (P, C, D 是 两 个 Hilbert 空间 , AX OD- — iU 
(Di, (*, 2) 也 都 成 为 Hilbert 空间 。 对 村 标准 分 解 多 (VP) 一 D- 
@ D DD. 的 扩张 也 = Nxp(D, + DI}DD,, 令 

L, = (N,ONXDZ*Q(GOP), (3.41) 
工 一 (NOD. )YBDEO(P,OD,). 
假设 22 (V), 9E CV) 的 亏 维 数 是 相等 的 , 即 
dim (N,ON) = dim (NÖD), dim (P,OP) = dim (P./.Ó3D,). 
我 们 对 了 在 L, 上 补充 定义 V' 如 下 : 
|. V MOD, — NON WEST., 


(3.42) 
POD, > P,GP HEBAT, 
在 D$ 上 补充 的 定义 较 上 复杂 . A YH R (2, 2*1, {Do, DE) E H. 
D. H9, JEFLEGEBOGSRUISHBIE (nc Z, 2) c Z5; I) D, 
(at C D$ (a € A) ERTES II = H COH, 之 下 满足 


1 3 
> < Hells iz? i ast, lezl < FFEA (3.43) 


HRE Gu). GT) 在 Z,Zz* 上 产生 的 内 积 都 用 《六 表示 ,而 对 


D 从 这 里 开始 的 一 眉 内 容 矢 见 第 一 章 44 的 第 4 h ti H, D. 对 的 讨论 . 
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jk (ay, (dry E Do, Df EpesEBJ a SSE R OC O. 3⁄ ` 
Do ->Z 的 算 于 卫视 为 Hilbert 2x El (Do, C, - 5) 到 Hilbert 2 
E (Z ,《* O 的 算 子 时 特别 记 为 SS( 即 = V|, ). BET V XE 
SI) LR (3.43, 9 s EE, BEGSERTSES, S 也 是 
连续 的 ， 今 在 DE 上 补充 定义 V' 如 下 : 
V' |p = s, (3.44) 
这 里 57* 是 在 神 (CDS C 20,020,000 3 309 OX, 22, 
(Zo, C, 20 FÜJESRESIRIBIRE F, AF S: (Za, (2,20 s, 
(D BOJESE TF. BIS EE (SI z€ Zo d*e DI, . 
(S^7z,d*), = (z, 5 !*d*5, (3.45) 
显然 ， 要 验证 补充 定义 后 的 有 是 西 算 子 ,内 了 验证 亚 是 
D, + D$ 到 Z + Z* 的 保 耻 算 于 ,并且 是 双 射 就 可 以 了 . 
HT $74 (ZO ,:20 A IC, 22 的 连续 双 射 。 因而 
S K (D$, €-, -52 SI (Z2, G, OD REANA, MmT E 
D.cr- D$ | Z+ Z* BONUM, nx CES d € Dy, d* € D$, 利用 (Va， 
V'a) = 0 = (V'a*, V'a*) 504531 
(V'(d 4-4), V'(d--4*))—-(V'à, V'a*)--(V'a*, Va) 
= (Sd, S^'*d*5, + CS a*, Sd), 
= (d, 4*5, + (d* , d), 
= (d,d*) + (d*, d) — (d + d*, d + d*), 
即 所 作 的 V' MERER, M V' EEATT., SET EEUEI, 
反之 ,假设 VV 在 上 上 有 一 个 廿 扩张 上 ,由 于 
Ti = NGPOÍZ + Z*KDONON)OUOP), (3.46) 
H = D. «pD,O(D, T Dy QN;OD )DOXOD,), 
JEFE. Ulo eo, > V ELE D. QD, 到 NBP BSXIUH , U 是 西 算 子 ， 
所 以 U 也 是 | 
ID, + D; KD(N,OD.)(PA,O D.) — (Z + ZONON} 
QG OP) 
BI. $ 
II? = U (ND )(P,9D,)) = U(N,OD )U(POD,), 
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(3.47) 
H%@ = UÍD, + Dł} = {Z + UD#}, 
Z" 一 UD$. HT (D, DI] 是 完备 子 空间 ,所 以 77 —( Ds D$) 
e ID, + D$). = U 1D, T DDU {Do + Dir, 从 而 II) <a 
U(D, + D$] 也 是 完备 子 空 间 。 取 H mb 
H = UNDUÍD, + DEMDUP, 
= QU(N,GD.)N)IZ rZ" TYDUXDUCEO D, )) (3.48) 
从 它 立 即 可 知 SECV ) BJ S SEX 3E (dim U (MOD), dim U (PO 
D,). BrPUEPBET., 所 以 SEV) 的 亏 维 数 就 是 GO) 的 亏 
维 数 (dim (NOD), dim (P.OD,)), UE, 
$ ”如 果 我 们 考察 的 是 H. 空间 , 那 未 问题 要 简单 些 。 第 一 ， 
Hx 上 任何 诸 线 性 子 空 间 的 标准 分 解 总 能 扩张 成 全 空间 的 标 YEA 
B, AE Hx 上 性 何 闭 线 性 子 空间 都 有 按 定 X31 党 义 下 的 
专 维 数 。 第 二 ， 如 果 保 距 算 子 是 单 射 ， 由 于 dim D o-—dimVD « 
K ,dim D, 一 dim VD, < K — dim D. 所 以 (V), (V) 的 亏 
比 数 中 负 专 维 数 总 是 相等 的 , RB dim (MOD) = K — dim D.— 
dim D, = dim (N,ON). 
推论 3.11 iE V E LEZDREAT, HLEA. 又 
ik (V), (V) EPIIT ZB, SERV BES AES kE 
条 件 是 DV), A) 的 正 亏 维 数 相 等 。 
推论 312 — on AR H. 上 闭 的 对 称 算 子 , 55 oc 0) 都 
不 是 4 的 特征 值 , 并 且 4 的 Cayley 变换 V 一 (A — EI) (4A — r1)! 
是 连续 的 ， 那 末 4 具 有 自 共 轿 扩 张 的 充 要 条 件 是 多 (4 rI), 
(A4 — ËI) 的 正 亏 维 数 相 等 . 
对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 (H.C...) 89 0 ER PET? 8] 工 , 如 
果 它 的 一 个 标准 分 解 工 一 NL Z GP, 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 
# II = ND{ Z: 十 了 ?由 p, 即 43.35) 成 立 , 那 末 
L* —(NONUQOZLD(POP). (3.49) 
WRC, E L^ /Z, GI L0 L')EBSIBBE HUS Cr), 
那 末 从 (3.49) 易 知 , (L^ /Z,,(: ,-)7 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 
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定义 $2 T”, G, OA G = 1, 2) EW 4 ë # B0 5E 
EHZ, WREE (Y, (5, y A (O10, (5, 9 HAAT, 
SEX ER OT, (+, 200 W UT, (9, 22 REPE UE RU. 

MagX XE, (H/Z, (+, -)) 8 ((NONDGQGOPO, 
(*,:)) P. HE 3.10 立即 可 以 得 到 下 列 推 论 , 

推论 3.13 设 ? 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 {1;《',*)) EES 
的 保 下 算 子 ， 并 且 征 单 射 。 又 设 EP(V) SE(V ) 的 标准 分 解 都 可 
扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 . 那 末 了 具有 本 扩张 的 充 村 条 件 是 
CPW ) /LaB CV) p (V), (,:07) &8CGRQCP )* /C92(V ) 
(V), ,)0 Bp. 

4. W Cayley 变换 

定理 3.14. 设 4, V 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (77, CDE 
两 个 互 为 Cayley 变换 的 线性 算 子 , HU Eola), Lmg 7 0, 1€ 
aF), 

A = (QV — D (V DD V = (A— ĮI) (4 tI’, 
那 末 (1) 1. 26 aA ERETTE 8936 SEA AE E, LETA 
ETZEL GH A€o(V),i2ed d.n = (Ga — Eae le 
p(4): H n€ o( A), pgi, 2 = (un — 2) (a g) € e( V). 

本 定理 在 一 般 Banach 空间 都 成 立 .. 


s ”投影 算 子 和 约 化 


在 Hilbert FAATERE, (EF) 投影 和 约 北 子 空 闻 这 两 
个 概念 密切 相关 ， 并 且 起 了 重要 作 困 。 在 本 节 中 我 们 也 要 在 完备 
不 定 度 规 空 间 中 引入 美 似 概 念 ， 并 研究 它们 的 性 质 ， 
1. 投影 算 子 
EX 41 设 王 是 完备 的 不 定 麻 规 空间 (7 .,(-...)y EREE 
F PPSH. WA PAE 
D LERT? 的 “不 变 于 空间 ”这 里 是 指 * 工 C 多 (TT), 并 且 了 TLCL?， 与 局 面 定义 
4.3 不 同 。 
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G) P = P (RS). 

(ü) Pt = P ( HAH). 
那么 , RPE, C DEREAT, mE 是 P 的 投影 子 空 
(8j. 

下 面 先 给 出 投影 算 子 的 基本 性 质 。 

定理 41 设 P 是 完备 的 不 定 度 规 空间 C, CD 上 投影 算 
子 。 下 列 命 题 成 立 。 

(i) PEERS. 

(ú) I — P EREET. 

(ii) PH 是 完备 子 空间 JE B. HT = PIDU — PI, 

(iv) (P) = (1 — PHI, PH = ix |Px = x}, 

(v) 当 工 是 开工 完 备 子 空间 GRE 4 r RO He 上 非 退 化 的 闭 
线 些 子 空间 ) 时 , 必 存 在 投影 算 子 P, 使 得 PIT = L. 

(vi) B P = 0, 1, 那 末 a(P) = op(P) = (0,1). 

(vii) P, J& H ERE ET wA EP.) = DH, HE POSTRE 
ACERI 688 EE ROSE EE] z € H , (Pan, x) = (Pix, Pir), 

(vii) P 是 如 上 投影 算 子 , 并 且 PH &# H BIKE GUERRE 
大 负 子 空间 , 那 末 U- PÐ 必 是 正 完备 子 空间 , 并且 re PH 的 
HERPE (z, Pr) = (z, z). 

证 (D 从 P — P* 458, P 是 闭 算 子 , 又 因为 22 (P) 一 了 ,所 
DLP ROB OBS, 

(i) EL Gv), (vi), (vii) (EAA Cii) 的 证 明和 Hilbert 空 
(Rn FE. ER. 

Qi) 由 于 PU — P) = 0, BrEUR 2 RE HI = PIU — PI, 
根据 第 一 章 43 定理 3.13 PH 是 完备 子 空 间 。 

(v) 由 于 工 是 完备 子 空间 ,所 以 也 一 工 昌 号 。 类 似 于 Hilbert 
BELA x € T, RETE: z 一 好 十 zz z€ L, a € L+. 
作 

P:x I x. r€ H, (4.1) 
RA (P) = IT, P: = P, PERE, EE ELA 
* 102 ° 


UM r Y Á 


(x, y) = x, PY), x, yë H, (4.2) 
BiP'-—P.BUPRHEMIT. S PH = L. 

(vii) 因为 PT HES H 的 极 大 半 负 或 极 大 负 子 空间 ， 所 
BERAY = (1 — P) RETZA. KAX 他 一斑 这 基 完 备 
子 空间 ,所 以 (I 一 PHT V REJÉIER)SE S TZM. 

当 z € PH Bh, DIR (x, Pr) = (Pr, Px) = (x, z) 成 立 。 

反之 ,从 (Px, Pr) — (z, Pr) = (x, z) — (Pr, Pr) + CUI — 
P)x, (1 — P)z) 立即 得 到 《人 — P)z, O — P)x) = 0, 又 从 (I 一 
PI EERS] (I — P)x = 0, Bn x € PH, 证 毕 ， 

XX A42 YP,P.RSEAUIURSEBEUR IBI U, C, EPI 
AGEECECR, WE PBJIOPJI, WER P Ah TF P, (s: P, AKT 
P.) AME POP, m, PSP, 

注意 ”与 Hiibert 空间 和 情况 不 一 样 ， 这 里 的 PIED, ESTE 
Oiti x € I t 

((P., — Ppr, x) > 0, (4.3) 

例如 1270. 但 如 果 * 是 豆 的 负 向 有 量 ,显然 上 式 不 成 立 . 

XH 42 it {P,} 是 完备 的 不 定 度 规 空间 CUT, (1, )) 上 一 
列 投影 算 子 ,下 列 命题 成 立 . 

G) PH LPI [575 3: EE RE P,P, = 0. 

(ü) P, + P, EHE SE CT BJ HERE PE 是 P.P, = 0, IR PHP 
是 投影 算 子 IEK (P, + PDI 一 P.I, : 

(iH) P, P, 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 P.P, = PP, wA P, P, JE 
投影 算 子 , 那 末 PPI = (PI) (PRH). 

(iv) PzP, 的 充 要 条 件 是 P.P, 一 PRAE PP, = P. 

(v) P, — PG BERE ICT HO JE E EE PZP. 如果 P.—P, E 
BERT, WR (P, — PI = PO GUI) = PII —PJH, 

(vi) 如 果 PSPS SPS- ,并 且 存 在 极限 

(BD P, : = P, (4.4) 


那 末 P 是 投影 算 子 ,并 且 PH 一 U (PUT), 


( vii) Zip PZA. e IBARRA ,并 且 存 在 极限 
(38) lim P, = P, (4.5) 


WR P 是 投影 算 子 ,并且 PH 一 [Y (P.D. 


定理 4.2 可 以 和 Hilbert 空间 情况 一 样 地 证 明 ， 

应 该 注意 ,一 般 说 来 ,对 于 (了 ,(…，)) 上 两 个 投影 算 子 PPS, 
并 不 一 定 存 在 (H, C, D 上 投影 算 子 P， 使 得 PU 一 (UD) 
GT). ARATO C DEIEK ATP) 并 不 一 定 存在 


Ul,C.)) EBHERCT P, ij PH 一 U (GT). 这 是 因为 


(mnan, U (p.s UT LC) BIER 818 
例 41 =l Bh, la = P, (ef) SEE GSC, 
完备 就 范 直 交 系 . i-r ei), a* - (一 er 十 
er), HX 
L, = span(z, s* + ed), L; = span(z, z* + ef]. 
显然 工 ,, L, 是 两 个 非 退 化 的 二 维 子 空 间 ， 因 而 Da, L, 是 N ROS 
完备 子 空间 ,从 而 存在 投影 算 手 P.L Po 使 得 PIT = L,, P= 
Li。 可 是 (PAA (P.H) = LN L; = span {z}, 是 一 个 退化 的 子 
空间 ,因此 不 可 能 有 投影 算 子 P, 使 得 PIT 一 span {r}. 
@ 42 R= HOH, H, = L [0, 1]. lE GI, C, -)) 
上 一 列 线 福子 空间 
L, = (£X, (GO f) e P0, 1], misse [1 一 二 ,1] 时 ， KG) 
—0)P,n = 12,5. B’, LCL .CLC SPEED L, 
是 完备 子 空间 .从 而 存在 一 列 投影 算 子 {P,} P SP,S SPI, 


1) 这 里 六 表示 [0,t] 上 Lebesgue 测度 ,A 让 二 0 ATAF mP, ` 
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EE P.H = L,, n = 1.2, +， 然而 


U) p, 7 UO dO) e L'to, 11) 


AED 上 完备 于 空间. 

2 的 化 . 

定义 43 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 UT C7, 0) 上 线性 算 
CEU T)CH. LÆ N BRETA, wE TCLOO £Z(T))CL, 
则 称 工 基 了 的 不 变 子 空间 , WE LERET, ZT) 一 《工人 
PTPP 名 (了 T)) 并 且 当 工 , Lt 都 是 了 的 不 变 子 空间 时 ， 
称 工 是 工 的 约 化 子 空间 。 

在 工 是 了 的 约 化 子 空间 时 , £ T,—TL,T— T]. 和 
Hilbert 2s [8j — ££ , 2 lU 

T = T DT;. (4.6) 

加 果 L, = HOOHQG-—1,2) 是 两 个 正则 分 解 , ME H— (Imo 
HOHP QH?) JEBAEIEWIA EL e, ] Æ T—(H? guy 
(HUH) 所 产生 的 内 积 。 显然 算 子 的 按 不 定 度 规 意义 下 的 直 
交 直 接 和 【4.6) 5 Ti, Tas TPE Hilbert 空间 (7 ,[* ,* 1) HER 
和 是 一 致 的 ， ' 

定理 463 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 O, C, D 上 线性 算 
F, LÆ, Cs D 的 完备 子 空间 ，P 是 相应 于 工 的 投影 算 子 
(BJ PH 一 上)， 那 末 

G) LOB TINDARSE T-SIRIBS 3k EA p Rr 


TP = PTP. (4.7) 
GD 工 为 的 约 化 子 空间 的 充 要 条 件 是 在 2 (T) ERY 
TP — PT. (4.8) 


本 定理 和 Hilbert 空间 情况 一 样 地 证 明 . 

定理 4.4 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 OT, COC, )) ERES 
子 :, 工 是 《AD)) 的 完备 于 空间 ， 并 且 约 化 了 。 令 太一 了 了 |， 
T= T|a+. WR 

G) T#£ H 上 笛 定 的 充 要 条 和 件 是 T,, Toae (L ,(-,..)), 
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(L*,C,)) 上 秽 定 ,并 卫 
T'— TIO. (4.9) 
Gi) 4€ eC) 的 充 要 条 性 是 RE p(T,) Noe{T,) ;并且 
(41 — T)" = (A1 — T) (AI — Ty 15, (4.10) 
Gi) e(T) = ol TY) Uo( 2). 
本 定理 也 和 Hilbert BO — REREUEBH, - 
定理 4.5 设 4 是 完 各 的 不 定 度 规 空间 OLG, )) EE Eg 
算 子 。7 是 开 上 半 平 面 上 (jordan 闭 曲 强 构 成 的 ) 围 道 ,re lA), 
7 内 部 所 包含 的 4 的 谱 记 为 o, ME 


ETE (AL — A)"dài, P; = x (AI — Adh, (4.11) 
2x1 J , 2x: Jo. 


(v = Ae v] 
具有 下 列 性 质 ， 
G) (PEP = Pr, (Pr)' = P+, (4.12) 
Ph = P}, Pri = Pr, (4.13) 
其 中 r 是 另 一 个 国道 ,re p(A), 内 部 仅 含 有 4 的 谱 o. ANE 
有 


(Pr: = P, (PY = PP, (4.14) 
PiP7 = 0 = EP}, (4.15) 
(al — AY PY = PH al — AY’, (al — AYP; == 
Pylat — 4)" (s€ plA)), (4.16) 
AP? = PHA, AP; = FA”, (4.17) 


(ñ) & P, = P? + Pr BA P. Ke (1,0: ,:0). 上 投影 算 子 ,并 
H P,H iE A. | 

(ii) Pj, = Pr(Y' 同 (4.13)), 

(iv) 号] pn) = gr Ud, (0, = (1|2 € 2,)). 


D PAARI! EOSPHURE CIT, (00 (alad) CE, C2 E 
PET. ESER; RIAA TIEA Ins le fps 加 性 区 分 ， 今 后 都 
病人 这 样 处 至 . 

D RATATE 三 5 了) 上 成 立 。 
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(v) ald | u- o0 = o (A) — (o, Ua). 

证 (G) 是 用 通常 的 Riesz 25 1B lis. 

Hi (4.12),(4.14) (4.15) 3] RI, P, EREET. H (4.16) 可 
5$, P.I £C Cel — A) (n € eCA)), AT P 3246 A, BD Ci 
成 立 . 

出 (4.13) 直接 可 得 Gu). FER Civ), Qv). 

当 4 是 有 界 算 子 时 ,由 Riesz 的 谱 理论 知道 

e(A|stn) = e, of Alosa) = 8,, (4.18) 
aCA La ena) = o( A) — dy; gld lur-ere) = ol 4) — 85, (4.19) 

当 4 是 无 界 算 子 时 ,在 假设 中 已 蕴涵 pC(A) >= ó. JER a € 
P(A4), 作 变数 变换 (力道 7 也 作 相 应 变换 ) 

il—-(& —3)7, YI— Yu (4.20) 
IG KO AME EUS E T (aL — 4) * 805 04.18),(4.19), 
先 对 【一 4 已 成 立 ( 当 然 应 该 用 Yx 代 替 (4.18) (4.19) th v), 
有 从 而 得 到 对 4 也 成 立 。 由 此 易 知 Gv), O) mar. WES. 

定理 A6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 《如 ,力士 自 共 加 
XT. 是 开 上 半 平 面 上 (Jordan 闭 曲线 构成 的 ) 围 道 , > € eld), 
7 内 部 所 包含 的 总 的 谱 记 为 mw， 那 末 PH, PPI 2 ds H BJ HERI 
零 性 子 空间 ,并 且 (PHI, PETS EL, 

证 对 任何 *, y € PIT, 由 (4.12),44.15) 得 到 

(x, y) = (Pix, PIY) = (x, PyPyy) = 0, (4.21) 
BU PIU REESE [E]. 显然, PTH = 2401 — Pt), 所 以 P 是 
六 的 . 

同样 ,PY 也 是 闭 的 零 性 子 空间 ， 

EA P? + PLE (Hl, C, 上 投影 算 子 , 根据 定理 4.1 的 
(i), CP? 十 PON EZE TER, RA (PIU, PLU] 是 偶 对 。 证 
E, 

推论 47 在 定理 4.6 的 假设 下 , WE beornaor(4)， 那 末 
@, ACPI. 
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Ra I — Tl hf, o co (4), 9E B. 


Ptg = span du(4)lA€ v,1. (4.22) 
证 EDD OH = PLI + (1 PET, PHIL — PI) = 0, 所 以 
H = PHI LI — PHI, (4.23) 


H (4.17), AP} = PA, AU — P) = (1 — P?) A EE Z (A) 上 
成 立 ,从 而 
£A) 一 (后 (4 人 有 有 二 (04 人 人 一 了 时 ?1 (424) 
并 且 对 尾 何 自然数 #, DIE z é 22 (Any, WA r = zr, + xy, z, É 
P#H,xz,€ (1 一 PP}, 那 未 对 任何 复数 上 ,还 有 


(4 — gl )z, BAINPED, f 
(4 — elte € DONUP, 1A n1, (4.25) 


当 KENCA) BP, H (4.19) 和 (4.25) (B C25) 中 的 
p = M) 可 知 ,对 任何 非 夫 6 UPIN D(A), CA AED) 
0。 从 而 相应 于 2 的 根子 空间 s, (A) 中 任何 向 量 * 必 满足 (7 一 
Phx 一 0, 即 ze PHT. Bie, P, CA) CPETT, Mili @L CA) PEU, 

特 列 。 当 H — Hz 时 。 从 P#H 是 零 性 空间 立即 可 以 推 知 
dimP?I < KK。 而 有 限 维 空 间 中 算 子 的 谱 全 是 特征 什 ， 所 以 o, 只 
能 是 由 特征 值 所 构成 的 。 又 因为 MCH HF 1 € a, 成立， 
所 以 (4.22) 成 立 . 证 毕 . 

推论 4.8 WAEN SALERS T. WAA Awd 
实 谱 必 是 特征 值 ,并 且 存在 有 限 个 完备 子 空间 ITO, M,e, HO 
G< K), 使 得 

G) I — PED- A, | 

G) I9, IP«G = 1,2, e, 站 都 约 化 A. 


Gi) 4 在 I EFUBSWAPAESEREIE A, u, WETER 


征 值 ,而 4 在 IT? 上 只 有 实 谱 . 
证 显然 ,主要 是 在 于 证 明 4 的 非 实 谱 必 是 特征 值 ， 
DRR Le (A), Img 所 0, 并 且 z6o,(4), 我 们 将 分 两 种 情 
况 来 讨论 ， 
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fu re o (AY, BOR £e lA), [EE CT BSEC CO) 
是 开 集 ,因而 存在 的 邻 域 0{5)， 其 中 每 个 点 都 是 4 的 特征 信 . 
显然 ， 这 与 Hk 上 自 共 犁 算 子 在 实 轴 外 的 特征 亿 只 有 有 限 个 性 质 
HTE. 

如 果 tEn AD C&o,C A), 所 以 ALED = Ala 
££) CH 53 5|% 3.6), 又 因为 Api E ez (A) p) SE (A—tL1) 
的 双 射 ,并且 是 闭 算 子 , Am (A T 是 SEC A— 01) 2 LA 
CL) 到 CA) 的 闭 算 子 ， 由 闭 图 象 定 理 、(4 — CD)? Ree SUE 
&(A-- LI) 上 的 有 界 算 子 .这 样 ,如果 SE( A — Er) = Tk, BD 
KE ¿ € a, (A), E £ € olA) 相 冲 突 ， 如 果 RLA 一 $1) 一 Hx， 
那 末 就 有 5€ p(tA4), 这 又 与 SE a, (A) AE, 

这 样 ,所 有 a 的 非 实 谱 必 是 特征 值 。 

记 上 开 半 平面 特征 值 全 体 为 4， t, ERI ECT II 
t$ 4 而 不 再 合 4 的 其 它 谱 的 围 道 r. BATEE 4.5, 作 N= 
P, Ik = (Ph + Py Ir, i= 01,2, 75, L, R In — UPQ- D 
I^ BRA EERUDE IP, IPS, LIT" 就 满足 (G), Gi), Gi), TME 
E, 

显然 ,类 似 于 定理 45,46 以 及 推论 4.7 ,4.8 的 结论 ,对 西 算 子 
也 成 立 ， 下 面 只 将 结论 写 出 ,不 百 证 阴 ， 

定理 49 设 了 是 完备 的 不 定 度 帘 空 间 (7,0 ，))》 上 的 保 距 
AT, ØV) = X(V)-—HJGFEBV'-—Vo, XU y Erta r Nl 
$h (Jordan 闭 曲 绕 移 成 的 ) 围 道 , ye (CV), Y AERBEEN A RS V B 
谱 记 为 o. SEG 


LEE (AI—V)^da, Pr — 3:4 (AI —V)^44, (4.26) 
2n J; 2xi J p7! 


了 -1 一 ap € v). 


15,25 PCT) OAT) 分 别称 为 工 的 “近似 谱 ”、* 剩 余 谢 ?， 在 Banach 空间 中 : SNI 
谱 点 的 定 尽 是 : 存在 一 列 单 位 向 恒 {x,}， SES[CT— AD, (0 n7), 
dT) 是 近似 庶 点 全 体 ; 而 规定 oT) = p (T) 一 TeCT)- 


` * 109. 


满足 定理 4.5 中 G)—CG0 CO) —() 中 的 4, TARMA V, 77 (€ 
EIE PEH , Pr RENS EXABOSEES LT TETEN. 

特别 ,如 果 Le o, lo, (F), IR $, (V) CPEI, 而 当 HII 
时 ,ev 中 点 全 是 将 征 什 ,并 且 

Pilk = span {BV) |2 E o}. 

推论 4.10 设 品 是 H. ZË] LES T, PETERAM ALE 
的 谱 必 是 特征 值 ， 并 且 存 在 有 限 个 完备 子 空间 IP, Mu, e, 
( =< Ky, HB 

G) H = meme... pnm, 

(ü) IP, (i = 1.2, e, DBS U , 


GD VÆ IPO 由 只 有 两 个 谱 点 x, idi = 1), tne 
是 本 的 特征 值 ,而 上 在 好 上 的 谱 全 在 单位 圆周 上 。 


Hos 


第 三 章 7 空间 上 西 算 子 和 自 共 圈 算 子 


"本 童 介绍 Hx 空间 上 轴 算 子 和 自 共 轿 算 子 的 谱 理 论 。 主 要 
是 建立 Hx 空间 上 殖 算 对 和 自 共 罗 算 子 的 三 角 模 型 , 再 利用 三 角 
模型 给 出 商 算 子 和 自 共 罗 算 子 的 谱系 , 开 方 演算 ,以 及 在 谱 论 上 其 
它 方面 的 一 些 应 用 ， 


$1 六 K 维 半 人 负 不 变 子 空间 


本 节 主 要 任务 是 证 明 ，7x 空间 上 任何 一 个 酉 算 子 或 自 共 轿 
算 子 必 有 一 个 下 维 半 人 负 不 变 于 空间 (是 He 的 级 大 半 负 不 变 子 空 
闻 ), 且 任何 一 族 可 交换 的 西 算 子 或 自 共 思 算 子 必 有 公共 的 外 维 半 
负 不 谈 子 空间 . 这 是 不 定 度 规 空间 算 子 谱 论 最 基本 结果 之 一 ， 我 
们 的 谱 理 论 就 是 建立 在 这 个 基础 上 的 ， . 

显然 ,在 研究 单个 算 子 的 不 变 子 空间 的 存在 性 问题 中 ,我 们 可 
不 妨 假 设 H. 是 可 析 的 . 事实 上 ,对 任何 有 界线 性 算 子 了 , 任 取 TIR 
的 一 个 K 维 久子 空间 日 -, 那 末 L == span(T^H.|a = 0,1,2,---] 
就 是 对 了 不 变 的 、 可 析 的 He (K = K) 空间 ， 只 要 将 了 限制 在 
工 上 研究 就 可 以 了 。 所 以 本 节 中 总 是 假设 H. 是 可 析 的 ， 

以 后 为 了 叙述 的 方便 , 常 把 航 大 负 人 性 空间 稚 数 有 限 欧 ( 极 大 正 
性 空间 维 数 可 以 无 限 。 也 可 以 有 限 的 】 完 备 不 定 度 规 空间 统 称 为 
“Hx 型 "空间 ， 

L 保 半 负 算 子 ”我 们 将 对 比 西 算 子 更 为 一 般 的 算 子 一 一 保 半 
' 负 策 子 ,证 明 它 有 KK 维 半 负 不 变 子 空间 . 

定义 1.1 设 了 是 Hk 空间 上 的 线性 算 子 。 如 果 对 任何 z € 
(T), (x,x) «0, HA 

(Tr, Tx) < 0, . (1.1) 
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PPRA T L PS E TAB SY T. 

$EX L2 i T RE Hx EFE3BDESüPESCCT, 如 果 对 任何 < é 

gG), 部 有 
(Tr, Tx) < (x, x), (1.2) 
那 未 称 了 是 Hx LIESSXT. 

关于 压缩 算 子 , 在 第 四 章 $3 中 将 专门 讨论 . 

引 理 11 AUR T, V, UY WE M 空间 上 压缩 算 子 、 保 工 
算 子 . 西 算 子 , 那 末 了 工 , 了, 了 都 是 保 半 负 的 。 

这 个 引 理 是 显然 的 。 

注意 ”定义 在 全 空间 的 保 半 负 算 子 可 能 是 元 界 的 ， 

例 11 i H, = H.H. EEMS, {erli 一 t, 2,9, 
K}, (ef1i m 1,2, EAE BURE CHI, OCD, OL, 0,008 
KERAK., $ s= e tet, fÆ 人 fx E3E AS 588 EZE 
E mg, 

T: xb—f(1)z, x € Hg (1.3) 
就 是 无 界线 性 算 子 ,但 QT) 一 x, 并且 工 是 保 半 负 的 ， 

引 理 1.3 设 工 是 OH. 上 笛 定 的 线性 算 子 ， 如 果 对 每 个 +€ 

ST), (x,2) < 0, 都 有 

(Tr, Tx) < (r, r), (1.4) 
那 末 工 必 是 Ux LDTDEBUEESRSRCT. 从 而 了 可 以 唯一 地 延 拓 成 
定义 在 整个 Hx 上 的 并 满足 (1.4) 条 件 的 有 界线 社 算 子 ， 

证 从 (1.4) 易 知 ， 对 性 何 负 疝 量 z€ (T), Tx w 0, 

4 Hk = HH, 是 正则 分 解 。 由 于 D) = He, HA 
TRE H.C (T). 根据 上 面 已 经 指出 的 事实 , 立即 可 知 TH. 
也 是 Hk 的 天 维 负 子 空间 ， 从 而 

Hy = TH.O(TH )!, (1.5) 
并 且 是 正则 分 解 。 记 由 (1.5) 产生 的 范 数 为 |, 小， 而 eHe ' 
H, 产生 的 范 数 为 |; PE, PP 分 别 表示 Hx 在 TH., (TH_)+ 
的 投影 ,而 Pi 分 别 是 H. 在 H, 上 投影 显然 ,要 证 明了 是 连续 
的 , SET UEJ] PLTP., PLTP,, PATP, 部 是 连续 的 . 


ZU 


由 于 dimH_ = K «o, BiU) P! TP. 是 连续 的 ， 

下 面 证 明 ATP 必 是 ALAZ) HTH. HERAT, A 
WA z, E H Y eG), lll = 1, = 1,2,---, R8 [P T zl 
oo(«— oo). HT PLTP. JR H- 9 TH. By ji tog d, 并 且 
TP. 一 PLTP_， 因 而 存在 "€H.,»-—1,2, -,188 

Ty, = —P_Tx,, H dy. — colr — co). (1.6) 
E (1.6) 可 知 ，7 x. € (T), 3ËB 34362 KB m 以 后 的 n, 
y, + ax EAH., MMA s Z m 时 ， f 
0 =< (PLTx, P Tta) = (TC, + Y), T(z, + y,)) 
=< (=, + Yn, x, + y,) =< 0, (1.7) 
但 这 是 不 可 能 的 。 所 以 PLTP, 是 连续 的 。 

再 证 PLTP, 也 必 是 BOZI) 到 (THO) HERET. 
如 果 不 对 ， 则 存在 rne ADCT), [x] — 1, ==1,2,……， 
而 

Pi Tzs — pe (s — co). (1.8) 
任 取 y€ H_, 但 i=: 显然 y+ x, € DCT) (0—1,2,-23, 
3FB BRE f aj RE. M 
《了 十 x, y x.) ZR (T(y + za), T'Üy + 08)) 
= (Ty + PL Tx,, Ty + PÉUTx,) 
+ (PT ra, PLT.) (1.9) 
由 于 PLTP) 是 连续 的 ， 从 而 存在 常数 M ， 使 对 任何 xe Fu. N 
d), [PETPiz[ Mr 因为 lel — 162 — 1,2, ,BT 
以 面 定 ? 5, [Ty + P Tr., Ty + PTs); 是 有 界 数 列 ， 而 
(y + x,, y + z.) = (y, y) + (xu, x,) — — 1, tH R G L, 在 
(1.8) 成 立 的 前 提 下 ,《1.9) 不 能 成 立 。 从 而 PLTP, 是 连续 的 . 证 
毕 . . 

推论 1.3 Hx 空间 上 笛 定 压 纺 算 子 必 是 连续 算 子 , 从 而 必 可 
唯一 地 延 拓 成 全 空间 上 压缩 算 子 (自然 也 是 连续 的 ). 

根据 引 理 1.2, LIS, H. 上 称 定 的 线性 算 了 于 T, 如 果 对 任何 
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r€ (T), (x,x) «0, WE (Tx, Tx) < (x, x), 特别 是 是 
AGE FESRONCY M, TJ iw T Rog GERA H. 上 ,并 
HEB. 
3H 1.4 设 T 是 Hx. 上 有 界线 性 算 子 。 如果 对 任何 xE Mg, 
(z, z) «0, 都 有 
(Tx, Tx) & (x, x), (1.10) 
那 末 对 任何 非 零 的 半 负 向 基 x, Ta ib OC ESE) EL 5. 
证 如 果 有 r0, (r, r)<0, E Tr=0. WEHR (1.10) 
BA, x 必 是 零 狂 向 量 ， 任 取 ye Hk, (y,z)= 0, e€ G, 有 
(ax + y, ax + y) = 2Re(ez, y) + (y, y). (1.11) 
特别 是 取 a mm 767,0 — z +arg(z, Y) RDR r > (y, 四/ 
(2, 2], M] a< 十 9》 是 负 向 量 ， 因 而 下 (1.10) 得 到 
(Ty, Ty) = (Tor + y), T(ax + »)) 
=ç (ax + y, ax + y) 
= — 2r|(z, y)| + (y, »). (1.12) 
f£ (112) H, $ r— oo, 立即 发 生 (Ty, Ty) < — oo SJ. 
从 而 Tr 一 0， 证 毕 . 
2. K 维 半 负 不 变 子 空间 设 H. = HQH, 是 正则 分 解 , H 
据 第 一 章 引 理 3.2, Hx 上 任何 天 维 半 负 ( 即 ZH. LEREM) F 
空间 工 必 然 是 Lx， 其 中 XX 是 @(X)— H_ PH, 的 压缩 算 子 . 
EENS NHOH, ZF, 任何 线性 算 子 T(ZT)- Ix) 
可 以 表示 成 2x2 方 阵 ; 


i BH. 
T -( ， (1.13) 
cC D/ H. 


其 中 4 = P_TP_, B =P_TP,, C = P.TP_, D — P.,TP,, T X 
.有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 , 4, B, C, DII HIRED ER. 
因为 Lx 一 (ix, X<x)|z € H}, BIBLIA (1.13) 可 知 
TLx = (((4 + BX)c, (C + DX)x)|z€ HY, — (1.14) 


D 本 引 理 对 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 《75…- T A 
"lt. 
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六 而 Lx 是 区 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 
(C + DX)x = XLA + BX)x, x€H., (1.15) 
RAZ, Lr 为 工 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 下 列 算 
THE 
C + DX = X(A + BX) (1.16) 
含有 满足 条 件 [Xl m ded BRE X. 

定理 15 设 了 基 上 有 界线 性 算 子 。 MER BERIDESL H 
Ex, 

(Tx Tx) & (z, x), (1.17) 
那 末 存在 这 样 的 KK 维 半 负 不 变 子 空间 Z, T| Z 的 所 有 特征 信 
1 满足 121 > 1. 

证 设 Me = HOH, HEW, He 0 — HK BE T 
空间 必 是 形 如 Lx, rh xE (H_,— (50 j (H, , C088 
FEHRWCT. 2Z(X) 一 互 -。 现 在 要 找 出 适合 方程 (1.16) 的 X. 

RESA 1.4,T 将 玉 维 半 负 子 空 间 变 成 系 维 半 负 子 空间 ; 由 
(114) 可 知 ， 五 - 到 H. 的 线性 算 子 A+ BX 是 可 逆 的 ,因而 
Lx 为 的 不 变 子 空间 的 充 机 条 忻 是 羡 适 合 下 列 方程 

(C + DX)(4--BXY'— X. (1.18) 
HEZ, TP K ebd TZA T F: X— (C 十 
DX)(A + BX)” 有 一 个 不 动 点 万 ,而 这 个 不 动 点 是 《五 -, 一 
-D 到 (Hi, 0,2) 的 压 第 算 子 ,并 且 @(T)= H 

下 面 将 用 Sehauder 不 动 点 定理 证 明 F(X) 具有 IX ea 
(X) = HI 的 不 动 点 :在 (H_, —0, 0), 01,C D 中 分 
别 取 完 备 就 范 直 交 系 {cr 了 ll 所 1 所 KK})， wu —1,2,::), + 


x} = Xey, i= 1,2,..+,K. (1.19) 
g^. IX < 1 HARR AEREN Gia tta ak € CG, _. 
[E |< Eir. (1.20) 


JX, H. 到 H, HERAT X, EXE (er), (7) ZT, ET 
表示 成 oo x KAER, LIR Hilbert 空间 7 — POr- Br 
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(K + PRAZE) 中 向 量 t, at, tark), $ Or 是 ?中江 
J (1.20) 的 向 量 <t = (aT. ak) 的 全 体 ， 显 然 ,有 映射 

Ly l xt = (rf, ri) (1.21) 
是 Hk 上 所 有 极 大 半 负 子 空间 全 体 到 Y 的 子 集 9€ LRH. 
注意 ,如 将 二 (i 一 1,2, -,K) 用 在 基 {et} 之 下 的 座 标 表 示 ， 
并 写成 行 的 形式 , 那 Krt 正 是 算 子 X 在 {e7}, {e7} 之 下 的 矩阵 
表示 。 因此 。 只 要 证 明 有 满足 (1.20) 的 x+, 舍得 Fit) = x" 
就 可 以 了 ， 

. WA, Cc RTRA BARGE, HACERSE TN 
BAHR, HFI EARR. 0C MERRI., SAHA, B, 
C, DIESE, 4 + Brt EE X K BBAESI EE, S 是 了 中 有 界 
集 等 , 易 知 Fat) Æ A 到 .2 的 弱 连 续 映射 。 根 据 Schauder 
定理 ， 存 在 不 动 点 xy. HH <; 所 相应 的 X, 产生 的 Lx, 就 是 了 的 
极 大 半 人 负 不 变 于 空间 ， 

下 而 分 两 步 来 证 明定 理 中 其 余 的 结论 ， 

(D) RETRETAR HEN x€ Hk. (z, z) Ox 
0) 成 立 

(Tx, Tx) < (x, z), f (1.22) 

显然 ， WE (1.22) 的 了 的 任何 半 负 不 变 子 空间 工 , 必 是 负 子 空间 . 
AR ie es (T |o), x 是 相应 1 的 特征 向 量 , 那 末 从 (1.22) 就 得 到 
f lA (x, zx) = P2, Tx) = (z, x) < 0, 
从 而 1241 > 1, 

. QD) 对 于 一 般 的 满足 (1.17) 的 算 子 了 ， 先 将 TD. EK 
负 于 空间 Lx ER Cer). (eb 之 下 表示 成 ox K 矩阵 形式 ; 


X= (z) H- (025) 


其 中 了 是 Ho KARET, x* = (1,5. x), EE 4 z? 3B 
在 基 (cF) 之 下 写成 出 它 的 诸 标 所 构成 的 行 向 量 ， 在 基 (c), 
{e} ZF, TERREO xop, PR x K PEX ATARA 
子 空间 的 充 要 条 件 是 : 存在 某 个 乓 X 天 的 阵 A( 可 以 detA = 0), 
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18 
TX = XA, (1.24) 

在 (1) 情况 下 , 4 可 以 取 作 CA + Be) 因此， 只 要 能 找到 基 
个 玉 X 玉 阵 4 以 及 适合 条 件 (1.20) 的 和 使 得 [1.24) 成 立 , 那 末 由 
XX 所 决定 的 KK 维 半 负 子 空间 就 是 了 的 不 变 子 空间 了 .， 

对 任何 e > 0, fE Tk 上 算 子 4, E eP- + PL, 其 中 
pz 是 Hx 在 Hs LIRE. WA. AQT 满足 (1.22)。 Mate X., 
A, dE | | 


T KX, = X, A. (1.25) 

在 基 (7). (D 之 下 ,将 T, Te Xo DE 4 都 表示 成 矩阵 : 
T = (1,4), T, = (tral 58)), bp, q = 1, 2,---, (1.26) 
£p (8) = (1 + &)rga, P = 1,2, -,K,4 01, 2,***, (1.27) 
dg E) = tpa, P= K+ 1, K+ 2,---, q4= 1, 2,:* "5 (1.28) 


A, = Cile), I, ñ = L,2,... K, (1.29) 
X, = Gi), nt) = (2). 
zt(8) = (Pox(8), >t, Poxx(0)). (1.30) 


JA T, T. 的 有 界 人 性 以 及 《1.27). (1.28), Al 
SÌ Jirel’ « o, »AP OPE p—13,2,, (131) 
lE . 


BELL 
lim 5 | tpa E) — tgo]? = D, u (1.32) 
WE (1.25), 
T.x (s) = >l alere), & 1, 2,--., K, (1.33) 
j=l 


HEED, T, 在 Lx。 上 的 特征 值 就 是 隆 4 的 特征 值 。 反 之 也 
É. HT X, 的 形式 《1.23)， 记 以 有 


xf(s) = 65, f, i=l, 2, K, (1.34) 
D dise), i-1,2,::K, (1.35) 
$fsKi 


Mir 


其 中 af) — Gao), ez) C 10, 2,7 K), xfIG)m iG), 
ej-x) (= K + 1, K + 2,-- +). INI EXE {fea}, En — D, 
并 使 得 下 面 极限 存在 

lim xf(s.)-— rf, j= 1, 2,441, P= 1, 2," ,K, (1.36) 
WH (1.34), (1.35), 显然 有 xf = 85, P, í = 1, 2,7**,K, 并 
且 


Ehf ai, p= 1.2... . K. (1.37) 
la K +1 


i x -(L)- G, ze), I =G), p= ness. 


X 
显然 , Lx Rok gyk Heg TIBI. PE (1.31), (1.322 网 及 
(1.36), XA 
lim DO rpalEa dt Cea) = 3 toes, 
p—d4,2,-, je1.2,5,K. (1.38) 
注意 到 rfe) — 05 (P, j= 1, 2,---, Kj), HAM (1.38). 立即 
JA (1.33) 可 知 Hm jalen) 存在 ,并 且 


Àj = lim ijs, ) m > tiaxt, j,K721,2,--*, K. 
N +w . Fm] 
国定 j, &, 再 在 (1.33) 中 取 E = £,, 3t "o 09, 就 得 到 
- K 
Bluse Wd, j=l, 2,4, k=l, 2t, K, 
V1 iml 


BD TX — XA, EH 4 一 mAQ. 出 于 4 是 特征 信 的 模 大 于 1 


的 矩阵 A 的 极限 ,所 以 4 的 特征 值 的 模 不 小 于 1, 证 毕 . 
推论 1.6 TÆ Ik LEWET (CT) = Mk), PRT 
必 有 六 维 半 鱼 不 变 子 空 间 ， 并 且 工 有 着 这 样 的 天 维 半 负 不 变 子 空 
间 z^, Tis» 的 特征 信 的 模 不 小 于 1. 
本 推论 是 显然 的 . 
定理 17 设 U 是 OI 上 西 算 子 。 那 末 必 存在 U0 的 两 个 KK 维 
. 118. 
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半 负 不 变 子 空间 wá. La Hu 

G) Ule (或 Ule) 的 特征 值 的 模 都 不 大 于 (或 不 小 于 ) 1, 

Gi) UU 在 开 单 位 贺 内 {或 团 单位 图 外 ) 的 特征 值 都 是 如 |z, (或 
U |e) 的 特征 值 ,并 且 U 相应 的 根子 空间 都 包含 在 se (GS) 

证 ”如 果 恕 的 谱 (U) 全 落 在 单位 圆周 上 , 根据 定理 L5, 存 
^ K 维 半 负 不 变 子 空间 eA, 这 时 取 se, = (i 一 1,2) 即 为 所 

MEURE (U) 在 开 单 位 贺 内 不 空 [由 于 e(U) 关于 单位 
HARR, 从 而 e(U) 在 闭 单位 圆 外 也 不 空 ], 那 来 由 第 二 章 推论 
4.10, otUY》 不 在 单位 加 局 上 的 谱 必 是 特征 值 ， 令 oy dU) 在 
开 单位 圆 内 的 谱 ,很 据 第 二 章 定 理 4.9 和 推论 4.10， 显 然 有 M= 
Herr, n 约 化 U, A Ulse 的 谱 仅 舍 在 单位 圆 上 ， 而 
Uir 的 谱 不 含有 单位 圆周 上 点 ,并 且 

I — Ptllx + Prik, 

PHI = span(d;(U)] 4€ or}, Pre = span{ BCU) A Ear}, 
根据 已 证 明 的 事实 ，U 在 H. 型 空间 H (RPE MO = He, 
K < K) 中 有 极 大 半 负 不 变 子 空间 se (dims# =K}. Wf. E 
L, = f H Ple, Lia Zt 就 适合 定理 的 要 求 。 证 
毕 


利用 Cayley 变换 ， 就 得 到 x LARARE. 
定理 1.8 ia Hk 空间 上 自 共 二 算 子 ， 那 末 必 存 在 4 的 
两 个 天 维 半 负 不 变 子 空间 mu. La 使 得 
G) Ale (Ale) 的 特征 值 全 在 疮 上 (下 ) 半 平面 。 
— (D SAC) 包含 所 有 4 在 开 上 (下 ) 半 平面 中 的 特征 值 的 
根子 空间 ， 
3. 交换 算 子 族 的 公共 外 维 半 负 不 变 子 空间 HAJLAS E, 
引 理 1.9 i7, T, 是 Hk 上 两 个 可 交换 的 有 界线 性 算 子 。 
A 是 了 ,的 特征 值 ,相应 的 特征 子 空间 PCT), 根子 空间 OCT) 
必 是 7 的 不 变 子 空间 ， 并 且 根子 空间 中 向 量 经 T, 映射 后 的 级 不 
增加 。 i 
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本 引 理 是 显然 的 ， 
. 引 理 110 设 工 是 H, 的 闭 线 性 子 空间 , 车 L-NGOZOGP 
是 蕊 的 标准 分 解 ， 工 是 工 到 工 的 线性 有 映射， 并 且 对 任何 reL, 
(x, zx) € 0, 总 有 
(Tz, Tx) < (x, x), (1.39) 
Hk TZCZ. 
证 对 任何 z€ L, VERSA) NE + — s, + z, Fu, nE 
N, z, € Z, REP, $ Py, Pz, P. Sy mji In F = 458 bk A +; 
Pyx = n,, P;x = z,, Ppx = Pu. (1.40) 
显然 , 当 n€ N, GRE 0B (139) 可 知 。 必 有 Pyr s^ 0, 
BD Pu REN 到 NN 的 (线性 ) 双 射 ， 
如 果 了 ZZ， 那 末 由 (1.39) 可 知 , 必 存在 z€ Z, 分解 
Tz = Px T'z + PTa + PyT z 
中 的 PyTz > 0, DOT PaT., PD327380 En Et i E, 
并 且 dimN < o, MELBA n € N, 448 
Tm = PuyTz + z' + P, EZ, PEP, (1.41) 


从 而 
T(m — z) = z' — P, T'z + p -—P,Tz, (1.42) 
右边 是 半 正 向 量 ,而 s — = 基 负 向 量 ， 这 和 假设 (1.39) RF JB, 
因此 了 ZCZ。 证 毕 。 
Hit LIL 设 了 ., 工 如 引 理 1.10, dE T E r $ú L BU XZ Št, 
Bb TZ = Z, f 
PS EIE 1.10 的 直接 推论 . 
338 1.12 设 T,,--.,T, 是 Hx 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
算 子 ,并 且 对 任何 z € Dx, (x, x) < 0, BE 
(Tix, Tix) (z, x), i 1, iytttymÍ, (1.43) 
那 末 必 存 在 T, 的 某 个 特征 值 4, 相应 的 Ou(TO 含有 非 零 半 负 疝 
量 ,并 且 对 T, BJ ST RAE RU FEE TUBE GERE ALIE DUCT,) 
T Tuc. T, 的 公共 的 半 负 特征 向 量 《 即 在 在 非 零 半 负 岗 
E x*€é€@,(T) 以 及 和 pacC， 使 得 (T,— Al)x — 0, 


UT; — à m 0 (i= 2, 5,- n) 

证 根据 定理 1.5, 满足 (1.43) BU ECT. T, UA K HE PURSE 
FRE sZ. W, E Tube 的 一 个 特征 值 ， 显然 @x(T,) 中 含有 
半 负 商量 . 

对 7 了 :的 任何 具有 灶 负 特征 向 量 的 特征 值 1, 作 标 准 分 解 

$a) — NOZOP, (1.44) 
根据 引 理 1.9,0,(T.) E Ta s, T. 的 不 变 子 空间 ,从 Tun, 
T, f£ u(Ti) LN (143) 8 "E. Tac. T. 满足 引 理 1.10 
(L = 6,,(T,)) 的 条 件 . 如 果 Z = 10), WR 

T;ZCZ, í=1,2,-"" , n, (1.45) 
由 于 dimz =< K < co, T,, `", T, 在 Z 上 可 交换 , 因 刺 Ties 
T, 在 Z 中 必 有 公共 的 特征 向 量 ( 它 是 零 性 的 ,自然 基 半 人 负 的 ). 
$E Z = {0}, HEX C407) 一 NOP 是 一 个 Hx 型 空间 ， 
而 T, 在 Put T,) 上 是 A, 同时 Ti, "s T, # Dut T,) Ex 
E (1.43), 并 且 是 一 族 可 交换 的 有 界线 性 算 子 .在 DuC) 上 用 
类 似 的 方法 讨论 Ts, Teo MERSER, EË, 

Wie 113 dE T.,... T, 是 Hx IRTIR ERAT 
RAAT., 那 末 必 存 在 T. GJ E F EEUETEL A, 相应 的 Bat 了 i) 中 必 
含有 非 零 半 负 向 量 。 并且, 对 7 了 ,的 任何 具有 半 负 特征 向 量 的 特征 
值 3， Ta 在 名 (TI) 中 必 有 公共 的 半 负 特征 向 量 ， 

为 了 将 引 理 1.12 推广 到 无 限 个 算 子 情况 ,再 给 一 个 也 理 ， 

引 理 1.14 设 {Lolae AY 是 Hx 上 一 族 闭 线性 子 空 间 。 如 


果 任 意 有 限 的 交 n Ly 中 都 含有 ? 维 灶 人 负 子 空间 ， 那 末 闭 线性 
子 空间 L = n L, EREA r 维 半 负 子 空间 。 
证 令 R。 = Li, w€ 4。 我 们 首先 证 明 ， 对 任何 ACA, 
span(R,lo € Ai] = (N L.) " (1.46) 
` ` at 
事实 上 , 当 ac A BF, R.C( 门 L.) ,从 而 
EA 
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span {Rela € Aj) cin Ly. (az) 


反之 ,对 杜 何 x €(spaniR,la€ At), BR 
rb R,, & € Ar 


又 根据 第 一 章 推 论 3.6 BJ Gy. pi = LH = Lu 所 以 x € N L., 
即 


(span {Rala € ADEC MN Le. (1.48) 
adı 


由 于 span (R,|a€ A) 是 闭 的 ,由 上 式 ， 
+L 
span (R,|a € Aj) = Cspan(R,la€ A3*»(f - . (1.49) 


akdi 


M C1.47), (1.49) 立即 知道 《1.46) 成 立 。 
当 4 是 4 的 任何 有 限 子 集 时 ,根据 很 设 门 L. AA e EE 
a AZ 


ATEA, 根据 第 一 章 定理 5.7 的 Gv), R, + Ra + … 十 Ro, 
中 极 大 仙子 空间 的 维 数 不 超过 K — p. 由 此 易 知 ，spanf Re|ze 
A) 中 极 大 仙子 空间 维 数 也 不 超过 K 一 p， 再 根据 第 一 章 定 理 
5.8 的 (者) 知道 ，span (R.|e € 4】 中 极 大 仙子 空间 维 数 同样 不 
超过 KK 一 Pp。 队 而 Cspan(R.]a€ AD^ = A 的 地 大 半 负 于 


空间 维 数 不 小 于 p. 证 毕 . | 
定理 115 X (Tae Aj 是 Hx 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
ATHERE x € x, 当 (x, x) < 0 时 ,有 
(T.x, Tar) m (x, z), z€ A, (1.50) 


BP {Tala € AT 必 有 公共 的 半 负 特征 向 量 . 

证 分 三 步 来 证 明 本 定理 . 

G) 不 妨 设 每 个 T. 的 任何 含有 半 负 特征 向 量 的 特征 值 4 所 
相应 的 特征 子 空间 Bu(7T。) 是 非 退 化 的 . 

事实 上 。， 如 果 对 其 个 acA, A 4€ op(To》， 使 得 OuCT.) 
rh A ESE E AE. 但 0, (T.) 是 退化 的 ， 那 末 必 有 下 列 标准 分 


$ua(T.) = NOZOP, Z x10), (1.51) 
根据 引 理 1.10, 

， TI ZC Z, B€ A, (1.52) 
因为 dimz < K < co, HA (T.la € A) 在 Z 中 必 有 公共 的 半 

负 ( 其 实 是 零 性 ) 的 特征 向 量 , 即 定理 已 被 证 得 ， 
(i) 令 M, XR T, 的 所 有 具有 半 负 特征 向 量 的 特征 值 全 
WR. NEA. Mae PRENE E 4A 成立， 下面 证 明 可 不 妨 设 

M (e € A) dB ER RUE, 
事实 上 ,如 果 aa E A, M, 不 是 单 点 党 , 则 有 A € M, RER 
(i) 步 假 设 ， f 

Hg = 0u4(T.)XDOo,(T,) ^, Dal Ta) — NDP, (1.53) 
NPP, J pu (T, ) 的 正则 分 第 。 显然 ,1 < odimN,. & K, Jf H. 
Ta loyer, = il, VOS Oa(T.) Æ {Talet A) 的 公共 的 不 变 
子 空间 , 则 当 把 一切 {Tuae AY BRE H. 型 空间 OT.) F 
BF, TAR (Talar, ole € AJ EOT a E BUR E PEB A Pp Ta 


在 ButT。,) ESCBSSDEHUETUGERSUERELDUN 1. 用 超 限 归纳 
法 和 第 一 步 假 设 (i 让， 并 注意 到 引 理 1.14, STA D FE Hx 
型 空间 MK 之 KK, 之 1)， 它 是 (T. Ay 的 公共 不 变 子 空 
间 , 而 相应 的 Malae A) 都 是 单 点 集 ， 

Qui) 在 GD Ej ( 贡 的 恨 设 下 证 明定 理 成 立 . 

4 Mam {ka}, CEA, RESIA 1.12， 易 知 对 性 休 有 限 个 


指标 sy s, ñ Di, neo tE EA — t EREA, 
Bp fios, pO) 的 极 大 半 负 子 空间 维 数 不 小 于 1, 由 引 理 1.14 
知道 ” AE )》 必 合 有 维 数 不 小 于 1 的 半角 子 空间 .。 这 个 子 


ë jede SER REOR {Tale E A) 的 公共 的 半 负 特征 向 重 . 证 
H. - 
推论 1.16 ik (Tae € AY Æ Hk 上 一 族 可 交换 的 压缩 算 子 
HAAF, HEH ac A, T. 的 任何 舍 有 半 负 特征 向 量 的 特征 
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iia. Æ Bu(7。) 中 必 含 有 {Tala A) 的 公共 半 负 特征 向 量 . 

本 推论 是 显然 的 ， 

EA 1.17 i {Tela € A} Æ Ik 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
算 子 .并且 对 任何 ree, (e, x) 0 有 

(Tr, Tax) < (z. x), e€ A. (1.54) 
如 果 满 足下 面 两 个 条 件 之 一 ， 
G) {Tda € AT 不 存在 公共 的 零 性 特征 向 量 ， 
(Gi) (T1lo€ A) 也 对 任何 x € Fk, (n, x) =< 0 有 
(Tix, Tix) < (r, z), G€ A, (1.55) 
那 末 [Tae AY 攻 有 公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空 便 。 

证 CFE, 我 们 按 负 性 空间 的 维 数 用 归纳 法 证 明 本 定理 ). 
WK=— 1 了 时 , 根据 定理 1.15, (T la € A) 有 一 个 公共 的 半 负 特征 
向 最 xo 显然 span (xb 就 是 并 空间 上 {Tse AY HARRA 
半 负 不 变 子 空间 . 

设 定 理 1.17 在 Hx 空间 上 已 经 成 立 , 今 证 Hz 上 也 成 立 。 

MREZA 115, (T.ls € 4} 在 Hx 空间 中 必 有 一 个 公共 
的 半 负 特征 向 量 xo. span {xo} 仍 是 (T.lu c A] 的 公共 的 不 变 于 
空间 ， 下 面 分 别 按 条 件 (让 ，( 二 分 两 种 情况 加 以 证 朋 ， 

(P) 控 条 件 (D, x EAR U l 

Hx = span{xo} DCs pan{ xt)". 
记 HF = (spsn(m])', PRM Æ x_i 空间 , BEIEN = € DU 
Tax = PTa PT, (1.56) 
其 中 P. PL 分 别 是 Hx 在 DP, span [x 上 的 投影 《 按 不 定 度 
者 的 直 交 投影 算 子 )， 显 然 ，{PTefzec A) 在 打上 是 可 交 横 的 . 

现在 证 天 (PT.lac Aj EM LARROSA. 由 于 ww 是 
HREN, Tets = 4oxo (e€ A). BIRIECLO4) HDI, 447 0 
(s€ A), 如 果 x € IT, (z, z) < 0, 使 得 某 个 ee A, 

I (P'T,=, PTa > (z', z"), (1.57) 
id P, T.x' 一 Sa)xo， 那 末 
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D Ta( r — ÉA n) 一 PT l (1.58) 
ma ed. 是 IHR an | 
(P Tun, Pra) (7 (rcd (s — ED s) 


< (rn ~ sla) a) <c, r). 


(1.59) 


显然 上 式 与 (1.57) AFA, MA (PTa € A) em 上 仍 成 立 
(1.54), 

”再 证 (PT. A) # T ENEOAGUEMOS TEH E. 事实 
芋 ， 如 时 有 公共 的 零 性 特征 向 量 *， 那 未 必 存 在 a€ 4, 使 得 
Px T.,z = 0 (否则 由 (1.56) 就 得 到 > 是 (T.lae A) HARDE 
性 特征 向 量 ). A TET, id PT 为 g(a)zs, 类 似 地 考察 


一 x, 显然 T, (z — Ke) x) —PTa 是 零 恬 向量 . 从 
而 " . t. 


im (7. (= 2 a), neu) 
«(Ru sE a) 


但 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 (P'T.lae A) HE IT 上 又 满足 定理 中 的 条 
& G). 

BERRE (PT. a€ A) YE IT 上 有 公共 的 K 一 1 维 半 负 
RETZE mA, 显然 mA = penin. S#') 就 是 [Talec A) 的 
公共 的 KK 维 半 负 不 变 子 空间 ，_ 

(T) 先 设 {T.a € A) 的 公共 的 半 负 特征 向 量 x, 是 负 的 .这 
时 仍 和 (了 ) 中 一 样 可 以 证 明 (1.56) 一 (1.58) ar, B. {PT。la c 
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A) RT 上 满足 1154) 的 可 变换 的 有 界 算 子 族 ， 

由 于 span (zy 是 {Tsoige AY 的 公共 的 不 变 子 空间 ， 所 以 
(span (zJ)! = I 是 (Titec A) 的 公共 的 不 变 子 空间 ， 显然 ， 
W LAT PTa! BERAT (UT. pO! 就 是 Tim， 而 T 
是 (Tiec A} 的 公共 不 变 子 空间 ,并 且 T ae A) 488 C154), 
从 而 {PT。lmrlek A) 的 共 回 算 子 族 亿 在 IT" 上 满足 {1.54) 条 件 。 
这 样 就 证 明了 [PT。iaeE AY TET 上 满足 定理 中 的 条 件 Qi). 

0 REHAR, (P'T.|ec AY 在 7 上 有 公共 的 KK 一 1 维 半 
负 不 变 子 空间 se', BR LZ — span Se”, n E (T.|a € 分 的 
公共 的 关 维 半 负 不 变 于 空间 ， 

其 次 假设 (Tl A) 的 公共 的 半 负 特征 向 量 上 是 替 性 的 . | 
令 Z= nin) Z ERETZA. WR, Z* 是 (Tila A) 的 
公共 的 不 变 子 空间 , 注意 到 zt 可 以 分 解 成 . 

. ZL 一 zF, : (1.61) 
Rih T E He, 空间 。 由 于 Tiae A) 是 ZL -> Zio, EB. 
满足 {1.54) 条 件 , 由 引 理 1.10, TIZCZ(ac A). . 

因为 TH = T.(a € A), 从 TIZCZ(ae 4) 又 可 得 到 
T,Z*CZ.(a& A). 

同样 £ P E Ix 到 IT 的 投影 ， 从 TCZ, TizCzi 
T,Z^CZ!, TZ C Zt WEM e € 成立, 立即 可 知 (P'F,|a € 
A), {PTa € AT 是 厅 上 两 个 可 交换 的 算 子 下。 

对 任何 eM, Qo, 如 记 Turo a(o)s, + PT, 
WIN 

(PT PTa = (g(a)z + PT, g(a)x, + P'T ,x") 

=< (>, x), 
BD (P'T,|e ç AY EM LRE (1.54) Rtt. AR, ("Tila A) 
也 在 厅 ' 上 上 满足 (1.54 7)， 又 显然 (PT.laec A}, (PTilac A) 是 
D 上 相互 共产 的 两 族 算 子 ,这 样 , (PT. la € A}, {PT!t|ee A) 在 
M 上 满足 定理 中 条 件 GO. 根据 归纳 法 假设 ，{P'T。|aE AY 在 
IT 上 有 K 一 1 维 公共 的 举 负 不 变 子 空间 s, 从 而 多 一 
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span: Lo, 7 ELT. |a € 4} 的 公共 的 K 维 半 负 不 变 子 空间 . 证 毕 

定理 1.18 设 {T.a A) Æ H. 上 一 族 可 交换 的 压缩 算 
学 或 一 族 可 交换 的 酉 算 子 ， 那 未 (Tale € A) VAARIK EE 
负 不 变 子 空间 . 

证 因为 Hx 空间 上 的 压 第 算 子 的 共 旺 算 于 仍 是 压缩 算 于 
〈 它 的 证 明 可 见 第 四 章 $ 3 定理 3.13)。 所 以 本 定理 实际 上 是 定理 
1.17 ÆR GDF AARE, EE, 

利用 Cayley EH, X RT FS-SU EI JCSEMCT BH o HIE. 

PA 19 设 [4.la€ AY 是 Hkz 上 -- 族 可 交 锦 的 有 界 自 共 
HET IR (Aulae AT 必 有 公共 的 kK 维 半 贷 不 变 于 空间 . 


$2 Bi.BX SUR TRUM 


3k — Thk AH Me bI EBERT a= 三 角 模 
型 , 它 基 本 章 以 后 各 节 讨 论 的 基础 ， 

1 而 算 子 模 型 ”在 给 出 模型 之 前 ， 先 对 以 后 要 经 常 使 用 的 术 
语 和 概念 (以 前 已 曾 运 用 过 ) 再 作 适 当 交 待 

LÆ Ux 的 一 个 正 ( 或 负 ) 的 闭 线性 子 空间 ( 必 是 Hk 上 完备 
FRA) -RE LLARA CO (或 一 (-,*)) 作为 内 积 , 使 得 
(L,C, 0) GR (5, — (0, 2) 成 为 Hilbert 空间 .今后 有 时 对 
以 这 种 方式 所 得 到 的 Hilbert 空间 , 简 说 成 工 是 Hilbert 空间 。 

Zik Hx 的 寒 性 子 空间 ， 今后 常 以 下 列 方 式 在 了 上 引入 内 积 

tà 在 Z 中 任 取 线 性 基 

Zis 2377ta z: (1 — dimZ = K), (2.1) 


i t. t 
对 任何 z = Daz, w 一 了 1 Bjz;， HUE 
i=l i1 


I 
<=, 2) M M (2.2) 


BRZA (a) 成 为 .Hilpert 空间 。 EAR, (5,5 Büdk (2.1) 的 
选取 而 定 。 但 因 是 有 限 维 空间 , 所 以 不 同 基 所 导出 的 内 积 所 产生 


二 


Um ML nmn s. eo ri s — — 


的 拓扑 是 等 价 的 . 对 于 任何 能 使 {ZzZ ,Zz*} 成 为 偶 对 的 零 性 子 空 
i] Z*， 总 按 下 列 方 式 引 入 内 积 ， 在 Z* 中 取 一 组 线性 基 
zt, +. ., zf (1 = dimZ* = dimZ), 


使 得 (xl, (zF) 成 为 对 偶 族 ,对 任何 z* = > efzf, z“ = 
2i, 规定 内 积 ( 仍 用 《-，-》) 
《za 一 《2.3) 


显然 ， 
F . 
(z, ut = 5 Bf ler, shy) = D aat (2.4) 
IE 


MESSI 


RD Z* ht z*, DL (e, 2) 的 方式 可 以 视 为 (Z, 的 
XESR ER PE ZZ A, 这 样 ， MNA (或 CZ. 0,2) 可 视 为 
(z, SPEC? (z*, C. 720) KORE, MRR ** 一 


Siara? 5r- E z; 视 为 同一 , 那 未 和 普通 Hilbert 宏 间 一 


3*1 


样 ,就 有 CZ*,0, »- (Z, Ct), Gus?) REAL, # B. (2.4) 
式 将 成 为 


(z, z*) 一 > aaf = (z, er) G. (25) 


在 今后 的 计算 中 , 除 用 到 (2.5) 外 还 用 到 下 列 等 式 ， 
如果 P 了 是 正 的 闭 线性 于 空间 ( 必 是 完 曾 子 空间 )。D 是 (Z*， 
6,3 -> (P, (+ ,:)) 的 有 界线 性 算 子 , 那 末 对 性 何 x*€ Z^ pe 
P, 
(Dz*, p) = (z*, D*p = (z*, D*p), (2.61 
FEE, fn N E fanta Ts l] GE SEAT ZN), C 是 
(Z*,(., 0 (N, — 6, 的 有 界线 性 算 子 , SD EON EE f 
z*e Z*, n€ N, 
一 【Ce n) = (z*, C*n> = (z*, C*n), (2.7) 
METE ZG.) — 2,0, BBRATAT, 
那 末 T* EE (2,《 D" C7 5,6, 0D 8L (Z, 6,9. 
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的 线性 算 子 ,这 样 ,， To— T" R T = — T* SEREA, HE 
对 任何 sf, zFé Z*, 
(Tzf,zf) = (Taf, z7) = (z7, Ths) = (zF, T"zP). (2.8) 

TEN ”上面 说 明 的 事实 ， 在 第 四 章 中 讨论 一 般 的 完备 的 不 定 . 
疼 规 空 疝 上 本 、 自 共 斩 算 子 谱 论 也是 需要 的 。 另 外 也 还 会 出 现 C, 
D, T S R| f E Bye PJ (无界 ) 算 子 和 情况。 下面 给 出 H. 空间 上 半 
西 算 子 的 三 角 模 型 ， 

定理 21 Uo H. 上 的 半 西 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 标准 分 
解 x = N@{Z + ZOP, UERTAT (5, Un, Ur, C, 
D,T), 其 中 是 (2Z,《:,*》) EIRA; Us 是 (N. — C, 
LAAT; U, 是 (P, (:, -)) EX T; C.D, TZ NIRE 
CZ* 到 NC) (P, (°, 23 (Z, <", r>) 的 
ARAT, 并 且 了 一 一 T*. MUM (5, Un, Up, C, D, TY W 
足 如 下 关系 : 


Uz = $z, z€ Z; (2.9) 
Un = Uyn + SC*Uyn, n€ N3 f (2.10) 
Up = Upp — SD*U,p, P € P; (2.11) 
Us* = S71*s* + Hz" + Cz" + Ds", z*€ Z; (2.12) 
B = + S(C*C — D*D + 2T). (2.13) 
TQUE Hx LERET, 还 有 如 下 谱 等 式 : 
alU} = a(S) Uo(S?*) Ua(U ) Uo (U;,). (2.14) 
更 准确 的 谱 等 式 是 


e (U) Ca (U,) Co(U), e'($7*) CCo QU) Umm QU)), (2.15) 
(c(S)U a" (S7 *) Ua(U s) Uo,(7,)) Cos CU) 

C(a( 5) Ua( 5?) Uo Un) Uo; Up)), (2.16) 

aU) — a,(U) = lUr) — ss (U), (2.17) 

其 中 sS )-(|xeo( 57, Ixj cl), o" (5719) —o(S7*)— 


D 下 面 下 常 不 加 谎 明 地 用 x, =, p, z" HBR Z, N, PL Zh 中 的 向 量 . 
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g (8229). 
i o ERES ”根据 本 章 推论 L6, 对 半 西 算 子 VU, FEKE 
MEETER g^. 9 
= ZBN, Z = LN 
.是 纪 的 标准 分 解 ， 由 于 dim (NQZ) 一下， 所 以 必 存 在 标准 分 
WE Hx NOX(Z + Z*YoP. f. 
gt = ZQ( ^P. (2:18) 
由 于 dim =K<0, U RAH, RA Um sz, BH ZU) 
Hk VAR UREE, RA U sZ+c set, BB s#+ 也 是 三 的 不 变 
子 空间 , 从 而 Z = sens 也 是 三 的 不 变 子 空间 ， 对 任何 z € 
x、 有 唯一 分 解 x — 2c z + zt + p, n€ N, z€ Z, z*eZ*, 
PEP, fE Hx SIN, Z, Z ,的 线性 算 子 : 
Pea: o rb— n, Pp: r tb; 
Ps: z#F—* z, Pixi >a", 


显然 ， Py, Pz, Pz*, Pr 都 是 Me 上 的 有 界线 性 算 子 ?. 下 面 分 五 步 
来 完成 必要 性 的 证 明 ， 

(DD) 令 S= Ul;. 因为 dimz = K < co, U EER RN, MES 
是 非 奇 的 .显然 还 有 | 


(2.19) 


. e(S) Co,(QU). . (2.20) 

(ID) & Us = PhU |n, F = P;Uly, 因为 Uer ce = NOQ 

艺 。 所 以 对 征 何 s€ N. Un = Uyn + Fo. 从 而 对 性 何 w 十 zE 
L, 

U(n + z) = Uyn + Fn + Sz, (2.21) 
BUSRURUREBÉE, DA U, 是 Hilbert 空间 (N, — CDEN 
保 臣 算 子 ,但 dmN < K < co, 所 以 Us Æ (N, — (*,*)) E 
AT. 


1) m (Z + Ze) = NP, 是 正则 分 解 : 那 末 Hx (ONON)OUSGP) 是 
正则 分 解 3 由 它 导出 的 内 积 为 [ >]. P, Pus 了 zs Pot. Pr E% Hilbert 25 
闻 Ges Ee D 2EBIREBIDRPET SIL NS Z, Zt, P LORE. SAARI 
场合 ;不 再 交 特 Pa s Pz, Pon, Pp PEX. 
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| TRE s(Ux)Co,QU). 由 于 e(S)Ce,(U), MARR 2E 
e(Uy) 一 afS)， 而 = 是 相应 于 1 的 特征 向 量 ， 由 (2.217 "T An, 
n —(S-— Fs ARAT UAT a 的 特征 商量 。 因 此 - 
c(Uy) Co U0), (2:22) 
(II) & Up — PU le, G= PzU|,. RR, Urn GJECH FER 
性 算 子 5 因为 互 是 有 界 的 )。 由 于 Us Curt, WAEA p+ 
zE t e ZOP, 

U(p + z) = UP + Gb + Sz, - c (2.23) 
M.UIERTEE ML U, 是 (P, C, 0 EREET 【更 (am 一 
P), ŠUF (OD, BaH 07 

Tpl Up) Cas (QU). (2.24) 
再 证 E 
e, (Up) Ca, (U). (2.25) 
事实 上 ,对 性 条 2 0(Up), 但 1Eo(3)， 这 时 存在 {pa} CP, 
(Pas, px) = 1, 5 — 12,*… ,使 得 
im CU, A aD., (Up — Ai )pe) = 0, — (2.26) 


取 z,—-—(5—2D^7Gp,, 5 1,2,---, S QUAD 
za) = (Up — AMD)P,, n= 1, 2,5. WRENS Mk= H-O 
H., H_ƏN, HDP, iie SHBBofttttoS l-l TA. 
liz, + zall > poll 一 1, s= l,2, >, 
tmIKU — xD + z.) || = tim [I(U, 一 ADP — 9. 


所 以 1€oQU), BRI (2.25) 成 立 。 

(V) & A = PU j, B = RU|z, € = PsU|;z*, D~Pp: 
Ul, MA HE z*e Z*, # Us" — Az* + Bs* + Ca*--Dz*, 
X (zJ), 7] 是 对 偶 族 ，Z = apana}, Z* —spania?j. BiU. 
mmu. I 

(Uz,, UzF) = (=;, sP) = 8y, (2.27) 
(Us, Uz) = 0 — (Us? , Uz). Gi 1,2, 65.0 (2.28) 
M. (Q.27) fü (2.4), (2.5) 得 到 


d. 


Cng,- sF) = By = (Sz; Azf) = (Sm, ar 
= Cri, S" Anf, í, j= 1, 2, |F. ` (2.29) 
由 此 可 知 4 一 8 一 9 再 从 [2.28) 又 可 得 到 对 任何 i, j= 
1,2,::5,1, 
Qm (Uzf, Usf) = (Ast, Bs) + (Bef, Mx?) c 
+ (Ca, C27) + (Def, Def) ' 
= (EF, (STB + B*S7!* — C*C + D*D)sb, 


即 互 适合 下 列 算 子 方程 = 
SR + BS oo C*C — DD, ` (2.30) 
用 B= PEU 一 D*D) 十 ST 代入 (2.30), SE BAG. (2.30) 
— BETHE ` | 
T = 一 T*. (2.31) 


THE v" G7) co QD. ERA BUSES, 
a) 如 果 neo" (577), 3EH lal m 1, SOR ‰ 一半. 根 
E o) — [L leot), 易 知 neo(s)co 0). 


Š) 如 果 A. € e"(57*), 并 且 || > 1. 不 妨 设 oC) C 
HÚ, Le o(S)Co,(U)), ide? REAHMLT i Bg 的 sc 的 特征 向 量 . 
因为 Lb > 1， 所 以 A EPU Ner). HEAR, E Ux 
HAE z" + a + p + z 必 是 相应 于 的 算 子 U 的 特征 向 量 。 其 
中 
n= — (Uy — M) Cat, p= — (Ú, — MI) "Dr, 
s= (S — bl) [FQ — bl) Ca S 
| + G(U, — I) Dis — Bet], 
RB ke o (U). ERG 7 
e" (S7*)cCo,(U). {2.327 
(V) 证 明 F = SC*U,, G = — $D*U,, H> 
Utz" + z + n + b) = U(z* + z) + Unn 
+ UpP + Fun + Gp, (2.33) 
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RA (Uz, Ux) = (e, x) 对 一 切 z— z* sud? 成 立 以 
及 换 stat Xp i(s 十 2a*) (i 是 虚数 单位 )， 便 得 到 
(Ule + z*), Unn + Upp t Fn + Gp) = 0, (2.34) 
BD (Uat, Unn + U,p + Fn + GP) - 0, duy SER p = 0 Ñ n= 
0, 就 得 到 
(Az* + Cat, Unn + Fn) = 0, 
(Az* + Da", Upp + Gb) = 0, 
JMmb—Z3Gs'eZz*, në N, PEP, . 
《se (SF. — CUr) — 0, (2.35) 
{s*, (SG + D'U DA = 9, (2.36) 
BB F = 3CfU,, G = —S5D'"U,. MEE, 

充分 性 ”假设 在 标准 分 解 H. 一 NOL(Z + Z")pP 之 下 ,有 
六 个 线性 算 于 (S, Uy, Ur, C, D, T) 与 给 定 的 Me 上 线性 算 子 
WE (19)—(213) EA. Air D E: pak y, 

出 5 的 非 青 性 知道 ,限制 在 Zz 上 , 按 C.) EREN, 并 且 
Rz SIZOXUM. 利用 这 个 事实 以 及 U, 是 Hilbert 空间 (N, — 
《-、*)) 上 西 算 半 , 易 知 可 限制 在 NOZ LX C.) RES 
Km, HE NOZ 到 NO HRA. ARH U, E Hilbert 
空间 (P, (:, >) REST., ABnuiBeH NOZzOP 上 按 
C, O) 是 保险 的 ,并 且 是 单 射 ? | | 

以 假设 F—SC"U., G = —SD*U,, yr BD 2E 2l (2:35), 
(2.36)， 从 而 又 可 得 到 (2.34)。 再 利用 BB 的 表达 式 《2.13)， 以 及 
(2.34) 就 可 得 出 局 是 H, 上 半 西 算 子 . 

最 后 来 证 明 谱 的 等 式 (2.14)—(2.17). l 

在 证 明 必 要 性 时 ， 我 们 已 经 得 到 [ 见 (2. 20), (2.22), G. 24), 
(2.25), (2.32)] 

(e(5) Us" (5) Ue(U.)Ua,(U)) Co | (U), — (2.37) 
eU, Coe(U) (2.38) 


1) U(NQOZODP) = NOZOQP md E SbDME U, 为 (30.3 EBXT. 
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其 到 补充 证 明 其 余部 分 (分 五 点 进行 补充 ). 

um 先 证 有 明 (2.16), 34 1€ opLU) 时 ， IFEERREIRORHEIRUE 
r = z + z" + n + p, 

A(z + z* + n + P) = U(z* + z + n + b) 

= SUR. ( Bz* + Sz + Fn + GP) 

+ (Uan + Ca*) + (Upp + Dx*), 
从 上 式 易 知 , 如 果 z* 390, BE 1€a2(5775, BUR a*t = 0, X 
依次 考察 n, p 是 否 为 堆 。 如 果 不 是 零 ， 必 可 推出 XE olUw) 或 
A€o(U,),. 而 当 z* — n = p= 0 Bf, X a $l A€o(5), PE, 

e,(U) CCo( S Uo(S)Uo(Ux) Uco(U,)), 

BB (2.16) RW., 

(2) 证 明 oS 7) C (o, (U)Uo (U)). 设 和 Er ($75), R 
¿eo (U), HE (2.16) 可 知 Eg(5)UolUw) U rpU). 因为 
|| < 1, 而 U, 是 Hilbert 空间 (P, C, -)) SEXT. 8 
而 对 任何 p€ P. . f . 
ICUs — ieil > 他 上 一 TN ieis f (2.39) 
从 而 SE(U, — AD) = SU, — MI). mE JEU, 一 lL) =P, 
那 末 LEPU) (其 实 ， 这 时 U JE P, CD LART). 
这 时 和 和 前面 (IV) 中 的 CA) 相仿 ， 可 以 得 到 hE ap(U)， 显然 ,这 
与 假设 Ec, (U) 相 神 突 。 从 而 RU, — AD) = P, BD U, 不 
是 (P, (=, D EBET.mUERIBET, 自然 WEU). 从 
而 

zf *) c (o (QU)Uos CU). 

(3) 证 明 e,(U) Co, (US), 设 neo (U), 因而 a£. (U) (> 
eU). Hi (216), (2.38), sE(o(S) U a"(S7*) U a(U S) U 
ost Up))。 因 此 ， 2 | 

. BE p(S)N pCUn), p&a,QU p) , (2.40) 
从 而 (U — HI) EZ, ZON LREÆERY., Fn |al> 1 和 
la] < 1 两 种 情况 来 讨论 ， ， 

和 假设 da 之 1. 当 [al 221 Bj, see(Up; M Ja| = 1 
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时, 如果 p€c(U,), WE aE NAA UE PCD 上 
RERET) R5 (2.40) 祖 矛 盾 ， 因 而 也 只 有 Bec o(U,) (其 实 ， 
发 生 这 种 情况 只 可 能 U 是 (P, (-, LEAF) 总之、 W 
lel 之 工时 ，ae (Up). 由 此 可 知 (U — ul) E NODZE 上 
XO. PET lal Z1, a(S), 所 以 pEo(S-)。， 即 ac 
e($ t). 利用 这 个 事实 以 及 (U — B) 是 NDZOQP ERN H, 
E (U 一 gp1) 也 是 Hx= NOT Zz*] P ERN. Xf 
设 n€o(U) IHE. 因而 只 有 lal «t1. l | 

fu lel 二 1， 显然 (2.39) rh Aç 换 成 现在 的 上 成立 。， 和 如 果 
d (U, — pl) = ZR (U, — ul) = P, 那 志 B € e(U,). 和 (v) 
中 的 CO 相仿 也 可 得 到 a € optU), 但 这 与 假设 neo, (QU) 冲突 。 
另 一 种 可 能 是 € 以 S +) ， 易 知 ,这 将 导致 AU 一 pl) 一 ie, 
XX BE =c o (U) 相 部 突 、 因 此 , 当 [pl < 1 时 , nk rare 
是 SU, — nul) >e P, BD n € o, (UD. 

这 样 就 得 到 e (CU) Co, (U,). 

(4) 下 面 证 明 e,(UP) Co(U). Ul» € o,(UP) 3k RO ,—vI) 
> P. BT 

(U — vI)(NQZ)cNGOZ, (U 一 - »D(POGZ)CPOZ , 
从 而 dim(U —»l) Z' idimZ* < dimZ *--dim( PO Z (U,—»1)), 
mb P[ 81, SEU — vI = Hx, HUA veU), Bl o,(U.)c 
e(U), 

综合 (2), (3), (4) 就 得 到 (2.15) 式 。 

(5) 再 证 (2.17)。 dH Q.38) 可 以 得 到 s;(U,) — e,(U)C 
e,QU) 一 s (U), 235 f'iEHH (2.17), REIR 

eU) — e, (U) 2a,(U) — o;( U) (2.41) 


就 可 以 了 。 
设 ¿€ oU) — plU), 因而 存在 {yr} CHrs yl = |, k= 
l1, 2, 5r, 使 得 
EmU — 1D)» — o, (242) 
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4 y. 一 s£ + E. + n, + Pis k- 1, 2, - =, 由 (2.15), (2.16) 
知道 a€e(s7*), 根据 (242), AAI lim [2&1 一 0, [HB B 
由 于 oW) (在 lim srt = 0 Bifé F), X. (242) 得 到 
lim liz] =0, 因为 考察 的 是 近似 点 谱 。 因 此 可 不 妨 设 y, ATA 
形式 : 

y, = P, T+ zx, k= 1,2,-.., l 
如 果 发 生 imla 一 0， 那 末 必 有 1E ASCU. 显然 ， 


ARAE. MARAE iah SATE. Aiat PURGE N 
常数 办 法 、 还 可 进一步 假设 -lirli = 1, K =l, 2ye, X, H 
(2.42) 就 得 到 

Um CU, — 21)p = 0, 


BU 2€co,(U,) 因为 1€e,(U), 所 以 AEU) 一 otV)。 即 
(2.41) 成 立 . | 

从 (2.15)—(2.17) 立即 可 得 (2.14). WE, — 

X322 UX H. 上 丁 算 子 的 充 要 条 侍 是 存在 标准 分 解 
Uy = NOLZ + Z'YOpP, 以 及 六 个 线性 算 子 (5, Uw, Ur, C, D, 
T): S, Ux, C, D, T WEWE 2.1, fj Up 是 Hilbert 空间 CP, (°, 
-) 上 西 算 子 ,而 了 7 和 (S, Us, Ur, C, D, TY 的 关系 如 定理 2.1 
EJ (2.9)—(2.13), 

SUJET. LEATH, 谱 有 如 下 等 式 : 

(U) = a(S)Ua(571*)Uo(Us) Uc(U,), (2.43) 

更 准确 的 等 式 是 . 


(SJUS UUs) Ur UP) = U), aU) = e, 
.. i (2.44) 


I c(U) — oU) 一 alU p) 一 gpk UY. (2.45) 

T 在 此 沿用 害 理 2.1 中 记号 。 MUET, ARTH, 

定理 2.1 的 GHI) 中 的 UZ c+, HERRER, 而 生还 有 

U^g Co BETA, U, BE O, C) LEAT. SZ, 

WREAU, J&CP, C, -) ) 上 西 算 子 , 易 知 按 (2.9) 一 (2.13) 所 作 
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HATU BEN: LART. 
关于 谱 的 等 式 , 证 明 的 关键 显然 是 证 明 7. LERT UHA 
ow(0) 一 人。 事实 上 ,如 果 XEo(D0), MU) Le e(U1)==,(U U, 


gi + €o (U), H, EIC E BOTE AURA T BR Or PI] R 


第 二 章 推论 4.10) ， 所 以 1€ o,(U). 这 与 假设 acoQ) TB, 
因此 e(U) 一 @ (这 也 可 直接 由 (2.15) 证 得 )。 
因为 AU) = @, s (Us) = Ø, BIA 
s (DU) = alU), aUp) = QUE). — (2.46) 

将 (2.46) RA (2.15)—(2.17), ZENEI (2.44), (2.45), ER. 

— WRH 17x 的 子 空间 按 Z, N, P, Z* 的 顺序 排列 ,从 而 Hx 上 
线性 算 子 可 以 表示 成 4 X 4 SERE , 那 末 定理 2.1 和 定理 2.2 中 的 算 
+ . 


S F G B z 
U c \wN 
U = M (2.47) 
U, D P 
si Z* 


OFo— SC*US, G = — SD*U,, 


B= PCM —D*D + 2T),T = — T*, 


IH dimz <o, M Jordan 标准 形 理论 知道 ， 存 在 Z 中线 
性 基 (slleis), BESTE (z) 下 是 上 三 角形 矩阵 。 因为 
Ur] (N,— Cop 上 丙 算 子 , 所 以 存在 N 中 就 范 喜 交 系 ,使 得 
Us RAKAAT. AH, 当 如 是 H. 上 西 算 子 (从 而 Dr 是 (P, 
(*,*)) 上 西 算 子 )、 那 末 Us 具有 谱 分 解 ( 也 是 一 种 "对 角 化 ")， 显 
jk. 对 于 Z “， 必 存在 一 组 线性 基 (eimi HU (=Y, 
(sP) EAR. SU 在 (sU) 之 下 成 为 下 三 角形 。 如 果 (Gf 
的 下 标 编号 HOO ?一 i, WR 3 ”也 成 为 上 三 角形 . 因此 , 定 
理 2.2 Sce L Rose HH FI. 上 西 算 子 的 三 角 模 型 . 对 于 半 两 算 耶 ,Dr 
DUE (P, CD ERIENT BUS" TAE DER. 
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今后 常 阐 写 (2.9)—(2.13) 为 U = (S, Un, Ur, C, D, T). 

推论 2.3 (0) 如 果 避 只 是 [fx 上 半 西 而 非 可算 子 。 那 未 

(i) 闭 单 位 圆 内 点 必 全 是 的 谱 点 ， 并 且 开 单位 贺 内 最 多 除 
去 有 限 个 点 (个 数 不 超 过 下 ) 可 能 是 0 的 特征 值 外 ,其 余 都 是 品 的 
dei. : 

Gi) 开 单 位 加 外 所 有 谱 点 是 的 特征 信 、 并 且 最 多 不 超过 
+. 

QD inE UU. LERF, PEREP bbs R 
特征 值 , 并 且 谱 o(U) 关于 单位 圆周 对 称 ， 

证 (D 因为 DU 不 是 西 算 子 , 而 只 是 半 杆 算 子 , 所 以 U, 只 是 
P, CD 上 保 距 算 子 。 而 不 是 西 算 子 ， 从 而 e(U,) 是 闭 单位 
p. 

G) 如 时 iab < 1, SEX 4€ olUp)。 根 沁 (2.15), (2.17), 
a(U,) = e Us) Ua Up Co(U). 
由 于 开 单 位 圆 内 的 1 决 不 是 Us 的 近似 谱 点 ,因此 当 XE0p(D) 时 ， 
根据 (2.17) ,必然 有 Anu), MN +e (U) RRE (2.16), 
o, (U) 在 划 位 区 内 的 点 是 包含 在 o(S)UoCSC*) 中 ， 由 此 易 知 
cU) EE BIA SE 1 个 点 (1 — dimz), 显然 I< K. 

(š) 如果 a€o(U), |z|2» 1. BEA (2.14) 易 知 。 只 有 
A€o(S)Us(S"7*), BU 1 €o(S)Ua"CS7), pH (2.16) n[ Api, a € 
alU), HERR 4 的 个 数 不 超 过 (=< K). 

Qf) 当 U 是 Tk LEATH, M (2.14) BER, o(U) 中 不 在 
单位 圆周 上 的 点 必 在 ASUSA. XE (2.15), z (U) 
ofUp) = 区， 从 而 利用 (2.15), (2.16) 就 得 到 O Uo(87**)cc 
aU) AR o(S)UGCSC t) 是 关于 单位 加 局 对 称 的 ;所 以 
olU) 关于 单位 如 局 对 称 。 证 毕 ， 

注意 推论 2.3 中 的 ID 实际 上 是 第 一 章 推 论 4.10 的 结论 的 
一 部 分 。 这 里 不 过 是 作为 模型 的 推论 而 已 . 

推论 2.4 iD E Hz LART, (U) 歼 在 单位 圆 局 上 的 充 
要 条 件 是 ot5) 一 o(57 7), RE o(5) 落 在 单位 蚁 周 上 ， 
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特别 ，otU) 一 {1} (gil T u 3 S de ER dE ES WE 
Hy = NZP" pP, 使 得 U 一 ts, Ins lp, G, D, T fü 
e(5) = {1}. 

本 推论 是 显然 的 . 

及 推论 24 可 见 , Hx 上 西 算 子 口 ,即使 只 允许 以 1 为 谱 点 ,这 
种 西 算 子 的 一 般 形 式 中 也 仍 合 有 四 个 算 子 SCo(S) 11D, C, D, 
T(T = — T") 作为 “自由 参数 ”. | 

推论 2.5 设 在 标准 分 解 H. 一 N@{Z + ZD 之 下 , [Tx 
BEC U = {5, Ux, Up, C, D, T), WR 

O 三 的 线性 子 空间 工 为 Vp 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 
LQzkumpreaeTesin. 

GD 妆 如 是 西 算 子 时 ,了 的 闭 线 性 子 空间 工 为 U, 的 约 化 子 空 
(RIF) JESESREFIÉ, ZCDELIEU, U^ BRASCRSETENI, 或 者 是 
U(ZGQL)- Z@L, 

2.U*, U^ hag 

推论 26 设 在 标准 分 解 Hl, =NI + z*on ERO 
(S, Un, Uz, C, D, T) J Hy LEART, BEER eee 
+, U! 的 表达 式 如 下 ; 

Uts = S- lz, z€ Z; 

Uta = Ufn — C*n, n€ N; 

Utp = Užp + D*p, p € P; 

Utg” — S",*-L B*,* USCS** —UFDS*s*,z" c Z*, 

特别 ,如 果 忆 是 西 算 子 , 那 末 在 同一 标准 分 解 下 有 

Ut = U^ — (SU, Uy, Ug!, 一 TS —UP?DS*, —STS*). 
(2.49) 


(2.48) 


证 ” 半 酉 算 子 是 有 界 的 , 因而 U 也 是 有 界 的 ， . 

对 任何 x, ye Hr, E (=, y) = (Ux, Uy) — (e, UTUy) vj 
A, 在 SE(U) 上 Ut<—ü—U- Ak, RRAHU AU) 上 的 U~, 
也 就 是 给 出 Ulan EE, ARIER SE(U) 一 XX XU), HE 
Ur P - 0). 
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因为 Zzce(u), ZOGNCS(QU), A458 

U!z-S"z,2€Zi- 

Uta = Uzin — S^FU;n = Ufn — C*n, n€ N. 
因为 UZON) = ZON, 所 以 U'(ZCeON)LCCZON)C- ZO 
P). 4 Up — PU! |», G' = PQU'l,., 从 而 

Utp = Up + GP, PEP, 
EUTXHEB p, PEP, z* € Z*, 有 
(p, Utp) = CUp', p), (zt, Utp) = (Us", p), 
则 立即 可 知 


(2.50) 


U= Uf, G' = D", (2.51) 
再 令 A = P;*Ut|;,*, B'= PUtlz*, C |= PU ter, D = 
PTtizr。 双 因为 对 任何 z€ Z, n€ N, p€ P, z*, s" € Z*, 有 
(z, Utz*) = (Uz, z*), (n, U'z*) = (Un, z*), 
(p, U's*) = (Up, z*), (a, UY ty = (Uz*, 27), 
则 立即 可 以 算出 EMEN 
AC -8*, C ——— F*, D'— G*, B' = B*.. (2.52) 
A48], 5 UEN LART, Un 一 U1+。 想 设 在 同一 个 标 
准 分 解 下 , UT — (S, Uy, Up, C's D', T'), 根据 (2.50),(2.51)， 
(2.52), 易 知 3 = $7, Uk = U$ — Uy, U,—Uf—U;, C= 
—U$CS*, D = 一 UDS, Bii ` 


CC — D*D' + 2T") = B' = B* 
- A [S(C*C 一 D*D + 2T)]*, 


立即 又 可 得 到 T'-— 一 STS*, 证 毕 . 

显然 , 当 U 是 半 丁 而 非 西 算 于 时 , AUY 9e Hk, Matte (UP) 
AP, XQ pe POGI(UP) WJ, M (2.48) wj Al, p 一 SD*p € 
(Ut). | 

推论 2.7 设 在 标准 分 解 H r 一 NO(Z-rZ'")OPZzT.U- 
(S, Ux, Ur, C, D, T) E Hk 上 半 丁 算 子 , 那 末了 的 闭 线 上 性 子 空 
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间 工 为 U, BSESAC-T-2S [RIO ER ERE, Z DL E U, Ut 的 不 变 
子 空间 。 

当然 ,- 对 Tx KARERA FERR, 还 可 以 微 出 比 定理 2.1 
和 定理 2.2 更 为 细致 的 分 析 . 例如 ,可 以 甫 根子 空间 和 猪 了 在 Z, N. 
PAR Z* 上 的 形式 作 进 一 步 地 分 解 。 这 将 在 今 司 需要 的 财 匀 杰 
Hi. 

3. H36360K5383S 显然， 利用 Cayley 变换 , 可 从 定理 2.2 
得 到 x EE Eu OY qA, 

， 定 理 28 AA Me LARRETXE 存在 标准 分 
解 IU. 一 NOIZ 十 ZOP, 以 及 六 个 线性 第 子 {5, Ar, Apn F, 
G, QY. 其 中 Ss 是 (Z, (55 5) 线性 算 子 ; Ae FE QU, — (5,0) 
.RBGCARGÉCT 4E (P, CD LARERE; F*, G*, O E 
(Z*, €-, ->) 38318). (N, — (-, -)), (P, C, DG, CS 7) 
的 有 界 算 子 , 并且 Q 一 0*. 而 4 和 (S, An, As, P, G, 9) W 
足 如 下 关系 : i Ut 
Un As = Sz, z€ Z 

An == Aun + Fn, ncN 


Ap = dpp + Gp, PE DILA) (253) 
Ant e S*u* — F*y* + G*>x* + Qr", z* Ç Z* 
PE IPEMS-EIU ET UN WATS E 
- e( 4) = o(S)Uc(S*) Ue(AW Ua 49). (2.54) 


LUpsE SE rows 
La(S)UeCS VANU L9) = oA (2.55) 
oA) — @, oA) — o, (4) = c€ As) = oad). : (2.56) 
Q2 这 个 定理 就 不 证 上 明了， 我 们 内 写 出 定理 上 2 和 定理 3.8 中 各 
个 量 之 间 的 联系 . 但 为 了 叙述 和 证 明 这 种 联系 ， 我 们 还 需 下 面 的 
g. 
318 2.9 VEU JE JI LERF, 如 果 1Eop(U)、 那 末 必 存在 
标准 分 甫 Ik= ND{Z + Z*ygp, 使 得 U — ts, Uy, Ur, C, 
D, Ti 满足 Z*CS(1—U)GXMX A S(D)C&(I—U,)). 


w 141 = 


WÉ 先 证 明 : 着 有 cki 一 Uy, Bk Rick i 
Up), 
事实 上 ,对 任何 |+t € ze， 因为 Z cU —U), RAUKA 
xz = 579 + =+ r + p, 使 得 
z* — (I — U)(z'* + z + m + p) 
= (I — S) t + (1 — U.) + (I — U,)?' — Bz'* 
+ (I — S)z' — Cs* — Dr" 
— SC*Uyn' + SD*Upp’, (2.57) 
因为 LEU} BA 1€[o(S)UcCS7*)Ua(US)], Midi 
(2.57) 得 到 r — (1 — 57*)7'g* — 5*(5 — 1)7*a*, HE 
(I —U,)p = Dz'* = DS*(S — D)^!*s*. (2.58) 
Brfor€o(S), M. Ek uIAl. S£(D)c- (1 — Up). | 
再 三; 对 任何 x*& 2*， 必 有 p € P, 使 得 
z* + p.s € RU U). (2.59) 
事实 上 ， 由 于 1€6o,(U), 所 以 16o(Uu). HER z" € Z*, 
Bp = 0, s = (1 -—US)"CS*(S—1) tat, = (1—85)"(B4- 
FSI) at, w" — SST", p.s = Ds*(S—I) gt, 
A5 
zt + p.* = (1 — U)(z'* + n' + p cr, 
即 (2.59) 成 立 。 
K (s), (sP) 是 个 对 (Z, Z*) 中 的 对 个 族 如 令 z"-— 
span [xf 十 paj B Z + Z'* 是 IT. 上 非 退 化 的 煞 线 性 子 空 
I MEAE Z' "ca — U), 并 且 dim(Z + Z'*) = 2dimZ. 4 
P, = span (pos), P, = POP, fE' 


5 -p+ > of?r G-—1,2,-.), (2.0) 
其 中 aj? = — Cor, "i 显然 
l Cis sf + p)-09,i,i—1,2,-4. ^ ` (261) 


ld P. panlp;}, SA, P 一 KPP, rP REWER, HE 
RH PLU -tZ*'y, PBZ = PZ. 2 Z+ Z*-HGOGH) E 


da 


(Z + Z'*,€,-)) 的 正则 分 解 , 并 在 HOH, hira Stk Ts 
jg 2"”*， 使 得 {Z，2Z"*} 构 成 侦 对 ,并 且 Z+ Z = HOH E 
然 标 准 分 解 Hx 一 NB{Z + Z"")0P 就 满足 Z""CS&(1—U) 
T. E, 
今后 凡是 用 到 H, LARTI Cayley 变换 , 特别 是 相应 的 自 
东 罗 算 子 是 无 界 时 ,如 无 特别 申 天 ， 总 是 取 满 足 引 理 2.9 的 标准 分 
解 。 
下 面 给 出 定理 2.8 和 定理 2.2 之 闻 的 联系 式 . 不 和 失 一 般 性 IE 
定 一 :不 是 自 共 并 算 子 4 的 特征 值 , 并 令 妈 的 Cayley Ai U EM 
ERR 2.9 的 标准 分 解 H, NDLZ +Z*)@P(Z*c (1 —U)) 
之 下 ,DU 一 So, Un, Up, C, DT 了 1}， 那 末 在 同一 标准 分 解 下 ， 
4 = (54, du, Ars F, G, OV JF B. 
U = (4 —ii)44 l)”, A= (1 + UXII U, (2.62) 


S, = iU H SoA — Su)", . (2.63) 
Ay i T Ux)(1 一 Ua”, ` 


Ap = i(I + U,)X1 — Up)” : (2.64) 
(DUA) = RU — UY) . 

F = 2i! — Spy Sg C*U pl — Uny, 
G = — 2i(1 — S5) S D*U (I — U,)^, 

Q = — (1 — Sy)" Syl C* 44€ — D*A,D 
ciT]si(i — Sy), (2.66) 

利用 (2.62) 的 第 二 式 A=; (I+ U)(I—U)”' 计算 出 (2.63) 一 
(2.66) 的 过 程 简 述 如 下 : —. 

(I) 因为 1€o,(U), 而 elU) = o(S)UsCS '*)Uds(U,) U 
cg， 所 以 1€ e(S)'YeQU.). 因为 Z 和 Z DN ME U ñD S 3E 
于 空间 ,所 以 Z, Z ONE U — I RET ZSIRE; 又 因为 UU 一 I 
是 单 射 ，dimZ «co, dimZ + N < oo, FA Z, Z O N 283 (1— 
U)" 以 及 4 的 不 变 子 空间 ;但 是 , 4 REEL CERIS, ER HS Z+, (ZB 
N): 也 是 4 的 不 变 子 空间 ， 

(II) ARZE U, (U — 1)", (I+ U)CI — U)" 的 不 变 


iE 


(2.65) 


bini CM 


FZE, Pa db B NI (2.63) 成 立 ， 

THEE, ENDS Z ON EU, (U — 17, (+ UXCI — UU)" 的 
FRETE, MEHE n€ N, ds Ayn + Fa, 如 令 (一 
U) 'n= s, + z, Hh (2.47) 有 

n (I —UI —UYy"n 
= (I — Us), — SC*U ym, + (I — Sy)z, 
HETA, m, = (— Uy) 7n, 2 = (Su) SC*U s Un), 
类 侯 地 就 得 到 
An = {i + UI — Un 
= i + UG — Upya 
+ iSC*Unnm + (I + Sp)s 
= ;(1 + UXKI-—Uy)"n 
. + 2il — Sy) SC UnC — Un) `n, 
Bp (2.64), (2.65) 中 前 第 一 式 都 成 立 ， 

(I) 因为 £(4)e AE (L—UYy,- ifi CZON)-Z*c &(1— 
U)(—:2(4)), BiU, (A4) = NO(Z + Z'YO(Z(A) P). 
由 此 可 知 ， 对 任何 P€£Z(A)0nP, Ap — App + Gp (AX (NOD 
Zy = ZOP 是 4 的 不 变 子 空间 ) ,其 中 2p( A,)= 49 (G) —£2(A) 
OP. RT @(A)= Hk, HA £(A4,)-—P. XO A= At, 
BREL, 是 Hüber 空间 (P, CoD EXUEEMET, MRENE 
Plr), 

(ep, p) — (40 — Gp, p) = Cdr, P} 
= (P, Ap) = (P, App), 

现在 仿 CIT) 中 证 明 来 证 明 - 4, 一 (I + UUU, G= 
—2i(1 — Sy) *SgD*U,(1 —U,)": MER PE€ZCODOP, & 
(I — U)"p — st o n-- p H- &, 1H (2.47) 得 到 

pPI—U)Y1—U)'p 
— (] — SH st — Dat — Cr" — Ba" 
+ (I — U,)b, + (U — Unn + SD*U pp 
— $C*Uyn + (1 一 Su)z, 


SIE 


BERA 2* = 0, n — 0, p, = (I — UP)? p, z = (1-85) (— 
$SD*U,(1 — U,y''e), Ü DRB g (A; — (CA) P)c 
S(ü — Uy), 3E E (2.64), (2.65) 中 有 关 如 ，G 的 表达 式 ， 

A-H. PRA S((—U,)cs( - UY BI (49) 7 
S(1—U.), 

由 于 Us 是 (PQ(5,) EBXT, TUM 所 以 i+ 
Up —U,)" JE (P, C.) ERRAT, MT 4z 也 是 CP, 
(C. :)) EE ks: et. 

QV) 利用 Z*cC4£(1 — U), 类 似 地 计算 U — U)7*, WJ 
不 难得 到 (2.65), 

注意 从 (2.65) 中 并 不 能 直接 得 到 G 蚌 (P. OC, -))— (Z, 
Cs 的 有 界线 性 竹子 ， 但 由 于 G* EZ", -5)— (P, C, 
:)), H dimZ* < co。 所 以 G* 是 有 办 的 ， 亦 即 @ 必 是 可 以 延 医 
Rè (P. (+, -)) 上 定义 的 有 界线 性 算 子 。 

直面 先 用 定理 2.8 给 出 两 个 以 后 有 用 的 推论 ， 

定义 2.1 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (07,(.,-)) EAH 
AT, ENR ZT), Y€ s, (T), e€ (T7), GEH x 是 级 根 
向 量 ， 称 span ((T — 1I)"x|0 < r' < r — 1 是 由 x 生成 的 推移 
子 空间 , 记 为 V(x, *)。 当 是 最 高 级 向 量 时 ， 篇 记 Vx, r) 为 
Vx), 

YEYE 2.1D aE H. LHRBEGESSEBCT,i PHE, OLOA 
相应 的 根子 空间 ， 那 束 

G) @,( 4) 中 向 量 的 最 高 阶 数 不 超 过 ZK + 1, 

(Gi) @,( A) 是 闭 线性 字 空 间 ， 

(i) $,(4) RADIE 0104) 一 0, L0, @, REL 0,04) 中 
茶 些 特征 向 量 张 成 的 闭 线 性 子 空间 ，; Rho DECIR HE CIR ag onm 
Rl. 

证 如 果 4 是 非 实 特征 信和 ,这 时 (i)— (Gu) 显 热 成 立 。 所 以 下 
面 不 妨 设 1 是 实 特征 值 ， 

(i) 设 在 标准 分 解 Hx 一 NB{Z + ZOP 之 下 ,4 = [S, 
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Aus Ars F, G, O). & Z, = Z @,( 4), Na, P, 分 别 是 Hilbert 
空间 (N, 一 GCFISRMCA Ca) LEHRER F As, Ap 相应 于 4 
的 特征 子 空间 , Z* 是 Z* 中 相应 于 的 st ARFA. 55. 
RAR x* + z + r+ peA) PWE OB s* 一 0, 或 者 z* € 
Z. WẸ z+ ú+ ped (A), PRHA nce N), pe P, GER, 
[Z + Z*' YN C Z (A)). HEH z" + z+ n + pe @,( A), D 
EfÓUEBeEXS k (EAR. UCD) 
(4 — XI)*(z* + z + n + bp) 
= (S* 一 M )'a* + n,* + ps + rT, ` (2.67) 
特别 ,当天 > KM, 

(4 — al (z* + z+ n + P) = n,* + psi... (2.68) 
TR, naw 十 pue F z.* € 6,( 4), 从 而 n,*€ N , Pate Px. puit 
"fn, 2221 时 ， 

(4 — ris" + z+ s -F p) 
— (4 — MY(n,* + Prt z,=) = zt, 
BA =. (Z @,.(4)), BITE I s= 1 Bf, 

(A — AD" (z* + z + n + p) = (4 — Le = 0, 
HETA, A) 中 向 量 最 高 级 不 超过 2K + 1. 

(ii): 出 G), 

$104) = [xil — AIy5"z—0 z€ Hx), — (2.69) 

”出 于 6 是 有 界线 性 算 子 ,所 以 
P = (p|G*p— 0, peP} ` (2.70) 
荐 闭 线 性 于 空间 ,并 且 dim(P,GOP « K < oo, WBEROi1Q4) 中 
IRE P. HIRE, 尚 可 能 有 形式 为 xz 三 # 十 xs 或 十 sp&PS 
P) R z* + z- n + p(z* 90) 等 向量 ， 然 而 由 这 些 形 式 的 向 
量 所 张 成 的 线性 子 空间 最 多 是 有 限 维 的 ;所 以 106A) 是 闭 线 性 子 

空间 + 

Gii) 因为 PIC G1, (A), #8 A/e 是 有 限 维 的 ， 因 些 


1) ER HUB (4 一 AUEN Rendre CT, 那 来 由 (2.600), C). MATAN. F 
一 节 中 我 们 将 证 明 CA 一 AD?" 不 仅 是 闭 的 ,而且 是 咎 共 柏 的 . 
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6100/9404). RAMH. 36 0:04) 中 级 数 为 £022) 的 最 
高 级 向 量 *， 显 然 V(x) 是 4 的 不 变 子 空间 。 肌 + Cw) 表示 * 的 
级 , 令 
Pi = span (V C) |r (x) > 2], 
On = span( (A — ADN (ey lr G 2 2) 
(=ipa{ (A — AIY"s| e E Da 中 级 为 H2) 
的 最 高 级 向 量 全 体 }) 
RI, ADCP dint; < co, 在 Pal) 中选 一 个 后 线 性 
子 空 间 @,, 使得 Ould) 一 @; L, (这 种 O 是 可 以 选 得 到 的 . 例 
jn, Mo Pu dE 404) dik Ux, D, D FsESERCT SR 
BUS) kE, O04) — 0 L0, HAR (iH) 的 要 求 , 
推论 211 在 推论 2010 BOR T, 推论 210 89 GH) 中 的 分 解 
@,( A) 一 d, D, 中 的 04, Eik (其 实 是 有 限 个 ) 线 往 无 关 的 
由 最 高 级 根 疝 量 产生 的 推荐 于 空间 张 成 的 线 化 子安 向 .， 
证 由 于 
Pu(4)CPu(4)C CD x, (A)= 0 (A), (Q. 71) 
A K, 是 使 得 Pial A) = @,(A) 的 mm 中 最小 的 下 整数. E 商 空 
w 
Pi = 0404)/0, CA), 02, 3, Kos 
iR dimk, = nm, AMEE Xi» ttt, Rm E PA) 它们 都 是 级 为 
K, 的 最 高 级 向 量 , 使 得 Z, cO, Z. € Tx. WHE (S) 是 Pr, 的 
REE (lx) EA URAUEEAR). WA 
| span(CA — Alali = 1, 2, 9, m] C$, =; (A). (2.72) 


dE (4 — AD) 在 ge bannata (C 7352) D 
成 的 线性 子 空间 spal lA Afu) 3e tri, 可 补充 sas nt 
£, E Dix, (4), 使 得 j 


span (C4 — 17556, tts TELAM CTUM z.) -Freu 
i (2.73) 
再 考察 (4 ma Aya, ttg (A 一 XT) r,s (4 一 A) Fatis i75 
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š TUTTA —- rc m... —.. 


(4 一 41)x。, 在 Qa 中 所 相应 等 价 类 张 成 的 线性 子 空间 与 gxi-， 
的 关系 ,类似 地 做 下 去 , 则 不 难得 到 如 下 一 组 最 高 级 向量 : 
1x K,- D, 
它们 都 是 最 高 级 向 量 ,如 果 到 
Di span Fle) [E s i < nuu, 
并 类 似 于 推论 2.10 的 Ci) 取 O04) 和 o,, BADR PA= 
(9,49. KARE 211 的 要 求 ,证 毕 ， 
当然 ,也 可 以 直接 把 4 限 抽 在 扒 论 2.10 中 所 你 的 有 限 维 不 变 
FAN 名 上 考虑 , 则 利用 Jordan 标准 形 也 可 得 到 推论 2.11. 
4. 应 用 和 下面 给 出 自 共 虑 算 子 的 三 外 模型 的 两 个 直接 的 应 用 - 

定理 2.12 oH, 上 自 兴 辐 算 于 4 为 有 界 的 充 要 条 件 是 ，o(4) 

AW AA, : 
o 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充分 作 . 
由 于 CA) 有 界 ,所 以 数 M > 0, 对 一 切 16 eC), I], 
不 妨 设 M < (mm L AWT). 这 样 ，+ie (A), R 
而 (2.62) Hr. 由 于 口 是 4 的 Coley 变换 ,所以 IEU). Ë 
设 在 标准 分 解 Hx - NQIZ + Z')gr 之 下 ， u = ts, Uy, Up, 
C, D, T), 因而 
| Mée(Uy) UeCS) US Uo CU). 

- 如 果 LeU), WRA Q.14) (2.17) EA, 16 oa 一 
oU). HE 1 的 任何 环境 中 包含 (U) HERAA MAN 
有 cs 1 (8 83280). e” EU), 使 得 lae £| > M. 因为 
e(U,)Co(U). RY Cadey 变换 的 谱 变换 定理 《第 二 章 定 理 
346, —ctg P € o(4), KSAP. MA, 1€ oU). Bh 
(2.64), Ar Æ (P, C, 0) 月 界 绕 狂 算 于 ， 从 而 4 是 Je 上 有 界 


RET. IHR, 
HOME 定理 2.12 (E — MUS SE AE RA SE BESR ES AHRR. 
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. 这 样 的 例子 将 在 第 四 章 中 给 出 。 

下 面 给 出 Ven-Neumannf 的 谱 拢 动 理论 在 xr 同 空间 上 的 推广 . 

引 理 2.13 iX 7-—H QH, 是 正则 分 解 ， 它 产生 的 内 积 为 
'[:,-1. dE 7 ERETTE (A, [*, -)) E Hilbert-Schmidt 
Paw IAN EMTEA E H-—H' GOH., BPE 
PASA I. Y, TAE GH, Lr, 21) 上 的 Hilbert-Schmidt 
算 子 (或 迹 算 子 )， M (QI, E.) 82 (q, L3.) 上 Hilbert- 
Schmidt 范 数 ( 或 迹 范 数 ) 是 等 价 的 。 

OX mBminub.l. 分 别 导 出 的 范 数 所 为 (0, 4: f. 
turas HIS, MUFE IT SJ IT SUN "y ， 它 是 an - P 
.上 有 界 的 正 算 子 , 使 得 . 

[r, Y] = [ez, y1, z, € R. ^ (2.74) 

这 时 e FE, PETEERE. Wmi O [.，']) 到 
(7, [:, 0) HERT. 

设 eA} 是 (H,[-, +Y) 上 完备 就 范 直 交 系 ， 因 而 
(ela = sha, 4E A) X (H, sD 上 完备 就 范 直 交 系 ,由 
"FIT. — TLU- l, 383838 上 上 的 Hilbert-Schmidt 8838), EA 

IIT 一 > 1Teil = > lef Tete | 


« fo HPJTo t = Jotie tr 
« leti HPTR, 
Bh TE «e eile fTh. à | 
同样 可 证 [TI « le te Hn TIS. 这 就 是 说 ， 也 是 (TT, 
[5, 7) 上 Hilbert-Schmidt XX, 36 B ll es dels 
EH ECT OD RI ACH RU ERE PE ERU ERES Hilbert-Schmidt 算 
TER SA, T» (7, D, 41) 上 迹 算 子 的 充 权 条 件 是 ， 它 是 
(7,[*, 7) 上 迹 算 了 于。 下 面 瑚 证 迹 范 数 是 等 价 的 。 
W T = TT; T, T; AW Hilbert-Schraidt ET, feala E 
Ah (majac AY 是 UT, 5, 2D) 的 任意 两 个 完备 就 范 直 交 系 ， 那 


» 这 里 le" AERE 是 将 ww ov P NCPICPERY 上 算 于 时 的 东 6 数 ， 


-itse 


{Th = sup >V lITg, nl , 


dyhir} A 
< (E me X irte) 
= Tabl? = Trala. (2.75) 
显然 , 总 可 以 找到 一 个 分 解 T 一 TT} 使 得 TI m TINT H 
(例如, 取 T} (TT), T 一 UCT*T)1。 其 中 UU 是 了 的 极 分 解 
T —U(T'T) 的 保 距 部 分 )。 
W {gilae A) teile A) 是 (H, D, T 的 两 个 完备 就 范 
HER, 2 g, vig, vid, HE 
jz 也 一 sp 23 [Tg el 
Gr cp 1 
= wp $) HetTo i, ell 
tgihAely À 
< IT- tT stij 
& fo Het niy AN 
在 上 式 中 取 T, = T, T,== r, NAAN | 
| — (2.76) 
和 同样 ,又 可 以 证 得 | mE 
IT] < le (2.77) 
FB I+], B+], 是 等 价 的 . EE, 
根据 引 理 2.13， 我 们 引信 如 下 定义 ， 
定义 2.2 设 了 是 完备 的 不 定 麻 规 空间 (H, (+ .)) 上 上 有 办 
REAT, I= HOH, JQEBUDIS dv SUBSP SOS L , 
如 果 了 是 (H, [-, 1) 上 Hilber-Schmidt 算 子 或 迹 算 子 ， 
ETEL (r, (-, -)) ERJ Hilbert-Schmidt ATEM. Hilbe- 
rt-Schmid: 算 子 简称 为 H.S. 算 于 , 迹 算 子 文 称 为 核算 子 。 — 
X332.14 设 4 是 可 析 的 M SD EROBDGCUR OY. XO 
Ie = HOH; 是 正则 分 解 , 由 它 导 出 前 范 数 为 上. 趾 ， 那 末 , 对 任何 
5 > 0， 必 存在 Hk LAKEN H.S. WFA, 使 得 QA] < s, 
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并 且 À + 4, 的 谱 全 是 特征 值 ， 

证 设 在 标准 分 解 H. 一 ND{Z + ZY} 由 P 之 下 , 4 一 {8， 
dyus dp, F, G, Qj. X He = H CHA, 是 满足 HL 了 DDN, HD 
P 的 一 个 正则 分 解 ， 它 导出 的 范 数 为 让 站 我 们 只 要 对 |+] 证 明 
定理 2.14 成 立 就 可 以 了 。 | 

事实 上 , BRA de RE (P, (5, )) EBIHJSSEPCT- H Von-Ne- 
umam 定理 , 存在 (P, C, LARRET dii PIPER 
并 且 As 十 de 的 谱 全 是 特征 值 ， 在 只 x 的 上 述 标 准 分 解 下 作 算 
于 A, - (0, 0, Airs 0, 0, 0j, TR, EN XH .IB3SESURCT-.2E- 
H dA < s. EBRE 2.8, BPA A a(4 + A) = s,( A + 
A). 证 上 毕 ， : 

为 了 以 后 应 用 的 方便 。 我 们 给 出 下 面 的 定理 ` 

定理 215 设 4 是 I, WEB ASE, NOQZ E 4 BRJ— 
个 天 维 半 负 不 变 子 空间 , 那 末 ` 

G) 必 存 在 标准 分 解 H, = NOU + z*}@P, 使 得 4 在 这 
个 标准 分 解 下 。4 一 S, An, Ars F, G, 0). 

Gi) 对 于 Hk 的 任何 标准 分 解 Mk= NIZ + Z”, 
只 要 NOZ = NOZ, FH. Z" Ci AD), BREKT, 
就 有 A = (SU Am, Ap, FS G, O'L 

TENE 这 里 天 维 半 负 不 变 子 空间 是 事先 给 定 的 。 证 明 本 定理 
的 方法 之 一 是 用 Cayley 变换 ,N ZERA U WT CAL 的 Cayley Æ 
换 ) 不 变 于 空间 . 利用 已 的 三 角 模 型 和 引 理 2.9, 可 以 适当 选取 2* 
BP, 使 得 Z* C Zt (1—U)(o— PLAY), 3: B. Tx 一 NB{Z+2*}D 
P 成 为 标准 分 解 ,再 用 Cayley 逆 变 换 就 得 到 G). AH, 因为 已 知 
Z*"Cd(A),BHA ZYCRU — U), 利用 Cayley BEREA, 
Ap 是 P,O, EBLHESUSCT-, 并且 (ú) 成 立 。 证明 本 定理 
的 另 一 个 方法 就 是 直接 证 肖 ,. 例 如 证 明 (i)， 就 是 想法 适当 先 Z*， 
P, RAIH 4 在 P 上 的 限制 4p 是 (P, (+, :)) LARMET. 
T, (ú) 就 成 为 CO 的 直接 推论 。 
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$3. EDEBERCT BTE 


在 Hilbert SHH, UL FE HERI Dl HE EL tr BS RR, 
例如 Hilber zs8p EXOEPDARSSERT 4, EGEIEDESEN T A, 
使 得 及 一 4. 如果 再 要 求 e(4) 一 UV ile) SEX 
是 这 种 要 求 的 平方 根 是 唯一 的 。 在 一 般 不 定 摩 规 空间 中 虽 可 形式 
MbSDLAGEIEBJEAERED T, (pd: Hilbert 空间 上 半 正 算 子 的 
- 重要 性 质 。 所 以 在 一 般 不 定 度 规 空间 中 讨论 自 共 轧 算 子 静 平方 很 
并 非 易 事 。 在 本 节 中 将 用 52 给 出 的 自 共 元 算 子 的 裕 弄 来 讨论 自 
共 轿 算 子 的 平方 很 问题 ， 

1. 时 方 ”讨论 自 共 轿 算 于 的 开 方 之 前 先 讨论 乘 方 ， 

首先 注意 ,在 普通 Hilbert 空间 中 ,一 个 非 零 笛 定 牌子 4 可 能 
有 DUD = {0}. 而 对 于 H. S, ARESTA EREDE 
Hy = NIZ + Z*}BP 之 下 为 (S, Ax, Ars F, G, QY, WE 
4 是 无 界 的 ,完全 可 能 Z* 中 没有 启 最 属于 DA). 下面 就 是 一 
B. 

963.1. 3k Mk- (Z + Z' OP. 是 标准 分 解 ,而 且 p — 
L'[0, 1], dim Z = 1, (z, z*) = 1(z € Z, z* € Z*), 人 4 在 这 
个 标准 分 解 之 下 为 (S, Ap, G, Q) = (0, Ars G, 0), 其 中 A, 如 
=. | t 


Ar: DE, 


HE @ (4) ( = [eco HOF O) € PU, 11}). GD 


而 算 子 G 取 法 如 下 ， 对 任何 fe 4), GI 一 (1, h)z, XB 
hG) € [0,1], (8 - &GOED'L0, 11. 从 ($, f) = (Gf, z"y=G, 
Grass)。 立 即 推出 G*z* = fo META 4s* — G*s* = f, 但 
因为 E ADELE, 1), 所 以 EDA), Mf EDA). 
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虽然 有 上 例 ,但 仍 与 Hilbert 空间 一 样 A HP F P s. 0 
定型 31 设 4 是 DH. LAHET, MEA JE TH. 上 自 
共 垢 算 子 ,并 且 必 存在 某 个 宗 准 分 解 H, = ND[Z +Z*)@P. 在 
这 个 分 解 下 ，A — (5,48, An F, G, 0), £= (S, Ah, 41, 
SF + EAy, SG + GAp, OS* + SQ + GG* 一 FF*}, ` 
证 因 4 = 41， 所 以 存在 标准 分 解 fx 一 NOZ +Z*)@ 
P, 使 得 A={S, An, Ap FG, Q}. 下 面 分 两 步 来 证 明 PA, 
(1)》 先 证 对 任何 自然 数 s, DA) 在 Hx 中 稠密 . 事实 上 ， 
由 于 dim(NIDZ) = K, 并且 A(NDZY)GNODZ, 所 以 NOzc 
OP). MAET x€ Dlr), 由 于 ]06) (A45), 所 以 
Mp z€ QI Bf, decim), 并 且 
Ax = Appx + Gz, dix Air + GApr t SGx, (3.2) 
BETA, ai) can). E 
& 如 一 人 aE, 是 详 分 解 , 记 P. — (Ea — E) + (z — 
E_.). HEH z* € Z", G*z* CP， 显然 (L — P.)G**z* € 
D (A), k= 1,2,..., A at = — AZPLG*s*, 显然 >* € 
£ (A). Hg 
“frt + G*s* — (I — P)G*z"( € Z (Ab), E 一 12, 
(3.3) 
因为 (参见 本 章 (2.53) 式 ) 
A(x* + 2*) = A,x* + Gz + S*z* + Qet — F's" + Gx*, 
(3.4) 
上 式 中 右边 后 四 项 属于 Z), 青 注意 到 (3.3), 立即 得 到 z*—+ 
zt e zp(a2), 
ER s” 中 线性 基 sf, l... zr USK), HEA zF 按 上 面 . 
配 以 xz， 使 得 zF + zF DUE) A ZU = span{z* + nk 
DUL. 显然 ;Hx ROMAE NB1Z + Z*) L m (Al) 


D HRGA (P, C, 2) ACZ < >) 的 有 踢 线 性 算 子 ( 它 阔 售 AG) = F) 
参见 本 章 $ 2 ñj (2.62)—(2. 66) AARNA, 
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ptij, Ma d R H, pem. 

继续 类 似 地 做 下 去 SLAP M EE E EL AA n. at 在 Hu. 上 是 
SUE T, 

(H) 证 明 中 一 At, 对 任何 自然 数 o, BR Pc, 
BU 4" 是 对 称 的 ,特别 P COPI. Rib, A, 4 在 上 半 开 平面 和 下 半 
开平 面 中 量 多 只 有 有 限 个 特征 人 ( 见 第 二 章 定理 1.6 的 Gii), MX 
而 存在 实数 对 (o, 96),p > 0, ge (0, =), 使 得 WV pe, 一 Vp 
:过 都 不 是 4 的 特征 什 , 而 oct 都 不 是 A DEEE. 

ATHEA rcm, | | 
GP — pe*91) s — (A M oe FI) (4 — N pete, (3.5) 

一 ade 一 u 
所 以 GP — pet?) — (A V oct? I) (4 — pe 1 1)- 
4 (47). 如 能 证 明 AA 一 petr) 一 Hk, BREF 
U = CP — pe? P) — pe 7*1) 
便 是 西 算 子 ,从 而 A? 一 + 〔 见 第 二 章 推论 3.5), 

今 证 明 SZ( 4 — or" 1) 一 x: 因为 +V pea, - (4), 
所 以 EN pe TES) Uols), ü Z, NOZRANBAABUE 
RETER, Ae 

《和 一 pe? I)Z = Z, (4 — pe"? D(NOZ) = NOZ, (3.6) 
BU NOZC4GP — pel), WER pe (41), z€ Z, HF 
(4^ — peP1)(p + z) = (Al — pel )p + GA,p 

+ SGp + (S: — pe I)z, - (3.7) 
那 未 对 于 给 定 的 pe CAD, 如 果 取 s= — (S — pei- 
(GAyp + SGP), 并 注意 到 AU — ee) — P UG), i 
WW 

Qr 一 ee" DONOBZ Og Un) -NOZOP. (i8) 
D Ef. 4* (223) 是 稳定 算 于 的 绪论。 也 可 以 作为 * 亲 x LARRA FAN an 
T EE ES KE yU X ib AE FED. ' 
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0 AA (D 中 天 证 明 的 事实 ,对 任何 at € Z*, nea UL at 
— Az P,G*a*, 使 得 <" 十 ate pO, Mf 
E Gi — pe'*1)(x* + z*) = (5% — pe? Iyz* 
*+ p + n + s, : (3.9) 
其 中 P + n + r€ NDZODP, AAH (3.8), 易 知 必 存 在 中 十 对 十 
PENGZQI(AD, #5 
(A — pe" D)(x* + z* a! + z + p) (8 — pte", 
(3.10) 
d t4 pe &r(5*), FA (S= — pe" D) Z* — Z*。 再 注意 到 
m(Al)C Q@( 42), Blu GP 一 pr D)SNOLZ + Z* TOF. 
同样 ,用 一 6 RELER 0, 就 得 到 DEC! 一 pe 71) = Hy. 
这 样 ,就 证 明了 4^ E Hk LEX T. 

(HD 证 明 心 ,4 具有 公共 的 标准 分 解 Tm NOLZ--Z* 0 
PAUL (A+ V pe D) x V p e FIY, U — LP pa L) 
(A — pe 1) WA, U,U, 都 是 H, EART. HP” 

| U.U. — (+ or D (A oe py 
TEITI DG - V esty 
- Ge ort na V oet 1) 
AF oe D — pe yo 
—u o (3.11) 
HE, U. U. p, B U,, U, URETA, 从 而 对 U,,U EI 
5 存在 公共 的 标准 分 解 . x 一 NOZ + 2 利用 Cayley 


变换 ,就 得 到 在 这 个 标准 分 解 下 ， 
A = (85, Ax, Ar F, G, 0), 


E 


1) 这 沾 等 式 中 用 到 下 列 等 式 ; Cate PANHA A PT uc asm CA — 
và eA + V O eA | gn, 

2) Mf, REER Z*CGP(GI)0 CA), WAR CAA), E, Z^ 要 
WE ICAU- UD. BRATEN MERIA 2.9, 
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ku (S; Au. Am F,, Gy 0i. 
注意 到 etz Z*Ycg 47), 经 喜 闪 计算 不 玲 得 到 


S= S, Ap m AA, Ap = Abh, `` (3.12) 
PFP, — SE + Fd, €, = SG + Gdp (3.13) 
Q, = OS + SD+ GG*— PF*, . - (3.14) 
定理 证 毕 。 
f 32 4 是 Hk. LERERF, Em (a = (ala e 
eCA)]. 


WE AAEE 3.1 和 谱 的 等 式 ( 见 本 章 定 理 2.8 中 (2.54) R), 
oA) = oS) Uo As) Uo( 45) Ue S, 
oA)  aC9) Ua 43) Val AT) UCS"), 

立即 得 到 本 推论 的 结论 ， 证 毕 

定 择 3 以 及 椎 论 3.2 可 以 推广 到 任意 业 方 情况 ， 
.定理 和 3 HAR Hy. LARET, MF Ia R: 
. G) 对 任何 自然 数 ep，4 是 Ux 上 自 共 辆 算 子 ,并 且 
f c( 4*) = (a37l1€o(4)]. (3.16) 
(ü) 存在 标准 分 解 T, 一 NOIZ 十 2*}BP， 使 下 式 成立 : 
A*t 一 {ss Ahs 4 Y S'FAR", 
f 


ü. ` 


. (3.15) 


s Sea, s sips 


P0 icp : 
- 22 SEARA aen], | 
2. 4m kz 
(ossis ok ARMAS tes (347 
特别 ， 如 果 (A) = Ils, MRE RAA AS Aw, Ap, F, 
G, 0) 的 标准 分 解 Hk = NOIZOZ' OP, (3.17) HRY., 

本 定理 可 先 仿 定理 3.1 及 推论 3.2 的 证 有 明 得 到 G), RI as 
PARRA RS EE SE ,再 优 定 理 3.1 的 证 明 中 的 (HT 知道 4* 的 
Cayley 变换 U'" 必 是 4 的 某 # 个 Cayley 变换 UPU =l; 2 
n) RIT: y = UPU. ` UP, 注意 iUi" |n = 1, 2, ttg 
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d1,2,^-, n) 是 彼此 可 交换 的 ， 根据 $1 定理 LIS 及 第 二 章 
§3 定 理 3.14 的 (i)， 立 即 可 知 Gi) 成 立 ， 

推论 3.4 设 4 是 H, LARMET. 

(i) di A EER, MERETE RR md" 也 是 无 界 的 ， 

Gi) d A RJ" SURGE E TD ESE ADXEREERT. 

证 由 于 4 无 界 等 价 于 o) 无 界 ， 从 定理 3889 (i) ir BD 
可 知 ,推论 中 的 G) 是 显然 的 。 
| M JT LRE, oA) = 101， 因 而 存在 一 个 标准 分 解 
Hy = NI Z + Z*}BP。 在 这 个 分 和 解 之 下 ,A = {3y An, Ap, 
F. G, 0) 中 的 dAn 0, 4» — 0, a(S) = (0), 从 而 SK — 0, 
EH GINTAMA, Ag 0, s ARE. 从 而 Gi) 成 立 ， 
证 毕 . f 

2. 平方 根 我 们 只 讨论 自 koc RET PU EI ESSE HR, 

定义 3:1 设 4 是 H. SSPDEEDESDEDT. 如 果 存 在 岂 共 白 
ETA, 使 得 圭一 A, HEAR 4, AIDBIESUCEZHR, 

引 理 35 设 4 是 T. fü pH BEN XT. EC AR 
4 的 自 共 生平 方 根 , 那 末 4, BEERE, 

证 根据 定理 2.12 知道 ，c(. 4) EERE, 再 根据 定理 3.1， 
{PE al} = 000, Ki eCA0. 必 是 有 界 售 ， 再 根据 定理 
2.12, 恒 知道 A EARD., EHE, 

BIR 3.6 设 H, = NOUZ 十 Z* DP. 是 标准 分 解 ， 在 这 个 
分 解 下 ， B JE Sp S T A == (s, Ay, dp, F, G, Qj. E Iz, z*j 
HABA (1. 127) BASIE ij F) 时 ， 如 记 基 变换 
3g Tizi >s (i= 1,.2,95, 40 dmZ), WEOE (=), 
i) 下 为 ` 

Q'-—TOT*. (3.18) 

证 4 L: s*— P, —10,2,05,1, UH 

(is LP) 一 jT (xi, z7) i, j= l, Z2. "sd (3.19) 


D “广义 大 零 扯 子 " 尽 指 谱 仅 省 一 个 点 0 的 线性 掉 于 ， 
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得 到 L = 17*. jH , 
Qu = 0L- xF — Y TOS! — YÙ THO 
' i-1 jkm 
= 5 T QuT uev, (3.20) 
# O = Tor 
EARMA T d ASTU PI Eš SED ZW, *X 
ss — ETARA PLK sS T EUH E EAR, 
$653.2 设 4 是 Hy ?iiR] FERTEEE-T, HEAL — W +€ Tia, 
(Az, x) > 0， 即 使 4 是 有 界 的 (这 时 ,4 GRAE) URE 
在 自 共 轰 的 平方 根 的 例子 如 下 : 

设 Jr 一 {Z + ZOP 是 标准 分 解 ，dimZ = K. 作 A= 
(S, Ar, G, Qh: S= 0, G— 0, Ar È P, CoD .上 有 界 正 算 
子 ,但 0€o C45), Q-al (o EFTIR). EE, LEERME 
Ubi 2 F3ROR: fe s (i= 1, 2,711, K). FENER 

如 此 作出 的 自 共 轿 算 子 4 ETT AER. | 
证 sins. B Ji CT du, 使 得 1 一 4， 由 引 理 355, 
4; 是 有 界 的 。 显然 ， 相 度 于 0 的 4 的 特征 于 空间 就 是 Z,, 由 于 
一 A， 所 以 4, 与 4 可 交换 ,因而 Z 是 4 的 K 维 半 负 不 变 子 空 
E. 这 样 。 在 标准 分 解 x = [Z + ZP ZF, 4 一 145 

Ans Gi, QS 而 且 ( 见 定理 3.1) . 
Se S, AL = Ap 2c (321) 
SG, + Gid — 0, S0, + QS? — OQ GG? (3:22) 
由 于 Anm Ar > 0, MA AW) 一 MCA.) = 10). 由 于 
S= S= 0, HEL oC) 一 {40}, 从 而 ZCDB(ASJ(OA(5) E: s, #B 
应 于 0 的 根子 空间 ), 并 且 世 中 向 量 为 二 级 根 疝 量 ， 因 此 , 存在 Z 
的 线性 基 f 
. Wy Elis hm Cho + 2m = K), 


D 这 里 Tu. Tf, Quy. REREH RAT HR EE ERR T, T, Q PJ HFE Rrh3s 
E. 
ZIP 


i 使 得 | | 
Sizi = 0. in 1, 2,***, Do, bass (00, 3, **, m—1), (3.23) 
Sgt 7 Eras- 277 14 2,77, m. 


因为 G; 8: (GC. 到 (Z, C, 7) 的 有 界线 性 算 子 ,所 
以 G, 可 以 表示 成 


Sp 一 > CREDAM (324) 


其 中 ox vx 是 P 中 由 G, 所 快 定 的 一 组 向 量 ， 显然 cuo 
Gs. 7, yz) 是 线性 同 构 。 今 后 简写 为 G, Qu -ta 9). 由 
(3.22) 的 第 一 式 得 到 对 任何 peP， | 

(S,G, + Giám)? = 0, 
即 
| > (p, YS] + > (AnP, y) = 0, PEP, (325) 


利用 (3.3), 直上 式 便 得 到 对 一 茹 p € P, 
(5, dua) = (App, y;) = 0, f 
1 1, 2,4». h. bh + 2na = 1,2,17, m), (326) 
(ps Yaa F Any) = 0, 
imh 2n— 1 (87 10,2,---,m). - (327) 
由 于 Alan) = (0), D (3.26) 就 得 到 
yy= 0, i= £,2,---,h, lo + 2n (m = 1,2,---, m). (328) 
AAB (3.28), X. (3.27) 得 到 y, = 0, = l + 2n — 1(0—1, 
2,**:,0), BE G= (y, No. 


在 把 对 偶 基 (20), (zF) 中 x! 与 a* 视 为 同一 个 ,出 (3.23) 

得 到 
GP, (S,Q, + QST) b= (StzP, Qu? T M QSF) = 0, 
md dete ht Za Cam b 2,::,m). (3.29) 


如 记 Tize95G—1,2,7,K), iim se, 5 Q -aTT*. 
KA TEIFI, FAUNE Ei, 

(CIT aN, ¿P — (Te, Ty se 0, j21,2,, K. (3.30) 
注意 到 & o, M (G.22) A (3.29) 5 C3.30) FJER. 从 
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RE] fb BItEENCTY 4， 使 得 di— A. WE, 

ER, EPAR: -ARRAT 4, 如 果 相 应 于 0 的 特征 子 
空间 是 退化 的 , 那 末 一 般 说 来 , 4 BEI EL HET; MR. 

此 外 , 对 于 Hk 空间 上 含有 便 实 谱 的 年 共 轿 算 子 ， 如 果 相 应 
于 茶 个 负 实 谱 的 特征 子 空间 是 一 维 时 ， 它 显然 也 不 可 能 有 自 共 罗 
EHR. | 

下 面 先 给 出 fx FB 3898358 4 #F46 BI S ESE 3 IR 80 38 S 
R. 

定理 3.7 WAR Mk ZALARAAF, hn3R 4 EL JCSG 
的 平方 根 , 那 末 

G) 4 的 负 实 谱 必 是 特征 信 . 

(H) 对 4 的 每 个 贷 特 征 信 。 相 应 的 根子 空间 (A) 必 是 非 
退化 的 ,并 且 a) 的 极 大 正和 极 大 儿子 空间 维 数 必 相 等 . 

(ii) 4 的 负 特 征 值 共 有 有 限 个 ,个 数 不 超 过 K. 

Qv) 对 每 个 负 特 征 值 1, 有 分 解 OD) 一 oip, ih 
P = span (V(z) |z € D(A))}， 币 对 每 个 最 高 级 向 量 x6 0,04), 
V(x) 是 零 性 子 空间 , 且 存 在 相应 的 最 高 级 向 量 y， 使 得 Cx) 十 
VG) 是 非 授 化 的 ， 而 E — teh, {CA — any) 构成 对 
价 族 ,其 中 r 是 *, 也 是 y 892. Q@,C 0, (A). Ps 是 非 退 化 并 具有 
相同 维 数 的 极 大 正和 极 大 负 子 空间 . | 

Bl, HURÉEJURBGTON fn 32 B 98 L (i) 一 (iv), 3t B # 
(span (£;CA4)|A < 0))*. BR B kE OL, SEDE ME T. 上 必 
HBX,EH. 

WE AtA AERES 4,。 下 面 证 明 G)— (v) 是 必 
Em. . . 
` (i) 由 于 eA 一 olA4)， 所 以 只 有 4 的 纯 虚 数 特征 值 2, 
才 有 PLO, BA HARRERA, JATA OR 
只 有 有 限 个 ,并 且 每 个 负 谱 点 必 是 特征 值 . 

Gi) 设 1 是 了 的 负 特 征 值 。 显然， 上 WwW aie os(A41)， 并 且 
对 任何 z€ Gui, A0) -9 vas AD, BUFERDAN 9 ,使 

ge - 


nb dic 


得 (注音 。 Pml ADCN, kal, 2, ") 
0 = CA — TID? Ch + VD = (A — xD, (3.31) 
Bp $ au 4) 3-9 vwuu4)ceii. 

反之 ,由 于 非 退 化 的 闭 线 性 子 空间 Pu COLO 4-9 vas (ADUN 
第 二 章 定理 4.6 和 推论 4.7) 是 A 的 不 变 子 空间 ,所 以 , 一 ($y 
CAD 4-0 um, (A) 也 是 A 的 不 变 子 空间 ,显然 + lali 是 
Ale 的 正 克 点 ,从 而 对 任何 自然 数 4， 以 发 非 去向 量 y < LO 
C4»), 

(4 — M)5y = CA, — VT Cs + TAE) se 0 

&—1,2,--,4. c0 (3,2) 

zen qI, Pi AC Pus AD EP vC AD. 

”显然 ,《 完 备 ) 子 空间 yu) 4- m) 中 极 大 正和 极 
大 负 于 空间 维 数 相等 . 

Gu) 是 (D 的 直接 推论 . | 

(iv) W Pila) — oui) 3-0 u (A) 为 HI 型 空间 ,于 
然 这 个 分 解 是 (0,041), 0 0). 的 标准 分 解 , 令 Ale 


| uae? 为 S5, 
BK Al, aaa BES AES AR SP 相应 的 Jordan 标准 
形 , 易 知 Gv) 成立 。 


反之， 如 果 各) 一 人 iy) 成 立 。 那 末 对 4 的 每 个 鱼 特 征 值 41， 在 
VQ) LVOD 上 4 的 形式 如 下 : 


A 1 O A 1 o 
1 . 
Also 一 i -. 1 | Alpi 1 1 1 1 (3.33) 
f io à o 
H A, fE VG. VOD 上 分 别 为 
Ailen 一 ; .U — du, 
2m=i ul — Alva 
rg 1 (3.34) 


+ í“ 
Avo) 一 Jai $£ ul Aly.y; dn, 


il- 


其 中 积分 的 图 道 是 包 售 BIN. TE Ó, EE À, 为 


A: zi> iv 1x zs, gg € Zas 
et — iy ajet, ste Z. 


易 知 这 样 所 作 的 4,， 在 每 个 非 退 化 奈 线 性 子 空间 A1) 上 是 自 
RS, 并且 全 一 4， 再 利用 0104) LOCA) 对 任何 负 特征 值 
,4 成 立 以 及 在 《 电 91(4))+ 上 4 存在 自 共 印 平方 术 , 易 知 4 


在 Uk LVA ARREK. WR. 

ELT 实质 上 是 给 出 仅 含 负 谱 的 自 共 耗 算 子 的 自 JE SE E 
方 根 存在 的 充 要 条 件 . 下面 讨论 e(4)c[0, oo) HEH VE Pr + 
4 的 平方 根 ， 

定 青 3.8 设 4 是 Ux 空间 上 自 共 轿 算 子 ，.o(4)cC[0, oo). 
如 果 060,4), RE 0e oo(A4)， 但 相应 的 特征 子 空间 Ou) 
是 一 维 非 退 化 的 。 那 未 ，4 必 有 自 共 罗 的 平方 根 4,。 如 果 要 求 
aCA) — (V 111€o(4)), IRE 0€0,(4), mh 0€o,(4) 但 
dimdyC4) = 1 时 ,4 的 自 共 罗平 方 根 是 唯一 的 ， 

证 ”证明 在 在 性 : Mà 0€ 0,04) 时 ， E EB d H zs [al 
dut4) J&dbBLÉ. 从 而 Mem 040) 09&4. BiR, 
St(A)COSCA)*. WE Pu(A) 上 取 A = 0, RIARSEEHIZE Hx 
型 空间 Pal) EHE ERIESETHEBUTI. BIDDRTBDRENWE 0€ 
du A), 

设 4 在 标准 分 解 Hk 一 NOZ + Z*)P 之 下 为 {5, Ax, 
A, F, G, 0), BUZ 

0€=(S) Uol An) Ugo( 45) (c(S) = e(5*)), 
oS} Ua A40) Ua AP) C [0, 00). 
"FUEHBZE EXE AO AER EAE EREA A m [S,, Ams. 
An, Fi, Go Qi), 使 得 AmA, YER o0) = |e 
c(A)]. | 
H: A= Ar, Am = M Ay. 对 任何 Jordan Im E 
-> té2* 


(3.35) 


(3.36) 


O 7 À 

易 知 必 有 T, TI TIE T, 是 上 三 角 阵 ;并 且 , 当 1 0 时 ， 
T, 的 主 对 角 线 上 可 以 全 到 成 数 W 1 。 并 且 这 样 的 Ti 是 唯一 的 . 

st, ATZENA S, 必 有 Z EME—AT S, ES 
= S, a(S) — (W 111 €a(3)). (3.37) 
4 (=) 是 Z 上 一 个 线性 基 , 在 这 个 基 下 ，5 成 为 Jordan HE 

形式 。 利 用 标准 型 来 解 下 列 算 子 方程 中 F, Cis 9,， 
RM Ay SELF, Giy Ar TSG =G, (338) 
| 8,0. + QSF = Q — G,Gf + F,Ff, (3.39) 

t 1 

解 . Pi: Fs 一 之 (a, yaj, Fin 一 > (s, xz (në N, 


P dimZ), 那 末 从 G. 38) 的 第 一 Ebr F, 等 价 于 从 下 列 
方程 中 解 出 (xs, o, x), 


mE 
Si > {ns xi) 十 > (V Awn, rN) 0 


k > (s, ys nt N, . (54 40) 


如 果 视 {x} 是 形式 上 的 线性 无 关 册 是， 并 视 Gu), (5) 为 形式 
XH, BA | 
i I i : 

S, > (m, x;)z; = 2i (n, x;)5,u, = 2 (5, Stx,)s; (3.41) 
CEXRAESIHAE (Z) 之 下 的 S, 的 矩阵 形式 Gu) 计算 得 到 )， 这 
BÉ. (340) 等 价 于 | 

| CERM = y, "HE (3.42) 
PER sE (s) 下 已 成 为 Jordan 块 形式 ， 为 叙述 方便 ,不 
BUE S, 是 单据 ,从 而 SF 在 u} 之 下 的 形式 是 
` * 1⁄3 ° 


ST o! 


1 V1 - 
1 E EN 
uo VA 
H 9 I 1 f 
XR, Mose (3.42) BU ST ierik — H5 H Xj, Xi-1,* 1 Ts 
x; = Q Aun + V 11), (3.43) 


tia m QU. A+ V Oar) xi RID. 

对 于 S, RE ib. ARMEALA E (3.42) 中 得 到 唯一 
的 解 Cr, 5 xD. I 

LER, XHABOERSG, 从 方程 Gi 4, + S.G, = G 中 可 唯一 地 解 
HG. 

HT oL = gq(51) EERE, Br ESE ERS Q. Fis Gis 从 
(3.39) 中 可 唯一 地 解 出 Qu. 又 因为 Qf 也 适合 (3.39), HERR 
唯一 性 , 还 有 Q, = Qf. | 

为 耻 证 大 定理 中 有 关 唯 一 性 的 结论 , 先 还 明 几 个 引 理 ， 

31533 3.9. 4E Hx 空间 上 ,满足 di — I, eA), 90) 的 
Et T 4 是 唯一 的 dil. 

证 ARE di — 1, ACO, oo). 对 于 A414， 存 在 标 
准 分 解 Hy = NOMZ t z*)@P, 使 得 A, = (S, Ain, Ap, F,, 
Gi; Ci， 因素 - ^ 

151, Als, Aip, SF. + Fidin, SIG + Gidirs 
QST + $Q; — FF? + GG?) 
—1-—(,1,1,0,0,0). 
根据 Hilbert AF F ÉE GE EE ACAEOSCT- EEEF 75 fiL EME tE, 则 
A 1, A= I, 
根据 有 限 维 空间 的 Jordan 标准 形 理论 知道 : 满足 如 一 ,并且 
e($,))C[0, oo) 的 解 只 可 能 S, — I, 
HT F = (y, e.) = (0,90,:---,0), H (3.43) 立即 得 


"Iir 


到 F, = (n, IDEE (0, 0 …， 0), El F, = 0, 同样 可 证 
G, — 0, 再 由 于 F, = G, = @ = 0, 直接 计算 (4.39), x x 
Q,- 0， 所 以 4, — I. 证 毕 ， 

引 理 310 设 4 是 H, AREMT, Erd), HETS 
BJ Bu(A) 是 退化 的 ;而 人 BCA4) — NBZBP 是 标准 分 解 。 如 果 
A; 是 4 的 自 共 固 平 方 根 , E 

(i) Pala) 和 2 都 是 4 的 不 变 子 空间 . ! 

GD 当 满足 ollen ELO, 00) PF, Alen = I. 

证 G) AFAA, 6:000 SIGC- Zi), A= 
1,2,---, AE, HHE z€ @ (4), Adix = dax = Aw, BD 
Abu (4) C Du A). 对 任何 z€ Pu( 4), z€ Z, FRE 
(z, Az) = (Aix, s) = 0, 

所 以 AZCZ. 

Gi) 将 A, A 限制 在 闭 线性 子 空间 Od) EXE. $ 
L,— NOP, 显然 Li 是 Hx 的 完备 子 罕 间 , 并 且 L, = Npr -E 
EMS. BO Po, Pn 是 (Hx, E, D? 到 闭 钱 性 子 空间 Z, L 
的 投影 、 . _ 

S, = PzAilz, A, = P.. Ailis F,— Pilz. (3.44) 
简 记 Aleyo = (S, 4, Fa). HF NOPC CA) 和 41 是 自 
RAAT AMARME Z) = L BJ (L., C.) EB 
SUY. XXE. 4i EE Hk 型 空间 (Lo Cr, DD ET FEL JE RE 
+. WB, HF ARRET, AOAO), AUE A, E 
有 界 的 ， 所 以 Æ Hilbert 空间 (L,,[:, *]1) 到 Hilbert 空间 
(Z, [-, D 的 闭 线 性 算 子 ,因而 F; 也 是 在 界线 性 算 子 . l 
容易 根据 假设 oila) C EO, 50)， 依 次 地 证 明 eS), 
cC) 部 是 非 负 实 数 集 ， 显 然 ， 
Gfilo, 0)! = (81, A1, S.F, Fui) 
= Alec 一 I —ÍI,1, 0), (3.45) 
1) 这 里 [. ，- ] 是 由 Hk 的 某 个 正 基 分解 所 导出 的 内 积 。 
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剩 下 的 和 引 理 3.9 的 证 明 一 样 ， 可 证 S,= 1, A;,= 1, SF 
F;4;- 0, AM Aio, 一 7， 证 毕 ， 
引 理 3.11 设 4 是 Hx EŻEK T, lée), 9,04) 
是 相应 的 根子 空间 ， 如 果 A EADE REHAR, HE c(40C 
[0, oo), PRAE O(A) 上 是 唯一 的 . 
证 党 证 cC4]su)c[0, oo), SX EF, 根据 引 理 3.10 的 
(i), 4:P4(4) 7 94A). 因为 
. (Ale, Uo» = À lø. aami, 
所 以 e( ilo, o0) -11,—1). TA, 具 要 证 明 —1€»(A4 lo un) 
就 可 以 了 . 
mUR —i€o,4ile ce), BOE IESEIUHIE ro， 使 得 (A 十 
d) 一 0， 这 与 假设 c(4)) C [0, co) HFA. 
AUR —1€2e,(Ails0)). R (A, + DPA) RED CA), 从 
fü | 
CA, + DG + D6,(A)C(A, + DG + T9900). 
I SEC A, + DPA). (3.46) 
但 是 ,在 Pa4(4) E, CA cr D(A, + 1) = At+ I + 24 = 
2- (4 + I), Ma 
(4. + DA + Dala) — (A, + Dal), 
这 显然 与 【3. 46) FR. 
iR —l1e€ehleu), HB 9404) 是 (It, [° SD 
上 的 线性 算 子 不 变 子 空间 ， 并 且 DCD), 所 以 一 le 
a, (4). XXX BE o4) c[0, oo) AFE.. 
这 就 证 明了 —1€ eCAile a, Mf oldilo c) Io, oo), 
显然 ， 根 子 空 间 @,(4) 是 4 的 不 变 子 空间 .根据 $2 推论 
211, 9,0) = P, 40, WE 名 CPBu(A), 人 妨 是 有 限 维 线性 子 
空间 ， 并 且 是 由 4 的 最 商 级 向 量 产生 推移 子 空间 的 线性 无 关 族 所 
张 成 的 。 由 于 引 理 3.10， Aou = f. Mf dilem l. AE, 
只 要 证 名 ;是 A, BJ SE f 228], JEH A 4E 01 上 是 唯一 的 就 可 以 
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T. 
由 于 $(4)C CAT) = GOD G = 10,2, 72, ASA, 
Bri f 
APAC (41,2, 2K41), (3.47) 
(#WL$ 2 推论 2.10)， m A TEARRE., E2 中 任 取 一 
组 线性 基 [ri = 1,2,-, m), 令 f 
Aum rb xn, x€ @,, z2€0,,;— 1,2,-«*,m, 
注意 到 Ala — 1,931 L. 一 dO: 是 关于 A, Farb 
性 子 空间 ,其 中 
9, = span (|í = 1, 2,--*, m]. (3.48) 
现在 将 4. A 部 限制 在 L, 上 来 证 明 44:4. 并 且 A, 在 
45 上 是 唯一 . 
令 上 ,上 算 子 


1. $ at j 
B, = 一 -—d 3.49 
' 2 ul — A4 P Ey f ( ) 


这 里 力道 取 在 平面 上 点 (1, 9) GEW, [Hu (0, 0) 在 图 遵 之 让. 显 
AA, Bi- Al. BUS olal y = {1}, BIA e(B.)C (i, — 1). 
得 由 于 (1 + 357 在 点 《1 0 GESENERE, MU (B, 1) 在 
E, HERA (B) = {ih EH A, 与 < 可 交换 ， FA AEL 
上 与 B, 可 交换 . 
现在 证 明 d, t B, 是 单 射 ， MRKA BS iË SER. zé L,, 
使 得 C4, F B)x— 0. JB n MER Uit B.) EL, LEAT 
一 0 的 特征 子 空 间 . 因 为 A, B, TA, BETEL mom. Buc 
g. 因为 dimp, < œ, AE wv. 中 有 B WAER n, Bens 
xo, 从 而 dixe = 一 ro ABR Aci, co) PA. SER 
得 到 4, t B. 是 单 射 。 | 
BM 


0 = (4i — BD — (4, + BD(A, — B), (3.50) 
立即 得 到 A 一 B, EL, 上 成 立 . 

对 于 每 个 景 高 级 根 向 量 re 0, 显然 推移 子 空间 VO) FX 
+ E67 2 


是 4l. 的 不 变 子 空间 ， 即 对 任何 ke C, (Al, — DET 
P(e), MELĦ me e(A|.) 时 , BA (A|. 一 DrICPFGD， 从 
(3.49) TA, BROCO, Bl Ace, i. 

BR, BR E QI 上 选取 一 组 线性 基 , 使 得 alu, TEXXRIB AE 
Fs; 具有 Jordan AEA, Bi) B, 的 形式 ( 即 4 在 上， 上 的 形式 ) 
HRABRE tH, 

用 引 理 3.9—5| £8 3.11 来 证 明定 理 3.8 中 的 唯一 性 ， 

定理 3.8 中 唯一 性 证 明 : 当 0€ o,CA) 时。 由 于 相应 于 0 的 
特征 子 空间 404) 对 -一 切 4 的 自 共 轿 平方 根 都 不 变 , 而 dimu. 
(4) 一 1, 所 以 任何 4 的 自 共 轿 平 方 根 A 在 $ (4) EXE T. 
RREH, AE Pal 上 是 唯一 的 . | 

BERRIS P. 是 非 退 化 的 ， 因 而 fx = P(A 外， 
(4)*. BH Pal) E A WARRE A 的 不 变 子 空间 ， 
因而 只 要 在 Hx 型 空间 Bm(4)* 上 证 明 4 的 满足 c(A)cI, 
co) HSEIJEHEE TI E. A 的 唯一 性 就 可 以 了 .换言之 ,我 们 可 不 妨 
在 假设 0€o,CA) 的 情况 下 证 明 唯 一 性 . 

HF Eol), 17 0, WR A RADARADA 
e(A,) C E0, oo), BESKHLEES[ E 3.11, A 在 06A) 上 是 唯一 的 ， 
从 而 A dn Bg VER T # i] O14) (1€6a,(4), 27 的 上 是 
唯一 的 。 这 样 ， 对 4 的 任何 天 维 半 负 不 变 子 空间 NOZ, A, #E 
NOZ 上 是 唯一 的 . 利用 这 一 事实 来 证 4, 在 Hk 上 唯一 。 

设 Hk = NOIZ + ZOP 景 标准 分 解 ， 在 这 个 分 解 下 ， 
04 (5, dAn, drs F, G, Q). TEVCBJEIZEBGE 75 f # dE PE BJ, 
已 经 知道 有 dim S, Aw, dies Fi, Gi, Qija, Ai = 4, #H 
e(4))C[0, .co)。 WREXE A W El 3k E F T HE An A= A, 
e ` (A) C[0, co), 则 根据 上 面 所 证 ，(4 一 Alaz 一 0。 从 而 
NDZ 也 是 A, RJ K EE UE TRI. HF 260) (Dc 
£(4), WMA Z* C epCAYXC 2 (42). H $2 定理 2.15 Bj Gi) ,在 
上 述 标 准 分 解 下 ，A 一 S2, an, Hop, Fi, Ga, 0,). 根据 (4, 一 
4i)|we = 0， 所 以 S. = $. Aw = Aw, XAS 二 Ag 
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(42cI0, eo), E XI 
I Apc M Ar = Åp, 
正如 证 有明 存在 性 时 已 指出 的 ; 当 Si, is. Aip (i 一 1, 2) 确定 以 
fi. Fi, Gi, Q, 将 随 之 唯一 确定 。 从 而 Fi F,, G = Gi Q= 
Qu, BB 4 An GERE, | | 

TA, 当 0€ c, (4) 上 时， 定理 38 中 dimé,,( A) = 1 这 个 条 
忻 是 不 可 去 掉 的 ,否则 是 不 能 保证 唯一 性 的 ， 

- 例 3.3 i4 H= (Z + Z*), dmZ = 2, AEM LESA 
于 ,显然 4,— 0 RETIQIIEIEBGE hk. (B ABS AAF 
Jifü 4; 一 US, DY, RB SE Z BJ3E4A438 s, n Z F3BROF29 


0 1 
S= , 0 )， 

而 o =o. 

更 一 般 的 结果 如 下 . 

EA 312 设 4 是 HU, LEHESUET, id old) = oC) 站 
(— o0, o0). 如 果 oC 4) C L0, 20), 并且 060,64), 或 0€ o, - 
(4)， 但 特征 子 空间 DuC) BIRER, WRA- ERAH 
的 平方 根 A, 并 且 (C400 (一 99, 09))C[0, 99). — ` 

进一步 假设 , 若 0€os( 4), p DE a, kA), 但 dim@,, 一 1, BË 
HH PA CEBOEL RIER A 是 唯一 的 。 

G) ADN (一 co, oo) 是 非 负 实数 集 ; 


(i) 任何 非 实数 164), MR 0 < larga] < Z. 


证 设 an 一 pc” 是 4 在 开 上 半 平 面 的 特征 值 ， 因 而 根子 空 
间 O(A ERRETAN., 如 轩 有 自 共 轿 算 子 zd 一 4, BUE 
AD (A)C 9,04). IE H, 空间 上 算 子 . 
rm [ B _ . 
全 一 十 Imi d ul — 4 e lu 51) 
围 道 取 在 近 帝 ,并 且 内 部 仅 食 庶 o(A) 中 点 2. RA Cm 
4 在 OLUD, 上 成 立 ,并 且 AAD (+V 0 e), 
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BH, Wi, 算 子 ， 
im gi 
4h tx fi (3.52) 
在 e,00 ru (Any = A, LEIHBUEDHNE 1, LS, HELA 


ERA oA) 中 的 点 加， 显然 4247 = 0, HH 


1 gi 
duy — + — k — 3 
(42) Imi J pl At E 
i $ gi M . 
= + — dg = AX, 3.53 
nd J gp—4 ^ ^4* €3.53) 


在 DLCA) 十 (A) L+ 4 — dtt AM, HALERE, UR 
2. (4),0,,CA) RERET, KANE: HEEM z — sd 
z, ci? € b, (4), z? € PLA), 1 — 1,2, 
(Alat + a£, a6 + S69) 

= {Azi t, 219) + ust, ai?) 

= (Apa x 222] + Ca (o 2°) 

EP + (aP, Abe”) 

= (zi) + z, ML (ni? + ai), 
即 A XE (ODLOD T P,CD, 6.) FF 38638. 显然 还 有 
A= A; A, PuUD EC) 上 的 谱 4 二 pr 满足 0<i0|< 


T 


T 

4 P span {P LA) Erla), Emi 0) B H= 
QODO-, APCP, Atc, 并且 对 一 切 4 MAREN A, 
Aco, Apep, c9 上 应 用 定理 3.8, 就 知道 4 在 Hy LE 
在 满足 定理 3.12 BERRAET A 并 自满 足 定 择 中 G), 
Gi) 4e EB EB ESE R SE — J, EE, 

wF s 次 根 , 也 有 类 似 结 果 。 这 里 只 列 出 如 下 定理 . 

X38 313 设 4 是 H, LEGUNERCT, e(4)CI0, o). 如 
打 0€0,(4), 或 0€ c, (A), (B ald) E3EB4K99, 那 未 对 任 
何 自然 数 #, 必 存在 自 共 轿 算 子 Ad E A= 4, HE ADe 
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ÍO, oo), Ju dold) 或 当 0€o0,(4) 时 ,有 dimdu(A4) = 1, 
, BBzR 4 UP t HE USE ER EX JE Ve 3 s c REDE — BJ. 
. 本 定理 可 念 定理 3.8 的 证 明 ， 只 不 过 要 将 牌子 方程 (3.77)— 
| G. 39) 等 换 成 更 复杂 一 点 的 方程 ， 
S= S, An dua, Af = dp, (3.54). 
s SIF, = F, Y SGAR = 6, (3.55) 
FPI t= 
Els o F SAVE? 4 GAlG*) SH 
i =Ü iti+tk 3 (3.56) 
关于 上 面 方程 的 具体 求解 过 程 忆 及 唯一 性 的 证 明 从 赂 ， 
3. 下 算 子 的 平方 根 ”对 西 算 子 可 类 似 地 讨论 平方 根 问题 . 
X3 314 ZuE UH, LEAF, 那 末 必 和 存在 Mg 上 两 算 子 
U,, 使 得 Ui 一 召 ， 如 果 再 要 求 
(i) alU) 在 单位 加 局 上 的 部 分 仅 包含 在 上 半 贺 斋 ， FH 
—lër{U,), 


Gi) U, 在 单位 国外 的 特征 值 à pe WE -z «e«t, 


WR U, 便 是 唯一 的 。 

证 证明 的 基本 步骤 与 定理 3.8 Bl, 下 面 只 作 篇 略 地 说 
HR, 

HEREJE Hu 一 NO(Z + Z*]@P ZF, U = (S, Uy， 
Us, C, D, T), YE TAB 3EMEN Ti. S" SRAT 
C, DIWAR SRAT F(=SC*U,), G(—-- SD*U,), 在 
局 一 标准 分 解 下 ， U = (s, Us, Ur, F, G, T), Vou Bw, 
f Uir, F,, Gi, Ti), HH ui= U 等 价 于 

s mm S, Uis -— Us, Ui, -— Ups, (3.57) 

F,U + SIF, = F, GUp t S.G, = G, (3.58) 


Srur sue + T, = T + 4 (SGU GaS" — Sr'GUgzG*s* 


Oone 


-LOSPRUSF*SG*  SSEUQE*SQ*), (3.59) 

类 似 定理 3.12, 对 不 在 单位 圆周 上 的 基 个 特征 值 Ru 

处 理 好 QU) LO (U) EUIS II. 当然 ,代替 (3.54)， 
(3.52) 要 考虑 的 是 下 列 积分 


i 
Ux f — as, 
yr pl —U 


Á 1 ri d 
uł = ti $i r. 


(3.60) 


类 似 地 有 
qe = (v.g) ， (3.61) 


在 PUHALO) 上 有 U, 一 Ut + US. 用 这 个 办 法 处 理 如 的 


PESTIT ET S 对 谱 仅 包 含 在 单位 圆周 上 的 西 算 子 可 仿 
照 定理 3.8, ferc bb ie (3.57), (3.58), (3.59). 

业 似 地 可 以 讨论 画 算 子 的 = 次 根 ， 这 里 略 。 

算 子 的 开 方 、 先 方 等 与 算 了 于 演算 问题 有 密 夸 联系 。 关于 演算 
问题 将 在 建立 谱系 理论 以 后 再 作 讨 论 。 


$4 W 系 


在 本 节 中 , 将 和 Hilbert 空间 类 但 地 给 出 FH. sib EARE 
RE RT EUER MEE, 并 为 干 一 节 的 Hy LL Rk SRI r 
HATERS.  - 

l1 9€ EX JURUH$2389]B HE EET TRRE DIE E 
5. 开 方 等 给 出 投影 算 子 的 一 般 形 式 . 

. 3I% 4.1 WI, AR BRAA T. KERRI Hy —NO 
{Z + Z*)@P 之 下 为 E= {5, Ex, Ep, F, G, 0}, PREX 
Hx 上 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 有 分 解 Z =Z FZ,, Z*— Z+ 
Zt, m {Zo ZF}，424, Zf) 都 是 H.D. 对 ， 并 且 s; Z— Z; 
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S*: Z* — Z* 具有 下 列 形式 ; 


I OV Z, t O Zr 
s= (ç o) Z s-(5 o) zi (4.1) 
而 Ey, Ep 分 别 是 (N, —(-,:)), (P, C, 3 FEW 3, 
I F, O G 0 
r= m s= (o c) (4.2) 
»i (Es) —> Z,, F: AFCES)t — Zi, (4.3) 
D4FCER.)— Zx, G; FUE" Zy. (4.4) 
M o: zz 为 在 分 解 Z* 一 ZQbZ Z 一 Z,+Z, FERK 
o= (P P9), sz, z* RN, 
T 0h, Q»-— QU, O, — O3, (4.5) 
Qu i m Qo. On = GG — F, F”. (4.6) 


证 -必要 性 因为 三 是 投影 算 了 ， 所 以 Et = E, 根据 定理 
3.3, XA 


S =S, Ep-—Ey, Eb = Er, (4.7) 
SF + FE = F, SG + GE,—G, (4.8) 
QS*--SQ-FGG* —FF*—0. | (4.9) 


Ei (4.7) GPS, Eu, E, SAE CN, — (5, 0, (P, C, Á 的 
投影 算 子 , 5 是 7 上 等 等 算 子 . 

对 于 空间 工 上 着 等 算 子 93， 显 然 有 分 解 Z — Z1 十 Z,， 甘 中 
Z= 94(3), Z= P4(S). Æ Z,, Z, 中 分 别 取 线性 基 m oss, 
Els Dts Ar, 并 在 z* 中 取 对 偶 基 zf, "`... HR Ea, tta 
sf, HEAR (Z, Zri, (Z, Z8] (ZF = span (zf, e, 20}, 
Zy = span [tfn `... s 都 成 为 H.D. X, ER S, 5* 具有 
(4.1) 形式 

对 任何 se CES), n'€ F(Es) , H (4.8) 得 到 

SFn = Fn, SFn'-—0. (440) 
M. (4.10) 可 知 , ZEE N = NEDD LEs DIR Z2, 
Zo ZT, F RA (3.2) 的 形式 .同样 ,由 《4.8) 还 可 得 到 《4.2) 中 品 
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的 形式 。 
HT Q= 90*， 因 而 (4.5) 成 并 .再 由 C49), 得 到 


Qu On 204 Qu GG? O FF O 
os 2.) 7( Os o)+( o ec) o PEN 
RI (4.6) 成 立 ， 
充分 性” 显然 ， 根 据 引 理 的 假设 ， 立 即 知道 (4.7)—(4.9) 成 
Mr BDE 3ES6 K T REX. aE Ri. gk. 
推论 42 设 在 标准 分 解 H. 一 NOIZ + Z*)@P F, RER 
F E = (S, En, Be, F, G, O}, PREZIME 4.1 的 《4.1) 一 (4.67 
SORT 
EH y = span [n + Fn|n€ SUEDO D(Z, + 21) 
Q span {p + GPIPE FED), 
Zt = (zf — (Fist — PRYst) + (Gr? - 
— GG) + Ofbzt et € Zf}, (4.11) 
(I — EMT, = spanls — Fn|n € EN) 
| @(Z, + 2t) Ospin(o 一 Golpe NED))} 
2: — [zf + (Ffzf + F FFz*) 
— (Gfsj + GGfrg) — Qozi |f € Zt). (4.12) 
证 WEE Elk = @6,(F), (1 — EMI = 44(E), FEIE 
(4.11): 
EZ, JH ZCO.Q(GE). 而 对 任何 ne E&N, 根据 (4.3), 
(4.10), I : 
E(n + Pa) = Eyn + Fn + SFn = p + Fn, 
HI s + Fse fal). 同样 ,可 以 证 明 对 和 枉 何 pe EP, p + Gpe 
PaE) ` ` 
对 任何 € ZE ， 必 有 唯一 分 解 >*= z? + zf, gE Zi, 
ste Z$, RI 41)—(4.6), 
Ez* = S*g* — F*r* -+ G*x* J O"z" 
= z? — (Ffz# + FF7zI) + (Gif + GGirj) 
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+ Oues — (Fist 一 F Fx!) 

， 十 【ro 本 一 GGgast) + Onst. (4.13) 
BTE Es*, FFz# + F F# zf E Gfej--GGisi, Quz € Bu(E), 
并 且 Z,l1 Zf, Z, LZ#9?。， 所 以 兴 上 式 立 贞 得 到 

span{n + Fajne .AF(EN)-}DIZ, + Žr} 

Dspan{p + CPPE AP (EP) yC EH, 
友之 ,也 易于 直接 证 明 , 对 和 任何 2* + z-+ n + p€ Hx, 
E(z* + z+ n + p) span(z + Fn|n € (wd 
@1Z, + ZfiOspan(p + Gp |p € Fr CEP). 

这 样 就 证 明了 (4.11) RE. 

类 似 地 可 以 证 明 (4.12) 成 立 , 证 毕 ， 

推论 4.3” 设 在 标准 分 解 TL, 一 NB{Z 十 Z*}BP T. HE 
BT E 一 {5, En, Er, F,G,0}, 令 

N’ = span (n + Prin€ (Est 
Dipanjan 一 Fnlu € (Es)? 
|P = span (p + Gp|pe AEH} 
Gspan (P — Gp|pe FED, 
那 末 , 必 存 在 Z* ， 使 得 {7x 一 NOIZ + ZU)OP 是 标准 分 解 ， 
并 且 在 这 个 标准 分 解 下 ， 互 一 (S, Ev, Ep, 0,0, 0], 其 中 Ew, 
Er 3I (QU. 76, 0, C, 0,2). 上 投影 算 子 ， 

证 BiR spanís + Falae SIE) }, span {a — Fs|n é 
FUIS) # Gr.) 是 直 交 的 ,并 且 没 有 公共 的 非 零 向 量 , 所 以 
(4.14) 中 第 一 式 的 “四 “是 确 当 的 。 同 祥 第 二 式 中 的 “外 ” 也 是 确 当 
的 ， 


(4.14) 


从 F,G 的 连续 性 易 知 ，N', P' 是 两 个 闭 线性 子 空间 ， 又 显然 
它们 是 非 退 化 的 ,因而 存在 Z=”, w | 
, Hg N'O(Z TZ" GP —— (445) 
是 标准 分 解 ,并 且 Z,N’, P 都 是 马 的 不 变 子 空间 。 假 设 在 标准 分 
1) ZZ Z,iZf 保证 了 spanfm + Fe|aE VENY} + (Z+ 2%1Y+spaníp-+ 
Grir € AKCE 是 直 交 直接 和 ， 
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SE (405) F, E= (S, Ew, Ep, F',G' , O}, WE EZCZ, 
EN'CN', EPCP, gk f 
$= El: =S, F = 0, G =0, 
并 且 Ev, Ee SWE (N-COP CL 上 投影 算 子 ， 
对 在 标准 分 解 (4.15) 之 下 的 E 一 (S, Ew, Fp,0,0, Qr 
应 用 引 理 4.1， 存 在 空间 的 分 解 | 
Z= Z,+Z,, Z*' = Ze LZ, 
并 且 在 这 个 分 解 下 ， 
; Qu Ow 
° -(5. Qu 
利用 (4.16), 容易 证 明 ， 对 任何 z*€ ZE”, a* + Orte Bu(E), 
而 对 任何 ste ZP, s 一 ce OalE), 并 且 如 果 用 
Z#' = spaníz* + Qa" |z* € Zi"), 
Zl — span(z* 一 Qs*|z*« ZE”) 
分 别 代替 Zf", Zf", WE Ne= N'I + Z" (Z*-— 
Zk” Zy”) AERE, Tuldxe RESET. E= (s, 
Ey, Ep, 0, 0, 0]. EE, 
R 在 推论 4.3 的 标准 分 解 e =N {Z+} OP 
(Z = Z} Zi, Z” 一 ZY YZE) ZF, 投影 算 子 E = (S, Ew, 
Ep, 0, 0, 0) # 的 EH, O — EXT, 分 茵 是 下 列 完 备 子 空间 
EI, AL En) DZ + Zr TO. (Er)*, 4.17) 
U — EM = NE OBZ + züo.rc). (4-18) 
2. & E JF I 9 LER Ur tk 
X41 设 {4。} 是 完备 不 定 度 规 空间 (T, © D 上 一 
PU Si WT. R TETEHRMEWCT- 4, 使 得 任何 <, ye IT, 
lim(4az, y) = (Ar, y), 


则 称 (A. BRAFA. A A= GS) lm 4. 


显然 ，{4,} TE (T, (5, ERKAT A SiT: AEN 
正则 分 解 H 一 HH, (由 它 导出 的 内 积 为 [' ，' 1), {4} 在 


Jr 


) 9&9, 0&0, OF = Qa. 4.16) 


一 


Hilbert Zs[8] (Mi, -1) ARAT A. 

定理 4.4 it {E} E Hk 上 一 询 投 影 算 于 ,并 且 EGLESmRS 
ZE, e, UR (E, WAAT E, PREGE H, 上 投影 算 
+, BORO lim E, = E. 

WE ”证明 分 三 步 ， 

(IT 证 互 是 投影 算 子 : 由 于 (E. 是 一 列 有 界线 性 算 子 ， 志 
DL E — GE)umE, BEA PRERIEPET , 显然， 对 任何 <, yé Hy 


(Ez, y) kas lim( E,x, y) -= lim(z, E,y) = (x, Ey), | 


B] Et — E. 显然 ,要 证 明 ?是 投影 算 子 ,只 要 证 明 E? ERY 
er. HEE, RE EIS y€ Hx, 由 于 iE. gas TE, Bri 
对 任何 g > 0, dV Nis EE 


ICEz, Ey) — (Esg, Ey) <=; (4.19) 

inp Ns Ji, X. rt m CR fiy zN), EE 
[CEn,s, Eny) — (Enx, Ey)l cl næm, (4.20) 
IG, y) — (Ex, y)| < T a Zo. (4.21) 
KG. 19)— (4. 21), 并 广 意 到 当 B Z= n, m aL bt, E En, = Es; x 

即 得 到 
(Bz, y) —(Ex,y)| = Ex, Ey) — (Ez, y)! «e 

BTeRCRE, BERES (Ez, y) = (Ex, y) 对 任何 x， 
(H) 证 明 EH, 一 n Ele. 4L a EH, rg 


是 闭 线性 了 于 空间 ,。 对 任何 、 x€ L, Hr Ex = x, n = 1, 2, 
所 以 
二 


Ex = C) lim E, = x, 

HD ENDL. FEBRIER LO EH, | 
EXE, 由 于 (EL) 是 一 列 彼 此 可 交换 的 ， 内 而 弱 和 极限 与 
(E,) 中 每 个 算 于 都 可 交 痪 。 从 而 对 任何 x, ye Ux, 以 及 自然 数 


(E,Ex, y) = (Er, E.y) = lHm(E,x, E.Y} 


= lm(E,x, y) = (Ex, y), 


LE] 
Rp E,E = E(n = 1,2, -), 从 而 EllxC EJIx(n = 1,2,4), 
Bl EUxcL. | ! 


由 等 式 Elk (| E17x， 还 可 以 得 到 
a= 


CEH)** = Elk = [] Ek 
*-1 
+ 


= (^ (BA — UIT"; 
. 9-1 s=] 
由 第 一 章 推论 3.6, BHS 

SGH = OJOS | (4.22) 


Qm) FA) Hm E, =E: 由 于 iE.) 是 可 交换 的 一 列 算 
F, 所 以 一 ( 弱 ) im， 也 与 每 个 ,可 交换 ， 因 而 存在 公共 
的 标准 分 解 Mk= NGIZ + Z*}BPP， 在 这 个 分 解 之 下 ， 

E = i5, Ey, Es, F, G, Qj, 

E, = (8,, Esna Es, F,, Gu, Osta n=1,2,--.. f 
29 (Z+ Zt) = HOHE 是 正则 分 解 ， 下 面 将 用 由 正则 分 解 

Hx = (NO HT)DUOTOP) Brr- SES - x VEL (EQu 的 

强 极限 . 2 

显然 ,( 强 ) mE,= E 的 充 要 条 件 是 


. (4.23) 
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. (s) lm $, 一 S, (8) lim E, = E, 
| bi vt (4.24) 


(GR) lim Fa = F, (38) lim Q, = 0, 
(35) lim E» k Eps (5) lim G, = G. (4.25) 
因此 .只 要 证 明 (4.24), (425) 成 立即 可 ， | 
AT) lim E, = ， 由 此 可 知 相应 于 (4.24) 中 的 四 个 等 


式 的 弱 极 限 等 式 成 立 ,， 但 由 于 Z, Z*, N 都 是 有 限 维 空间 ， 所 以 
(4.24) 的 强 极限 等 式 成 立 。 因 此 , 我 们 只 要 再 证 (4.25) 成 立 就 可 
UT. | 
由 于 ( 弱 ) Em E, 一， 所 以 对 任何 p, Pe P, s*e Ze, 


Him( Espp, P) = {Epp, p), | 


` lim(G,p, z*) = (Gp ,2*). (26) 
又 根据 共鸣 定理 ,存在 常数 M > 0。 使 得 
Esl EM, IG M, s= 1,2,-. — (427) 
IMER peP, O | 
{E EaP 一 EorEnrp + G.E, P GO | 
E,E.p— E.EQp- GaEasp + S.G — (428) 


E,p Enf + Gaf f 

而 当 ncm 时 ,有 E,E, = EQÉ,-— Eas 所 以 由 .上 式 得 到 
EE pp = E ppE ap = Esr, ' (4.29) 

(00000 G,Eu S.G, — Go, GEL + S.G. = G,. (4.30) 
(4.29) 表示 UE] 是 (P. C, -)) 上 单调 下 降 投影 算 耶 序列. 
根据 .Hilbert 空间 上 顽 收 钱 的 投影 算 子 的 单调 序列 必 红 收 茧 的 事 
X. 立即 从 《4.267 (^. 29) 得 到 ( 强 )iim Bur = E. BF FLS 
ICA) lim G, 一 G. 
-O AA Gih 是 有 界 数 列 ， 所 以 只 要 证 明 在 (P, C*,-2) 的 
某 个 稠密 集 上 (G.) 强 收敛 就 可 以 了 .显然 , 染 
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A- (n E.P) u(n (一 E.P) 
是 (P, C, DERBE (因为 (Uu) 是 0,6.) 上 可 交换 
的 投影 算 子 序列 )。 对 任何 pe (| E.P, BI pe EP, 并 县 
Earp = p= Ep. n= 1, 2,3 (4.31) 
又 由 于 Ep = Esp + Gpe Es {~ a EI), WS 


p + Gp = E,(P + GF) = Enf + Gap + SaGP, 
t + Gp = E(p- Gp) Esp + Gp + SGP. 
M. (4.31), (424) 和 上 两 式 可 知 ， (G, 必 强 收 伍 于 Gp, BD 


{Ga} 在 n E,P ps CT G. 而 对 任何 peU — E,,)P, 


Eš (4.30) 的 第 一 式 可 得 (不 站 设 n Z° m) 
Gap = G,(I — E.) = S,G,t; 

4 mR, E {Sa Y 的 强 收 化 性 立即 可 知 ， (G) Æ (I 一 Er)P 
ERKAT EURA lG, 在 P 上 已 弱 收 化 于 G). 证 毕 . 

定理 4.5 设 {E.} 是 Hx 上 一 单调 的 投影 算 子 序列 ， 则 下 
列 三 件 事 等 价 。 

O (E,) 是 有 界 序列 。 

Gi) (E,) WA. 

^ (Gu) (E) suu, 

”证 XXE 4.4 CRRA rH Gi) TIGRE Gu),  qfudidkm ER ST 
EH (Hi) 能 推出 《i ,所 以 只 要 证 明 从 (i) pepe Gi) BIST; 

. Biz {E} 十 有 界 的 序列 并且 E, E, gE, A 
证 明 {£} uake. GTF (E.P 可 交换 , 所 以 存在 公共 的 标准 
分 解 x 一 NOIZ + Z*}BP， 在 这 个 分 解 下 ，{E,} 能 表 成 
(4.23), $ {Z + 2") -1 MOM 是 正则 分 解 ,i :是 由 分 解 
Dx = (NO(YH*)Q(OIS OP) 所 产生 的 范 数 《下面 就 用 这 个 范 数 计 
算 )。 显 然 , 只 要 证 上 明 下 列 弱 极 眠 存在 即 可 。 
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CH) lm5,, (58) lim Es 
Wu "° (4.32) 

m im F,, (8) lim Q, 
(38) UmE,, (88) EmG,. (4.33) 


HT (E, 是 有 界 序列 ， 即 (EQUES ÆA CE. mn 
(15,83, GFA Ce. CHO UP BESRA, mi TES" 
lEs — 1. 0 —1,2,-. EDO {Em}, (EL) 分 别 是 Hilbert 
空间 (N, — C, 7, (P, 0, 7) 上 单调 下 降 投影 竹子 序列 ,所 
FLORE) tm BEwr，( 弱 ) lim E,, 存在 ， 因 为 5，N，Z” 是 有 限 维 


空间 , 根据 Sh UF, iig) 的 有 界 狂 ， 易 知 必 存 在 自 
然 数 的 于 列 (nu, EEG) limsa (HS) Em Fa (393 im Ou 


存在 . : 
对 每 个 Gu: P— Z, HF dim (G. ) < dimZ < œ, MA 
din(PO.A(G,)) = dim (G,) < oo, 从 而 roe, ) 是 
可 析 的 再 利用 DG. BUT. BUE TERI {Bu 在 


?有 -cm ES, g o,] uu, = — 0 = 1,2,:..), 


Mill {Ga} Bist. 
综 上 所 述 .我 们 证 明了 下 询 命 题 : m 上 单调 下 降 的 投影 
算 子 序列 (EQ) 是 有 界 的 、 那 示 它 必 有 弱 收 化 的 子 序列 (En). 


根据 定理 (4, BGB) EmE, 是 相应 于 (| E g 
' ml . ; 
RT. 
BET T BERT ERA (E...) 都 有 Ñ Espill k 一 


Q Eafe = n EJ, 所 以 (E. —— Gà 


是 同一 个 E. 外 此 ， 不 难 知 道 E.) 是 弱 收 敛 的 序列 ,证 毕 ， 
注意 ”在 一 般 完备 的 不 定 度 规 空间 中 ，1Es} B PANEK 
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等 价 的 。 
3.357 Bake ERTER 

X342 AEG. 上 投影 算 子 全 体 . {E} 是 除了 
(— 66,00) 的 某 有 限 个 点 h,o, u 之 外 都 有 定义 的 ， 并 取 值 
于 中 中 的 (投影 ) 算 子 值 函 数 。 IE CART EN 

Gi) WIKI Gà). t. f t)... AR, ESE, 

Gi) GA) lim E, = 0, GR) lim E, — 1. 

Cii) 对 任何 to Se Ay, "`", W, 

(9H) lim E, — Ens 


Pg 


则 称 (E) 是 (一 co, oo) 上 谱系 ， 

GEX AGE (EL) 是 仅 在 《一 co, oo) 的 有 限 个 点 sss, 
如上 没有 定义 的 谱系 ,如果 对 于 某 个 kr， 以 及 任何 包 合 u DCD 
ac rh WEN Eam Ee 一 WE 

[EAE (4.34) 


MERU 是 谱系 (EQ HERA, 

注意 临界 点 焙 念 在 Hilbert 空间 谱系 理论 中 是 没有 的 ， 它 
.是 Hibe 空 简谱 论 和 完备 不 定 麻 规 空间 谱 论 本 质 区 别 之 一 。 另 
外 ,和 Hilb:rt ZN —#, BTE M 空间 上 引进 [4,01 LRE 
线 虐 ~-- 般 的 闭 集 上 谱系 的 福 念 ,以 及 圆周 上 谱系 概念 等 等 ;这 中 不 
E—-—G3E, 

相应 地 可 引进 x EAJRI 西 算 于 的 临界 点 概念. 

定义 4.4 设 4( 或 0) 是 Hk EBJEQGRBORT, 1 是 它 
的 实 特 征 值 (或 单位 罚 周 上 特征 值 ), 如 果 相 应 的 根子 空间 04) 
(或 gj(D)) 是 退化 的 , 那 未 称 : 4 (或 5) 的 临界 点 。 

在 讨论 Hz EBDEASCHCTAUWHEUIX 上 西 算 子 可 关羽 讨论 ) 
HORT, 我 们 首先 注意 到 的 是 , 4 的 非 实 谱 必 是 特征 值 , FARE 
KAERA: 而 相互 共 圈 的 一 对 特征 什 2, 1(1,2 > 0) 所 相 
应 的 根子 空间 的 和 CA) 104). 是 非 退 化 的 闭 线性 子 空间 ( 即 
id) 十 oa(4) 是 H. 的 完备 于 空间 ), 从 而 @,( 4) 0104) 约 

+ 1927 


n———— e m Eo = 


4 A. BiluiWu, BERAAT 4 的 谱 论 实质 上 是 讨论 4 的 谱 仅 是 
包含 在 实 轴 上 的 情况 ,而 对 任何 4 的 实 特 征 值 :, In BL BE ASI T 
空间 名 (A4)( 它 是 闭 线 性 于 空间 ， 见 $2 推论 2.10 的 (i) 是 全 
有 零 性 向 量 的 非 进化 子 空间 ， 那 末 4 在 约 化 子 空间 PA 上 的 
说 仅 含 有 单 点 (A), 而 4 在 HK 型 空间 DICA) 就 不 再 以 为 特 

H., PA. EE OCICA) 中 含有 零 性 向 量 而 非 退 化 的 4 最 多 不 
超过 天 个， 因而 我 们 内 要 讨论 4 在 Hx 上 的 谱 仅 含 单 点 14} 和 
不 全 相应 的 根子 容 间 是 非 退 长 的 县 包含 堆 性 向 量 的 特征 值 这 两 种 
情况 就 可 以 了 . 

Ha Pi dki Pi ROOMS. H, 上 谱 仅 含 单 点 " 的 自 共 
AE CT RON F 33: FEREDE /Tk 一 NB{Z + Z*)@P, 
在 这 个 标准 分 解 下 ， A = [S, Ax, Aps F, G, Q), 其 中 dy => 
M, Ap— M, 'EAIA HUE (QN, —6, ), P, C) Er 
算 子 的 4 倍 ， 而 (S) = (ar, $ P, = 1p1Gp = 0}, WE P, E: 
(P, Ce 的 闭 线 性 子 空间 (从 而 也 是 H. 的 完备 子 空 间 ), 并且 
dm(POPR)«K. 由 于 P&4COÓuCA), PTA P, 840 A. XX RE, ATE 
P, 上 是 AT, WMAEARE Ne 型 空间 Pa = N P 1Z + Z*) @ 
(POR) 是 具有 单 点 谱 (i) DB 363 ECT, 它 的 结构 是 清楚 的 . 
Aut. 下 面 讨论 Oz 上 自 共 轿 算 子 .不 妨 都 只 假定 具有 实 谱 ， 而 
颖 不 含有 租 应 的 根子 空间 是 非 退 化 且 含 有 零 性 向 量 的 特征 什 ， 

- EM £6 WAE Hk DBEGOHERE T, e(a o, o), 
并 且 没 有 相应 的 根子 空间 是 非 退 化 且 含 有 半 负 向 量 的 特征 入 ,如 
果 在 标准 分 解 Hx 一 NOLZ 十 a2 d ZF, A= (S, dn, Ar, 
F, G, Q9}, WE 

G) oldn). 
(8) o(S) 是 由 4 的 所 有 临界 点 组 成 . f 
dE (0 3E Ealan), 并且 heols). HER z* + r+ n+ 
be O, (A); MEA BRE m =< 2K + 1, (i 
| 0 = (4 — igIE )"(z* + z+ n + p) 
= (SF — AMM)"z* 4-8 + p' + z, 
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pEN, PEP, CZ, — (435) 
H+ «(9*5 ~ oS), 所 以 只 有 &*— 0, BB dC) 中 向 量 的 一 
HERE z-nd p. 

同样 ， 可 只 00 (A — AID"(z +n + p) 中 推出 (Ap 一 
Wip = 0, (An — Al)” = 0, BB CA, — up = 0, Cn 一 
Wie 一 0。 和 但 对 这 样 的 向 量 p. a, HOT hee(5)， 必 可 找到 唯一 
相应 的 向 量 z, x.€ Z, tE 

(A — hlp + sp) = 0, (4 — holin + =) = 0. (4.36) 
如 果 €,04) 中 每 个 向 如 2 十 # + p 都 能 表示 成 P T zp n + 
ss 的 和 ， 那 未 (01,04) = span ta 十 z. HD span (p + z,). 显然 ， 
9,CA) 是 非 授 北 的 ,这 与 假设 本 含有 相应 的 根子 空间 是 非 授 化 且 
含有 负 性 商量 的 特征 值 相 了 矛盾。 因此 (A) 中 必 有 向 量 * 十 
f + p 不 能 如 此 表示 ， BIA z + s + p =s si + (n + z,) + (p+ 
2,); Hü 2 天 和。 但 这 又 将 导致 《4 — AI )"z — 0, 这 又 与 假设 
A.ee(S) 柱 冲 突 。 所 以 Aras), 

(i) 对 任何 hE o(S), BF AM€6o0,C4), FEB z€ Z, 
使 得 (4 一 1)s 一 0， 因而 PaA) 必 是 返 化 的 , IRER, w 
是 4 的 准 界 点 . 

反之 ;如果 有 临界 点 tols), 那 末 由 G); WEol As). 因为 
A 的 不 同 特征 值 相应 的 根子 空间 互相 直 交 ,所 以 04,04) LNBZ， 
令 Z'—e6,:00n9,00^, BT eC). 是 进化 的 , 所 以 Z'= 
UHE Z'*HNGQZ. sw" (WBZ) + Z 是 lk 上 半 负 
于 空间 再 根据 4 的 不 周 特 征 值 相应 的 根子 空间 AA ER bk 2 X<, 
所 以 (NZ) + Z' = (NZOZ, Mi dim(N®Z + Z”) = 
dim( NZ) + dimz’ = K + dimZ' > K. ` 显然， 这 不 可 和 能， 所 
以 ,4 的 临界 点 必 在 CCS) m, uH. 

定义 4.5 设 Letts L, 是 线性 空间 工 的 线性 于 空间 ,并 有 
L = Lila La 因而 对 任何 x€ 工 ， 有 唯一 表示 x= 
m dx) tarn, € L, im 1,2,-.., n. KLE L, Rt 
算 子 P; rr 是 工 在 分 解 L = L} Li} BRL. TEL; 
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的 平行 投影 ， 
为 给 出 自 共 斩 算 子 的 谱系 ,我 们 先 给 出 自 共 兢 算 子 的 预 解 式 
引 理 4.7 设 4 是 Hx 上 自 共 圈 算 子 ,并 且 在 标准 分 纤 x 一 
NGQIZ + ZEP >F, A= (8, du, Ap, F, G, Q}. WR, 


0 À€ eC A) 时 ,在 同一 标准 分 解 下 ,有 


QF 4) — {A — S), (41 — As), 
(I — 4,)7, (41 — S) FQ — An), 
GI — S) G(41 — Ap”, 
(al — SY [0 — F(AI — A4)! F"* 
+ GUI — A GIUI — S* h (4.37) 
oH 
avi S* — MY p. 
(A1 — 8*) -5X GM. (4.38) 
其 中 2... 41 是 5* 的 特征 值 全 体 ，PY 是 Z* 按 分 解 2* 一 
6, (5*) 10. (5) 1 -二 Bu(5*) 在 O0). 上 的 平行 投影 . 
证 . 用 定理 2.8 09 (2.53) 式 可 直接 计算 出 (4.37) 式 。 这 里 
从 路 .而 (4.38) 是 线 代数 中 的 结论 ， 证 毕 。 
定理 4.8 设 4 是 Tx LAREN T, Acli °, co), 
ko u 是 4 的 临界 点 全 体 。 那 林 , 必 存在 (一 oo cp) 上 谱系 
(Z) METAR, 
. G) 除去 S h, u fh, {E} 部 有 定义， 

o i) 对 任何 区 间 A- (a, 8] (o, E = distris A), Ea 
DIAE, = E, — E), SHAANA TA. ME 4. OR 
A 在 Esik 上 的 限制 , 那 末 e(44)CA. 

Gü) 当 4 不 含有 相应 根子 空间 是 非 退 化 的 且 含有 零 性 向 量 
的 特征 值 时 ， 那 末 对 不 含 4 的 临界 点 的 A 一 (e, fl, E lk 是 
正 的 完备 子 空间 

Gv) 对 每 个 m astin GR) lim E, 存在 ， 


r za 
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(v) 当 4 EARS T, i m = nfiilico(4)), M = 
sapíalà€a(4)), 那 末 E,= 0 (G — m), E, = 1 G > M). 

(vi) EHS À RISE ALERT BEL JURE RET: BS EGAL, 
u) 可 交换 。 


本 定理 的 证 明 主 要 是 利用 4 的 预 解 式 (4.37),(4.38), 直接 计 
算 下 列 力 道 积分 . 设 e> 0, A = (=, 8], 227 8, 


E, = ( 强 )lim +- $ (Al 一 AYA, (4.39) 
t9 2-1 v 


EP n, TREE CER Y ARRO FR Pk. M (4.37), (4.38) 可 
4n, 只 要 (4.37) 中 每 一 项 的 图 道 积分 强 极 限 存在 ， 并 计算 出 相应 
的 极限 值 , 就 可 知 (4. 39) 中 强 极限 存在 ， 并 且 给 出 Ea 的 解析 表 
达 式 ， 

TERAH Hilbert 空间 (N; — Ch P, C: 上 的 
B Aw. A 的 谱 分解 。 以 及 复 变 函数 论 中 计算 留 数 的 方 
法 直接 计算 (4.37) 中 每 一 项 的 围 道 积分 ， 这 里 计算 的 方法 都 是 
通常 的 ， 不 氛 写 出 计算 过 程 ,只 列 出 结果 (部 分 计算 可 而 附录 ). 下 

， 面 的 极限 都 是 指 强 极限 . 


3BR49 设 50, 对 每 个 实数 4, 记 FO) -+ . 
EP FN 
fen PA 


F a= f — RO) a < 3 < 8, 
. —f£(), À-a 或 Ac B, 
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—w— e — n r  — Y —2 «2€ — i —— Q. 


1 E 8 
其 中 ho) L (ues L5 orae L1). 
显然 ， 
im lim F,(4) = lim lim F,(1) ~ i (4.40) 
Fi le 
lim lim F,(4) = lim lim F,Q2) - (4.41) 
RD ie 


BIER 410 设 4 是 Hiber zs» E E Ë 3t4e A f, PK 
lim f (7 一 4) 4 存在 ， 如 果 (Ef) 是 4 的 ( 右 连 续 ) 谱 
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系 , 那 末 对 任何 ,re H, 
Um jc f OI — AY Ni m Er + (Ej — Eds 
*XLGiI-EDR)s — (40 
由 引 理 4.10 可 见 , 对 于 Hilbert 空间 上 自 共 轿 算 子 4, dm 
果 = 或 是 4 的 谱系 (E7) 的 不 连续 点 时 ， 必 须 覆 改 图 道 积 分 
i$ araar 在 这 些 点 上 的 值 ,才能 具有 下 列 形式 


-y (41 — 4)7d1 = Ef, p (4.43) 


lim 2xi 
FE, AJ Hilbert ZH LARARE TO E3R HI BUS SIR 
用 修改 后 的 定义 (443) 式 ， 这 种 修改 的 办 法 可 以 通过 换 围 道 7 
成 为 变动 力道 >。 来 实现 。 这 里 ; +, 是 将 7 平行 实 轴 右 移 V e 
后 所 得 到 的 力道 。 这 样 就 得 到 


Fa — V e) m $e. 


显然 ，im FL 一 W e) = Xana) Gs) 是 (e, 8] 的 特 


征 便 数 )。 从 而 ,如 果 (4.43) 中 国道 积分 中 国道 取 为 了,,{4.43) WI 
严格 成 立 。 今后 的 图 道 宫 分 ， 都 把 Y 理解 为 这 样 修改 后 的 定义 方 
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xx CH sg rh 85 en imt), 
HRANI FX Xx, 
lim —— L f (AI 一 S*)' qk It = P#z*, ste Z*; (444) 


6 — 2 mi 


lim — L f (AI — Ay) dan = EZE ern, n€ Ni (445) 
aen 23; 


lim —_ f (AL— A dM E f, PEP, (446) 
(0 Do 


Em -L L. $ (Al — S) dks = Pez, z€ Z, (4.47) 


5-0 Zmi 
其 由 (Ef7] Rp tE Ao 的 谱系 ;PF 是 Z= 中 平行 投影 ， 
Moy 中 不 合算 子 5 的 特征 值 时 ，、P} 一 0。 而 当 Y hes s 的 特征 
|l LS, PF = PF; P; 15 P? ASGARI, RRIA Z NÉ Z*, 
(4.45), (4.46) RE (4.43) 在 A= An, d = Ap 情况 下 的 
REM. 直接 利用 (4.38) 计算 积分 就 得 到 (4.44), 类 伺 地 又 可 
4 (4.47). 
TEHHtEH, RAREN T 中 最 多 只 售 8 的 一 个 特征 值 的 
情况 . 4 | 
8159 4.12. 对 任何 pf P, n € N, 下 式 对 一 切 非 负 整数 下 成 
X. 
Em = f O1 — A — 3) (os n) 

一 Gul 一 A 9? (Ert, — Fs m). (4.48) 
其 中 , 当 yela, gp) BF, F(u) = Is 当 ula, 8] Hf, F(21L/)= 
0, X (pin) BRAR” BE P3 Ao 取 As R A 而 定 ， 

为 了 计算 算 子 


B, = i: $ (AI — 407, — Ay 4*9 (A, — à) 9*rgi 
(4.49) 
RRI SLAIS: 
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-罪名 五 此 


R,.,(2,., i + 1; hes K + 1) 


-= {Ad um A.) 0 [an un A...) 00 


k 
1 d* — G 
— Wd 75 (ap — 1) 9*? |, 
ZEIT ) l: te 


-" 


Fidi 
Jo MES Ay | EÀ m. (4.50) 


显然 , 当 aQC€[e.8] if, Rolim i+ l; L, K + 1) E 45 
ERARO RIRE Umi D XT OS kr 1) £ (e, £l 
E8338 T. 

5|38 4.13. 对 任何 pe P, ne N， 下 式 对 一 切 非 负 整数 《，; 
成 立 
lim B,C?; n) = 

k 
[704 — com [3:3 £s asy 


4 . 
, (4(.,— od (z — EAM) T RM, 了 + 1; A, 


4 | - (4.51) 
&-F 1) Ec) (P; n), X nEle, 8], lale, £1; 
(I 一 4,,) 4* (1,1 — 4,,,) 0*? 


MTE 


> CE US 一 Fims M9»: 2), Had. 
其 中 的 (p; n), 意义 如 引 理 4.12, mH L, = lm, R. ¿LE (e, 8) 
Bf, Flims t) =I; ML, Ai.€[o, B] WL. F(A,, 1.) = 0, 
AMAIE 4.10 一 引 理 4.13, 即 可 给 出 《4.39) 中 En 的 解析 


RAA. RIIA FINES: 
— p 
£c = ic Ed), A, € (a, B) (4.52) 
EG, A€[e, 81 


1) RR RoAmsi tl; Ask H1) = KA Dal Ah BOR [as 
Bl LRR, 《一 00,00) LERRA R X.C 是 (ay 8] 的 特征 函数 . 
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Hoa, X, Aco) = 21 PU — S XG — Aa DEG, 
| (4.53) 
Pon, A...) = > (1 一 26,,)H, (1, X, A...) (4.54) 
QA e = mi], 5, =l; M ee m 或 Lela, 8] BF, 85, = 0.) 
Qen(X, A) — 935 0 — 28, Hsu, X, A...) 


Mn 
t Hoa Qn X, A.) + 51 3 [GU — syp,x 
ms dk 
jid 
t| OM — 4) 81», — dm A 
I eh A Saa N 


A 
(4, = A)" (1 mu Eq 51) 
H Roam RE 1; 和 二 DEG 


- X(n] 一 S*)P* | + >° >; {Gm 一 SyP,X 


mys jk 


z Ld 
|G — ac) $3 E E au cay 


m= n! di^ 


A 
ii CAL — AJ) (I 一 EQ) 


+ RA, 1 + 1; Aes £ + DEG 


- X*(441 — S*)5p2 } (4.55) 


= m d (ao ay 
9 2:2: 63x qm M) 


一 D/G,L— SYR QUI — St 
+ (—1)&G,I — Sy?P,QU,I — SPT, (4.56) 
ERAL 设 在 标准 分 解 H. 一 NB{Z + Z*)@P >F, E 
RAF 4 一 (S, Aw, 4, F, G, Q}, hcc ES ONE 


s 490 < 


1=1, 


OA. PP 表示 Z 按 分 解 Z — p (S) 10,5) 10405) 在 


$103) 上 的 平行 投影 ,又 设 (ESU 是 AQ. WWA MANR 
É An. SUMA 的 区 闻 (o. 8), 在 同一 标准 分 解 下 ， 

Eam = lim > — de AI — A'di 

me (P., 了 La。 E. Pa nt F , As), Po 6, 4p), 
mE O. e (F, Ay) + Qu n6, EI + 9.1. (4.57) 

本 定理 可 以 利用 引 理 4.7 的 (41 一 4)" 的 表达 式 以 及 引 理 
4.10 一 引 理 4.13 的 计算 直接 得 到。 证 明 略 ， 

+ ”如果 (a, B) REEE SHAI, BBR (4.57) 中 已 一 
0. 如 果 (e, 8) HRA S E. (a, 8] riba S As 的 特 


征 信 , 那 未 (4.57) 中 Po 0, EcZ5—0, Pug F, An)—0, Q.— 
0, Omn(F, 4) — 0, 并且 Qu 6, Ar) = D Hielm G ， 
Ap)HQan(A., G, Apy" = P.a,n( G , APh aC, 42, BR 


Esa = (0, 0, En, 0, Peon(G, Ar), 
Pon, 4)Pu lG, Ap)*Y, |. (458) 
用 定理 4.14， 上 面 的 注 , 以 及 类 似 证 明 引 理 4,12 RISE 4.13 
的 方法 ,就 可 证 明定 理 4.8, 
下 面 证 明定 理 4.8 
G) 作出 {E}, JEN {Ei} REGE rm h, cn 外 有 
ELINAA., WEE, 对 任何 (a, 8]， 由 (4.57) GI, Ean Ë, 
是 HU. ARRAT, AURERE Blas — Eon. BUE Eon 
EJ. LEAT, Enn 一 Eun 不 难 直 按 简 用 (4.52) 一 (4.57) 
KHADAR PaPa = 0 = PEPY, (iss) 加 以 验证 . 
为 了 验证 Ea HME (好 对 任何 (a, pl, (a, 8), WẸ 
(e, PIA, &] = 2, WR Ee E ern = 0), WX (c, 
P, (a, 8) EA SU AE u,- 2 HARRA GER 
WERE, RICE XXE RAMAT "ERROR RR RBS 
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f£). m E. 的 可 加 性 ， 就 得 到 单调 性 :对 任何 (a, lcl, 8], 

必 有 有 Ëo 5 Eri 并 县 E vari m Eva + Ea + E gerie 
AA {E/N}, (Ef) 分 别 是 Hilber 空间 (N, 一 (+:,*)), 

(P, C, 22) 上 谱系 ,而 ,FF 是 连续 算 子 ,所 以 下 列强 极限 存在 


lim Eon; äm E ts (4.59) 
并 且 
im lin Erg — 0, lim lim Fin = 0, (4.60) 
- G m ao hl 
lim E up = E iota (4.61) 
B^ B9 0 
lm Een = U, 1, 1,0,0, 0), (4.62) 
HE (4.59), 当 ft > ¿i 13, 41 WF, x E, Ar 
E, — lim Eun, (4.63) 


Hi (4.60)—(4.62) 以 及 上 面 已 得 到 单调 性 可 知 ，{E,} 满足 
了 定理 4.8 B (G). 

Gü) 对 任何 A (2,81, GF Ea 是 投影 笑 子 ， 所 以 Esie 
是 完备 和子 空间 ，、 自 然 它 是 非 退 化 的 (并 且 还 是 闭 线 性 子 空间 )。 因 
为 4 是 闭 算 子 , 所 以 对 乍 何 z€ DUA) 以 及 8 > 0, 


1 — -L 一 .上 — -1 
4l far A) dir 24 f aai 4) dàr 
1 — _: 
+o 4) diAz, |. (4.64) 


即 4 与 Lj Gi A da 可 交换 . 然而 Es 是 二 f or — 
mi 了 my 
Andal 的 强 极限 , rh (4.64) 又 得 到 f 
EXMIkC P (A), E,Ax = AEÉB.r (z€ eA), (4.65) 
(必须 注意 ,极限 (4.43) 是 由 (4.42)] 修改 定义 后 得 到 的 ,所 以 严格 
好说, 由 《4.64) 要 得 到 (4.65) 应 仿 附 录 中 证 明 引 理 4.12 和 引 理 


. 4.13 可 区 证明).。《4.65) 说 明 EaD (A) 是 4 的 不 变 子 空间 。 


对 任何 AE[o, 8], 易 知 (证 明 见 附录 的 引 理 2) 下面 的 强 极 限 
存在 ， 
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= |i i 1 —: -i 
r(A) ~ lim ; f (AP— AYA, — (4.66) 


s—a 2i À — 1 
3t E 
PELAJE ua = Ea, g( 4). (4.67) 
E ARAA 
1 _ 1 oan 
i Os D$ (11 — 4)^2A 


= = f CERE: i-i] di, 
A. $ z 1 = QI 一 AV IA — AYE " 


= = $ [ar 一 4)? + ze. x € (4). 


EAA 4 的 闭 性 ;对 (4.68) 取 强 极限 , 就 得 到 
(11 — A)g(4) = Ess 
EgCA) CAI — A) = Ec x, x€ (4). 
Hi (4.67), (4.69) xA, ¿€ pallenn Bl a4.) À. 


Gi) 4 (a, 8] rH S, An 的 特征 值 时 ,由 《4.58) 得 到 
E umli = [Et ap + Panl G, Ap)rlr € Pj. (4.70) 

事实 上 ,对 任何 z"-54dpucci€ÓHky, HU (4.58), 有 
Es,n(z* + n + P + s) = Eap+ Poa(6,A)P 

+ PG. 45)*2* + P.a..n(G , As)P (G, do)", (4.71) 
dn P == P... (G. As)"z*, PH (A.54) nf I, PE EC ns M 

E aml” + n + p + z) — Edu? + P) 
+ P... (G. APP + P, 

BD (4.70) RY. BRG Edar 一 0 时 , 必 有 P. (G, Apa 
Q, A H (4.70) 可 知 , (Easel, *)) 是 Hiber 空间 . 


特征 值 , 所 以 Eene 是 正 的 完备 子 空间 。 


(4.69) 
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TE 


GO 对 每 个 SR l, "=. L. AF 五 oa 存在 , 易 知 五 一 
mE, FE. 

CY 5 ie, 8] € oA). 时 , TEM (4.37) 69 (AL — 4)^* 的 
表达 式 中 的 每 一 项 的 解析 性 看 出 ， Buamx — (0p, Mm (v) x 
XM. 

(vi) 由 于 在 (4) 上 成 立 BA 一 AB, MinpstEd[ àe 
pld), 

(434 — AYB = Bl — 4)”: 


-L (Al — AY'A B = E A. $ (AI — A) 
2x=t 2d 


取 强 极 根 ,就 得 到 E. B = BE. TP a 一 一品 就 得 到 所 
要 求 的 结论 。 证 毕 , 

下 面 定理 是 定理 4.8 和 定理 4.14 的 重要 推论 。. 

定理 415 设 4 是 Hx LARRET, Acl 00, 00). 
在 标准 分 解 TH, = NDIZ + Z*E ZF, A= (S, An, Ap, 
F, G, Q}, h,---, 是 5 的 特征 值 全 体 , 又 设 (E, REGERE 
4.8 记 产 生 的 4 的 谱系 ， 那 末 下 列 命 题 成 立 。 

G) 如 果 (a, 8] EEA s 的 特征 值 , 册 

Ecos = (0, Es, Elbas Panl F, An), P... (G , dp), 

一 Qu n(F , An) + Q... (G, As)1; (4.72) 

如 果 (o, 8] PRA S, An 的 特征 值 N 


- np i 
Ep = 10, 9, EQ gj, 0, Po nt, Ar), Os G. 4p)l, (4.73) 


" 
Pal G, Ap) = M Hon As, G, dp), (4 74) 
mi ` 
Qe G , dp) == Pe, CG, AP)Pu (G, Ap)", 
Hiag Ams G, Ap) = M PíCAM 一 sy" 
L 
' GUI 一 Ap) Bla (4.75) 
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` um. -.- 8 aa er a .. 


Gi) 对 任何 £9€ h, tte, U, WR E, — Encl, R 
(E, — Enok 是 4 的 约 化 子 空 间 ， 并 且 LIT QR )= 


in). 进一步 。 如果 4€o(4w), HD (E, — E,-.)!ik 是 Hilbert 
的 空间 ,并 且 
= xt. (4.76) 


4 las, -E, _ Mr g 
. CH) 如 果 A 一 (e, 6] 中 不 会 S, As 的 特征 值 , 则 在 Ecne 
L, 


证 (i) HE (4440, (4.55), (4.57) BAI, 当 (a,81 HRE 
S HREH, Eu di (4.72) 形式 。 

AUR (s, 8) PEBRA As AREER, H (444), (4.45} 
DAE. (4.52)—(4.57) 可 知 , Em 4420 (473) ER, 并且 (474), ` 
(4.75) RI. 

(i) 根据 定理 4.8 的 Gv), Eno 存在。 又 根据 第 二 章 $4 害 
理 4.2 的 (xi), E, -o 也 是 Hy 土 投影 算 子 :并且 

(E, — Eno) = lim Emne (4.78) 


由 于 Esai = AE anis Eon CDA, rat E 
(E, — E,- KC (4), 
(E, — E,..)4 = ACE, — Eno). 
根据 第 二 章 $4 定 理 4.3 的 (ü), (E, — E, IK 约 化 4。 利用 
定理 4.8 的 (i)， 立 即 可 知 Ala, s on) `< Ds FLEMA 


Æ (Q). 

和 进一步， 如 果 EAn), MFE n> 0, EE (4— "n, x) 
中 不 售 S, As 的 特征 值 。 由 G) 或 定理 4.8 的 Cii), Bo vnl 
是 正 的 完备 子 空 间 ， 即 是 Hilbert 空间 ， 而 4 限制 在 Bo Ha 
LEE EBE CT. 利用 Hilbert 空间 上 向 共 固 算 子 如 果 内 有 单 点 
谱 , 那 末 必 为 倍 单 位 算 子 的 结论 , 立 部 得 到 【4.76)。 

(Gu) 由于 (e,8) HEE S, An ORERE, HERA 4.8 的 


(4.79) 
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Gii) 的 证 明 中 已 得 到 
Ecl = {Esp + Pa n(G, Aj)P|P€Py, — (4.70) 

所 以 只 要 证 明 | 
AE amt = E EaP, PEP (4.80) 


成 立 就 可 以 了 

因为 H.a— NO(Z-Z'OP 是 标准 分 解 ， 所 以 存在 正则 
Al T. 一 HOH,, PCH}, 而 由 这 个 正则 分 解 导出 的 范 数 为 
LL RRX Euk 是 正 的 完备 子 空间 ， 所 以 又 有 正 则 分 解 
Me = HLOH, Esa kc Hs, MARTENS SERE H RSS 5k 
iii 

di o(S) Ej (a, 8] WER, A JR d> 0, fE (o, 8] 的 
ij (e, g] U (a, amal, Gy omm z =< g < r — n = 8. 显 


B Ees = U Eer H (474), (4.75), 有 
izo 


ER. 8 = > E LE (4.81) 

Pag : 

Pol G, Ar) 一 s PNE CE IA (4.82) 
5d wü ` 


如 令 n = marla — a), IRE (4.74), 4.75) 可 知 ， 必 存在 仅 
依 来 4 和 ,4 的 常数 M > 4， 使 得 对 任何 PEP, 


|> Palini — 3) G > [AnI 一 Ap) 
Mj í =0 


= Oml — 2071 Ed usur] < (4.83) 


|> Palant — 5)76 S Lan — 45)7 
m. i20 
— Qu — e) Jo; EG. a| S "M| Edu], (90 
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由 (4.38) SA, SP. Onl 一 SJG Uml o7)! Eh. = i 


S)"G Ej aan, FECL (4.83), (4.84) 就 得 到 


le. ai(G , 4p)? 一 > (a4 —8)" GE, s.a P| 
«n llea], (4.85) 
P ees, G, APP — 3 enl =S) GER up | 
. «l| Earl, (4.86) 
从 而 i 
AK... p = Xs NA aie P + > GEG, ar P 
+ SP.,,n(G,, Ap)? 
= > AVEC eis P + > alal — $8) GEE apa P 
+ SP n(G, Ar)? 
— S slets GEM aM (4.87) 
i=0 
由 于 显然 的 关系 式 
> AEG uua P = lim 5: “F+ P, 


E ¿ai p = Eus P 十 Parana G, Ar)’, 
并 注意 到 (4.85), (4.86), M. (4.87) 立即 得 到 


一 1 


AE ,np = lim > a; Ë uiu; P. (4.88) 
y---m i=D 


另 一 方面 , EENS Ik= HLOH, ZF, AEAT 
Ec, ls Ee, ul (i 1) EC, BEEZ, usb E l. (= 
内 积 产 生 的 ) 直 交 , 从 而 
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a-t 


ił 
>; tE spa] y, 这 | 


PeÓ 


| Í RE E u, aP 一 


, 


| 
(T. uud hd E,— «uj Esse) Emmnp 
midi. 


= j! D i AdE, — o Beersn ) Eun 
"d-0 pH. 


l 
2-1 


=< n M LE cios, Pl, (4.89) 


P-ü0 


ECT. (x. Pred ey CC， 使 得 
IE... Lal =< C | Eana i = 0,1,:--, n — 1, (4.90) 
BET 


| PD a =- EG aga P + Paso; (G, AE usu pl 
< (|P, (G, ADI + PUEZ aga P|, C4.91) 
TIM (4.89)— (4.91), EXN 8 F] 


"—1 


| ME.EG pp = lim D) 四 可 cai Ë (4.92) 


für (4.88), (4.92) BE (4.80), BD (4.77) 成 立 。 证 毕 . 

4. 谱系 的 唯一 性 

XX 4.6 设 {E,} 是 在 {一 002,00) EB A, U ARE 
义 的 取信 于 x 上 投影 算 于 的 谱系 ,如 果 对 某 个 A, dim E, 存 


在 , RUM uà UE) 的 可 定义 点 . 
显然 ,对 于 谱系 (E) 的 某 可 定义 点 如 果 定 义 Ey= lim E, 


MAER (E) 就 可 扩充 成 在 〔 一 oo, 0) 上 除去 hx, 
l. 外 有 定义 的 谱系 ,以 后 ,谱系 在 可 定义 点 上 都 作 如 此 
的 补充 规定 ， 

ERAL Wak H. EBGENEWCT. o(A) C (— co, o0), 
(E) 是 在 (一 00, co) E, u 之 外 有 定义 的 谱系 , 那 末 
满足 下 列 条 件 G), Gi) 的 谱系 是 唯一 的 。 
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G) AE = E,4, t h, -*, MT 
Gi) 对 任何 A = (z, 8] (a, 85e 4,5, U), ATE. Eallxr 上 
限制 4. m e(44)C—A. 
WE 根据 定理 48, HA ESE ESP T A, FERR UE. 
f 98]àc.Ay), BOE G), (ii， 因 此 ,只 要 证 明 任何 满足 ki) 和 
Gi) RS (Ei), 必 有 (hstre m Us, A), GER. E, — E, 
(52 à, ÀD. 
HER A= (o, Fj 根据 假设 G), Gi) 81$ 2 定理 2.12, 4 分 
别 作为 Esk, Eik LATREARARRET, HEA ie 
eCA), Bi G), 
(AI — A) "E, = E,(M — 4) !, ze 4a, 75, M. 
对 上 式 取 力道 积 分 ， 立即 可 知 ， 对 任何 A' = (s, 81(on, 83e 
Art Ap), 
ELE, = EQ, (4.93) 
Apt ERI A = (a, 8], A = (e, #'], ELE, = EAE, 
下 面 证 明 当 Ee, plnia, 8] — £f tj, ELE, = E,E,L,= 
0. HX LE, 如 果 EQELT. 不 是 权 含 零 的 线性 子 空间 , 由 于 4 与 
ELE, 可 交换 ,所 以 ELA 是 4 的 约 化 于 空间 ,但 
Et EAK CC ELI K, EL4XEAHKC EUH, 
Hi. W 
oA ler enp Oles 81, ald PERA cis, 81. 
显然 ， 这 与 假设 [e', p In [Ie, 8] = @ 相 冲 罕 ， 从 而 ELEa— 
EAE: = 0, 
ELE, 0 SZ, ELIT, LET, HIER s, Lo pA 
Ms ctt. Àj Auot Ap, FẸ a> B, a — 8, #'— co 时 ,立即 
得 到 
EaU 一 Ej) = Eatim Ez, — lim E, EL, = 0, 
Pu 


Erm 


(4.94) 
类 似 地 可 证 明 对 任何 自然 数 。， 记 A。 (a + ETE, p) 时 ,有 
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E, Ea = 0, n= 1,2,.. 5 
E n— o, BT lim Ë ,, = E., WAE 
EAE, = 0, (4.95) 
H (4.94), (495) RIA, E,HkCE,LHv, 

REINE, Ese DE e, BI EsTe = E e Gr E,= 
E.), WEA A= (a, p] (G, P= h, -tts h. Auro AP) HX 
X. 

利用 Esm E, (A = (G, B], u, BA , t, hh, Aun, Ap) 
和 dim E, 一 im Es 一 0， 容易 证 明 ? (use A) m UD, c 


2 ， 并 且 对 一 切 f 4. e-t, A, E, 一 EL EH 
GMER, A LEAHBIBSJPE B 36k A, A 的 确 可 以 有 
同一 个 谱系 (CE.), TOM A, AT 都 满足 定理 4.16 的 G), Gi), 
@41 设 DH. — (Z + Z°) OP 是 标准 分 解 ，dim Z — K, 
并 且 不 妨 认 为 P= L'I0,1). fE Hk EUA B Kin T ADT: 
4 - (5 在 1Z + Z*) 上 
A. EPE 
4 - [^ 在 (Z+ Z*) 上 
A, 在 PL 
其 中 4, E 7x 型 空间 上 仅 具 有 单 点 谱 CO) WEERT. 而 
4 FK EO KG), IG) € D [0,1], 作 
10), : < Ü 
Ex = (Z + Z*), ¿= 0 (4.96) 
EAMPOi(Z-4-Z*), te(0, oo) 
其 中 Ero: Ke) Xo) fre LLO, 11. SH, LET 
Æ (— co, ceo) 上 的 谱系 :并 且 4,4 均 满 足 定理 4.16 8928 0E G), 
(i), IH 4 » At. 
EXAT WAR IH. ERMET, o(4)C (— oo, oo), 


D BAGDEUUA (E) 在 可 定义 的 点 上 都 被 补充 定义 ， 
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[E,) Æ (— co, co)， 上 谐 系 ， 如 果 4, (E, WERTH 416 的 
条 件 G), Gi, IMEF (E, 是 4 的 谱系 ， 

定理 417 HAE Ux EBERT oA) C (— o, œ), 
{ 瑟 是 4 的 谱系 ， 那 末 为 4 的 临界 点 的 充 要 条 件 蚌 {五 ,} 在 
t= i 点 没有 定义 ,并 且 Ak GE) DERA A — (r, r] 包 
ÈL, #H Jim GEAD 一 co. LEX 4.3), 

WE AUR nco(4), 并 且 0,04) 是 含有 零 性 向 县 的 非 遇 
尼子 空间 , 那 末 A) 恒基 Hx 的 完备 主 空 间 ( 见 42 推论 2.10 
以 及 第 一 章 855588 5.4), 2 Dk 在 DCA) 上 的 投影 为 已 ,， 如 
FAE (LA)! 的 谱系 为 (E21, mih, 

E, = P» <h; £i - (P^ 在 p (A) E; 

Èt Pas 12A. 0, dE d.GD F. 
便 是 4 的 谱系 《如 果 (ET) 在 :点 没有 定义 ， 那 来 E, 也 不 作 定 
X). 


(4.97) 


由 于 Hx 上 自 共 固 算 子 的 具有 上 述 性 质 的 特征 值 只 有 有 
限 个 , 我 们 就 可 先 将 上 述 0. 04) 从 Tx 全 都 扣除 ， 即 不 妨 假 设 
Hy LEGUNT 4 已 没有 相应 根子 空间 是 非 退 化 的 并 且 含有 堆 
ARRETE. 

设 4 在 某 个 标准 分 解 x ~ NOIZ 十 2Z*]BP ZT, 4 一 
4S, An, Ar, F, G, Q). 根据 引 理 46，c(S)(=c(4x) 是 4 的 临 
界 点 全 体 . Q of5) 一 Us, oiu), GER (E, 是 4 按 定 理 4.8 
所 产生 的 谱系 ， 显然 ，{ BE,} 除去 (= a, r, L 外 的 实数 * 均 
有 定义 ,所 以 琵 下 的 只 要 证 明 每 个 LG 一 1, 2 月 EIE LE, 
的 临界 点 就 可 以 了 . | 

今 考察 4 的 临界 点 Au, EEG UE BH 1, FE oC). 的 孤立 点 ， 
EEST F, 如 果 ARR (4) 的 孤立 点 ， 那 末 由 定理 4.8 所 产生 的 谱 
# UL) ESLEWUSTIUA4RS 存在 1220, EU (1,72, 1), 
G. 十 7) 上 分 别 为 常 值 ( 即 E, — Ep, t, f €e — 1, t); 
E,— Ep, r, T'E (, 17k 1), GERE, L 必 是 (EL) 的 可 定义 


Bo IAEA, (EF, 一 Ex 成 为 约 化 4 的 子 空间 ,并 及 4 
在 (E, 一 E, - iz EVER). 

HT (E, —E, Ir Sed T IHE 0, (C AY C CE Era)" 
Hx, M (E, — Ernir 是 Hx 型 空间 ， 并 县 它 的 极 太 人 负 子 
ZARR K >o 叉 根 据 4 在 (Es, Ena 上 只 有 单 点 
iB (1) 的 性 质 , 易 知 ( 可 利用 4 在 (Ei, 一 E, ilk LOZAR 
型 ， 并 仿 $2 推论 2.10 的 方法 证 明 ) {Ei 一 E,,4)H kc, (A). 
男 一 方面 ,由 于 入 是 4 在 [(E;, — En) 上 限制 的 正则 点 ， 
所 以 又 有 P (AELE, — E, - ix, XXE, RAEES: Mn 
是 old) MRi, (E, — En-a) = @, (A). BR, 这 与 
A, E ABS PE a BL: 4828, STA 不 是 eA) 的 孤立 点 。 

HT 1, 不 是 dd) AMABI 的 性 何 环 境 中 必 和 名 oCA) 
中 点 ， 从 4 的 三 角 模 型 中 谱 的 等 式 易 知 ，% PE P, OCDE 
HRAT A 的 谱 olAp) 的 极限 点 ， 

设 (a, 8) RUR LL ROC, Ari Em. [Kul = co。 根据 


(4.52)—(4.56), 从 (4.57) 易 知 ， im IE. a| 一 00。 等 价 于 


Bl oh, 


Jim, leen, Arl — 0, , (498) 
而 (4.98) 又 等 价 于 
lim, Hom, G, 4p) = oo. (4.99) 


根据 (4.52), (4.53), 
Hon, G, Ap) = > P.(x,.1 — Sy! 
? . 


GUT A) (0 — E). (4.190) 
在 6,5) 中 取 线 性 基 zP, ttg, 2$. 由 于 GR, (° ，*)) 到 (Z, 
(5, 22. kuis als T, 所 以 存在 yP, Uu € P, 使 得 


GP > 5: e, ys, p€ P. (4.101) 


‘同样 的 事实 在 $3 钢 3.2 的 证 明 中 已 用 过 ， 见 (3.24))， 由 此 可 
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4 Pzm/maef Hasli, G, Ap) 可 表 成 下 列 形式 ， 对 任何 
PEP, 


Hisi Ues G, Ap)P = > > (U 一 EC, 
(¿LI 一 A" 一 EG PE | 
` QUI 一 sy. (4.102) 


2 Y FHES F, 我 们 不 妨 假设 相应 于 如 的 算 子 5 的 Jor 
dan 块 只 有 一 块 【 多 块 情况 可 珊 样 证 明 )。 在 这 个 假设 下 ， 可 以 选 
取 一 组 基 sf ,…:, x 名 满足 下 列 条 件 ， 
(A41 — S)’ — 0, (hl — Hs — sf, £2, 3,7, 
(4.103) 


RH, (4.102) RERA GEW, (¿I 一 Sy a = 0, (j — 12 
n)): 对 任何 PEP, 


Hop, G, APP 一 5 5 {ti UU E. mP, 


=l f=i1 


(hd 一 mo 一 AN 


= $9, PU — EC. 


m=! k-t 


(LI — 4) — E DIPL 


= > > (U — ER, 2». 


k=1i s-k 


(14 — A) I — EP y) 
一 > > 《(7 一 EQ, 
(¿1 — Apy "(I — Erp ys 2402. 
x23 .zf,..7,2007 的 系数 分 别 为 


(U 一 En)p, Gu 4p) U ~ EEIE), 
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QI — EPP, (11 — 45) [ (o1 — Ar)” 
. (1 — ED S + (1 — EQ) p, ft 


(01 — EZP, (4 一 Ae) [G — E ap 
+ QJ — AP) [GI Ena) + 
+ Al — APT — EG ny S P (4.104) 


由 此 可 知 ， 如 果 下 式 不 分 别 依 次 地 成 立 (2 EQ. Efa 
( E; um E; MD 
EQ JS e GM — 47), E y + (uL — As)” 
. Ë ye QU 一 A”), o, Ef ye 
+ (A4 一 dp) H EZ "mI T (AI 一 Apl- `. 
+ (UL — As) EZAY?1---)€ (LI —45)^, (4.105) 
则 必 将 存在 中 一 列 向 时 iv. 0.25)-—1,52—1,2,--, 
使 得 {Hules G, 4p) P.) 关于 A, revu 的 某 些 系 数 将 趋 
HERAK, RI (4.99) RI. 
由 此 可 知 ,要 完成 定理 和 的 证 明 , 只 要 证 明 (4.105) 不 能 成 立即 
可 。 
事实 上 ,如 果 (4.105) 成 立 , 那 未 当 一 4 mai M. $ 
A Hog, G, Apr TES Mm H. (L, G, As), Hoan 
Ge, G, As) BARKA, 根据 (4.52) 一 (4.57)。 易 知 下 列 服 限 存 


在 , 且 
E, = lim E,, E, = Jim 
Bhati 


t 
P 


B (E, — E, -iC Eome, HEA (E, — Eroe HU 
A, HAEA 4.8 的 Gi), 立即 可 知 4 在 (Ei, — Erie 的 限 
f ELT 58 N TN EP 从 而 (E, 一 E, or CB ANL 显然 ， 
(I — (E, — Ei, a) Ik 中 任何 非 零 出 量 都 不 在 01 (4) 中， 所 
以 (Er 一 E, MI = @, (4). 但 (Ei, 一 Ex a) fIx 是 非 退 化 
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的 , 这 与 假设 a, RAMUS EB S. ub, 
$5 临界 点 的 结构 和 谱 映 射 


本 节 将 建立 Ak 空间 上 自 共 固 算 子 和 西 算 子 的 算 子 演算 和 
潜 喘 射 理论 。 显然 ， 它 要 比 Hilbert 空间 上 自 共 胃 算 子 和 古 算 子 
的 相应 的 理论 复杂 多 了 ， 我 们 要 用 三 般 模 型 来 解决 这 一 课 明 ,并 
且 内 讨论 自 共 轿 算 子 的 情况 ,而 对 丁 算 子 ,只 列 出 相应 的 结果 . 

1. 临界 点 的 结构 ”为 建立 算 子 注 算 和 详 观 射 ， 必 须 研 究 嵩 界 
点 附近 的 谱系 的 狂 质 。 

下 面 将 本 节 中 的 基本 假设 和 必要 的 记号 作 一 扼要 交待 。 

设 4 是 II, EBEN. (cl o, co) (通过 事先 去 
掉 非 实 谱 所 相应 的 根子 空间 就 可 做 到 这 一 点 ), 在 标准 分 解 x 一 
NOIZ + Z*)@P ZF, A= S, An, Ar, F, G, Q}. 

“在 工 中 取 线 性 基 nz. xz,， 使 得 8 在 这 个 基 之 下 具有 Jor- 

den 标准 形式 .由 于 G 是 P, C, 到 (Z, 6,0) DERE 
狂 算 子 ,所 以 存在 唯一 的 一 组 启 量 :入 ,::: y. € P. BE 


GP 一 2 (P, ys, PEP (5.1) 


设 实数 de € ofS) ,不妨 设 相应 于 1 的 3 的 Jordan HERT ko 
` B, 而 各 块 的 阶 数 分 别 为 Rs Pa, 最 高 阶 max(m, '" "5 nik.) 


ido)». FERRE 


zi 910 — Any, 
en (5.2) 
= ln +j, i= 1,2,: . ER 


*zi 


再 设 (EL) 是 4 的 谱系 , 则 对 任何 区 间 A la, 81, 用 Ea 
或 Ecos SOR E, 一 E,, Ei Am 7 — Es. 同样 , :对 于 Ef, 


名 可 直人 记号 Edo, Ely, Efo, Esp 等 .在 标准 分 解 
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fk = NOlZ-Z* kOP 之 下 , 当 uela, 6] Ib, b 54i (4.52), 
E a8) k (P., Ea EE as Po ， As), Paal G, Ap), 

— Qush F, An) + Qua (G, 4) + Q1. (5.3) 
因为 我 们 考 岂 临界 点 (下面 引 理 5.1 XREPUERA S FR PA JE. s BJ SE a ) 
AFDE , BEELA SEHE AE PRU SPA O F 
有 一 个 点 UL) 的 情况 。 这样 ,由 4 的 (4.52) 一 (4.56)， 就 有 

NU RTI (54) 
P... nC, Au) = Ü Qu. CF, du) = D, Q. = 0， 


Pant Ap) = — > (A4— SYG — Ap) Ea» (5.5) 


Qun(G, Ap) = — P. nG, Ap)Pen(G, 4 P)", 
利用 向 量 组 (5.2) 以 及 谱系 (EZ) 作 直 线 上 一 组 z 有 限 的 Bored 
测度 ;: 


n?(A) = NN 全 dLE Px, z), í = 1, 2, “sko, 
(5.6) 


设 x 一 HOH, 是 正则 分 解 ,并 且 HON, HOP, tX 
个 正则 分 解 产生 的 内 积 、 范 数 分 别 为 [*,* 1, 1 |。 无 特别 申明 时 ， 
向 量 , 算 子 的 范 数 都 是 相对 于 它们 的 。 ， 

引 理 有 1 设 4 在 标准 分 解 H. = ND(Z + ZYP zT, 
A= {5, As. Ap, F,G, Q}, o(A)CÓÉ— 90,00), ¿[E AER 
Ste, HD 4, €o(5), 

证 因为 CA) BER RA, i 如 果 不 在 CS) 中 , 则 
必 在 lAn) 中 ， 今 证 明 这 种 情况 下 会 发 生 就 可 以 了 . 

事实 上 ， 因 为 ës), ME WEolS*)， 由 此 易 知 ，$,.(A》 
中 向 量 必 是 # + > + z 的 形式 . 

如 果 XEop(Ap)， 那 末 @,(4) 中 和 商量 #* 十 P 十 z 的 ? 显 
REEE. HI LECS), ME @, (A) 中 向 量 必 是 形 如 = 十 ss。 
Min — 0h. s, 一 0。 这 样 , 0, (A) 就 是 负 的 子 空 间 ， 这 与 È 
I ERAS ELEC IP, 


* 206 * 


AUR LEA), WE 10A) 中 向 量 s + p+ z 0852 
s€ MAXI), p€ (A — YI), HF n + p+ s= [n — 
(S — 1I) ^ Fa] + [p — (S— AI) "G£] + z + CGS—AI) Fs 十 
GP), Hü (4 — ADS — (S — TY Fn] = 0, (A — ),1)[p— 
(S — DGE] = 0， 所 以 $i CA) 中 向 量 s + p+ z DQ 
z+ (S — 1⁄1) Fn + GP) = 0, Bl # 十 ?十 zx 总 能 表示 成 
ALA 一 AV) 的 两 个 向 量 的 和 ， T 

Oy = fn — (S — LI) Fn|n € f (Ay — A), 

$0, = (p — (S — AI)"GPlP € AGIR — 11 )} 
E Hz 的 两 个 完备 于 空间 ， 从 而 b, (A) = 0,0290. 也 是 完备 子 
空间 ,这 与 pi (A) 的 退化 性 恨 设 相 矛 峭 . . | 

MI, Mold), A €oe(4,) 都 不 可 能 ， 则 只 有 x. 是 在 
a(S) 中 。 证 毕 。 

定理 52 设 4 是 Hk LE kša, e(A) (— 0, 0). 
在 标准 分 解 H. 一 NOIZ + ZP 之 下 ， Am {5, An, Aps 
F,G, 9}, Xeco(S), X 2 (E) 是 4 的 谱系 A,= (a, f], 
A = (a, f], HH 1€ (a, D) N Ca, P), MEEI AKA E 
等 价 的 . — 

G) supt EAM AC A) <, 

Gi) ea, e, LEE 都 是 全 有 限 的 测度 ， 

(ii) (GR) m E, 存在 ,( 强 ) EmE, TE. 

(v) @, (A) REIS. 

(v) CR) Em E, FER) lim E, FE. 

(vi) supl (Ear, y)| ew, r, yë Hz. 
Faba a — ARER, 必 有 

lim E AIT = b, (A). (5.7) 


证 TAR Ea Eam Ens, E afix 是 完备 子 空 间 。 B, A tk: 
一 般 性 ,不 妨 设 ol5) = (1), ARARAT iH 4» 在 Ce, £) 


«297 « 


中 除 可 能 有 谱 点 4 外 不 再 有 其 它 的 谱 ( 否 则 ,适当 取 Al, 在 E, IT. 
上 考察 4 就 可 以 了 )。 这 样 ， ELN 一 1, E2Nt=0. 由 (5.3) 一 (5.5) 
得 到 ， 
Es = {1,1, Edr, 0,— Y? (¿I — sy-: 
jw 
-GOF — 4,) EA, 
一 > (¿I — SYG — Ap) 9** 
HT LS i 
~ E£r^G*(1,I 一 St (5.8) 
W G) GD 对 任何 p € P, i 


—PalG, 45))p = 2) DY p, Od — ADDAI — SY s, 
jmi jm] 


选取 Fis tty Ey, in $ 4 定理 4.17 的 z, s... z, 它们 满足 
(4.103) 条 性 四 此 可 知 


= PAG, 49e — Si (P, 93 Qut — 47 
imt i=] 


. Ett Yii) z, PEP, (5.9) 


因为 OQA(G, Ap)? = — PACG, Ap) PAG, 4p)*， 所 以 从 
(5.8) 式 可 知 supl Ei AC A.) < oo 等 价 于 sup{ IPACG, Ap) 


IAcC A] < co; 由 (5.9) 式 ,又 等 价 于 


niti f 
M (¿Oi 一 Ap) EAP Yig 
iwi 


maxsup { 
i . 


| aca} = oo. 


(5.10) 
下 面 证 明 (5.10) 实际 上 等 价 于 


sup | > (41 一 Ap) !E£r.y; | ATA} «o, (51D 
事实 上 (5.11) E (5.10) 的 特例 ， 所 以 ， 只 要 证 明 由 (5.11) 
D € 表示 等 价 ， 


2) PACG, 4525 Q ICG, Ar) JEEJSEOR Paal Gy 4p), Dos Gs P). 
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可 以 推出 (5.10) BIST, AU FE fe 8625, 


S Ga — 4) Eirhyua m GLI — A) 


i=i 


-Da I — A ESH y; — Efry, 


j= 
gi (5.11) 立即 可 知 { P > Oel — Ap) Etty; 
的 , 依次 递 推 就 知道 (5. 10) gy. 
但 是 ，(5.11) 等 价 于 
sup leat -(—0,0))-—4A, aca} < o0, (5.12) 
这 里 


I ACA 


d(EfPz, z) NES _ Nai 
dm= et “ 2; OI AVY, 


FA, OSG). 
再 证 QD > Gii) H (53), G.D 以 及 (5.8) 可 知 ， 只 要 证 
明 强 极限 im PA(G, Ar) 存在 就 可 以 了 ， 因 此, 记 


a k S" oa 一 Ap Egia f= 1, 2,-- ^s Mo, 
iri 
由 (5.9) 可 知 ，( 强 ) lim PACG, 45) 存在 等 价 于 ( 强 ) ima 
1,2,:*7*, s.) FE. HF 


"n 
lel — Ite — | 51 G 一 47 EL nas 
i-i 
+L AL 
LI 一 Ap) U E, yi 


一 ET ) "aal 

. 7 lle — a|, (5.13) 
BH (Hei) 随和 的 缩水 而 单调 增加 ， 根 据 Gi), (5.10) 成 立 , BU 
max sup (le l| ACA] oo. 利用 这 个 事实 ,立即 知道 im al 


-i 
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存在 再 利用 〔5.13), 就 得 到 lim a 存在 ,从 而 lim Ë, des, 


反之 ,由 共鸣 定理 立即 从 (省) 推出 Ci), 
现在 证 (Gv) 9 G) 由 于 AC) 是 非 退 化 的 ,并 且 约 化 4， 
再 根据 $4 定理 4.16 (谱系 的 唯一 性 )4 的 谱系 
E, — EP + Ef, í S= ls (5.14) 


其 中 EP <0, <4 EDLEQ, r> h (E? 是 Tik dE 
DlA) 上 投影 算 子 )， 而 EP? 是 Ai, wr 的 谱系 【在 @, (A) 


上 补充 定义 作 零 为 又 由 于 As 除了 可 能 的 谱 成 4 外 没有 其 它 谱 ， 
5 Pp. (A): 是 正 的 , 即 (9,(4)*, C*, -)) 是 Hilbert 空间 . 
令 04) = HOH, 是 正则 分 解 ,从 而 Hx 一 Hone 
$,(4)) 也 是 正则 分 解 ， 出 这 个 分 解 产 生 的 内 积 和 范 数 分 别 为 
Lace diha M (5.1 HAL RAHA 
sup {IEP hl ATA} < oo 


就 能 得 到 mpi lE hi ACAD < oo, MA C) 成 并 ， 注意 到 { EP} 


是 Hilbert 空间 (0,00, C, -)) 上 投影 算 子 ,根据 范 数 外 .小 ,的 
取 法 ,立即 有 DELÀ < 1。 这样 就 得 到 (D. 
显然 , 当 Em E, PER, OCA) 必 是 非 明 化 的 。 这 就 是 


i.d CH) 可 以 得 到 Gv), Mag Gv) 5 G) tb fr, 

(vi) €» (i) 是 显然 的 ， 

根据 54 ERMMOLLICUPE 等 价 也 是 显然 的 。 

当 ()— (si) 命题 有 一 个 成 立 , 必然 (证) mr. YE Gi) 成 立 
时 , 不 难 证 明 (5.7) 成 立 ( 证 明 可 参见 $4 定理 4.17 的 证 明 中 的 最 
后 部 分 }。 证 毕 . 

HER 5.2 就 得 到 Hr. LESER T Es FERREUS AR Ek. 

EH 5.3 . 设 4 是 Hx LARR TF, o(4)C(— oo, co). 
在 标准 分 解 Dk 一 N@{Z + Z*Y DP ZF A= (S, An, dr F, 
G, O0). Xd (E) RAS WM. A= (a, f], A= (s, f], 
H3t 4 €(e, PN Ca, 6), 362 F PUE dr RB Sy ir, 
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(i) 1 R Am RAS. 
(ii) sup {lE AC Aj = OD, 


(iii) 存在 Y, ye IH, sup{ | (Ear, ») AC 和} = 00, 
Gv) GB) im E, 不 存在 ， 
(0 (GI) dim BA KEE. 
(i) 99, cs, a9 至 少 有 一 个 不 是 全 有 限 的 测度 ， 
当 4 是 4 的 临界 点 时 ， 如 打 相 应 于 入 的 根 向 量 最 高 阶 是 x, 
那 未 对 任何 不 含 其 它 临界 点 的 人 一 (a, 8]， 下 列 极限 存在 : 
GR) üm| _ _ G—1)"48,, GB) Em 


i 1— A "ed E 
Cate 一 里】 s-50t d NE ( e) i 


(5.15) 
证 “GD 一 (mi) 的 等 价 性 是 显然 的 ， 所 以 只 要 证 明 (5.15) BD 
可 ， | 
不 纺 设 4 只 有 一 个 临界 点 ,5 EAH, 并且 la, 21 HERS 
ER de h An ORDR. 又 设 Ap 一 | aE RR. 


对 于 某 个 区 间 A, H LEA hj, AOU S4 Hy (458), (4.53), 
(4.54)) 


E, = {0,0, E£, 0, SS OF — sy AG(LI — AER, 
i=1 


D — 8) GU — 4,) ute 
B k=1 


ELEGI =S, (5.16) 
因为 下 列 极限 存在 | 
GB) im | — 0 418OVE— apa Bf 


1xix2s, (5.17) 


(A) lim (i — Lyra E Ay "d Ef 


s NEM 


Bibl C15) ur, iHe, 
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B Sus AA REX. 
5EOLS.] 设 4 是 H< 空间 上 自 共 部 算 子 ， 必 4 C (— oo 
co), A, Ec ATIS BRE RR, HET A, 的 银 向 基 最 高 阶 数 为 #1。 规定 
j. nS 7 1 dB = . u (T. 二 一 本 + NN 《一 19845, 
(5.18) 
其 中 (e, p) DU Pr ATIS FB ALL DS FEEDS EL RR 0 E 


fon TE = i 


(tel 


+ | c — 1, =e taq E. 
Ce di 


HETEREN G), RETE L 为 2n. BYE S, BRE 
就 可 定义 


o f „IDE = dim (|... + fop JFE Gas) 


对 于 4 £ +R SEO, FERS RELATA BI A -BEA 
的 积分 l 


| oas, 


对 于 积分 《5.19) 的 推广 , CLE BERTRANA 
论 将 才 在 第 三 水 节 进行 ， 

2. 颈 解 式 的 谱 表 示 。 利用 Ix EH SECTOR (3-3) 可 
将 预 解 式 明确 地 表示 出 来 . 

定义 5.2 RAE 上 自 共 轿 算 于 ，hE oy(A)。 如 果 相 应 
于 为 的 根子 空间 p, (4) 中 合 有 零 福 向 量 , 那 来 称 是 4 的 广义 
蛋 界 点 。 4 的 广义 临界 点 全 体 记 为 C(.4)， 

838 $.8 KARI 上 自 共 三 算 了 于。 下 列 命题 成 立 。 

G) ABIRE EI" NERA. 


D 由 于 (5.19) 成 立 , 易 知 这 里 强 极限 (其 实 按 算 子 荡 数 极限 ) Ads SUR TRES 
(Riemann 和 的 ) GA) lim, 25 (s, — AE an) 存在 性 二 楼 定 义 ， 丙 者 
是 一 至 的. 
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(ü) mÆ a€o(4), HH 1,12« 0, WRA, 工 均 是 4 的 广 
XR AR, 

Gi) 如 果 L€ C(A) C— 00, co)。 但 加 不 是 4 的 临界 点 ， 
那 末 ,CA) 是 非 退 化 的 

ADRE ERHI f 

定 兴 5.3 设 4 是 Hk LERRET C(A) = 14h, eei 
和 
1=í=< I+ k). (Ej) 是 4 在 约 化 子 空间 [(01,,, C4) + uu ° 
CAND (0, CA) + 9,4701 的 限制 的 谱系 , 则 称 
E, E| Guo + euo] E; 


[rne 


9, £ S Pu, 0,00); E, 


为 4 的 谱系 . | 

根据 $4 定理 4.16, 4 的 谱系 (É) 是 唯一 满足 定理 4.16 条 
件 G), GO 的 谱系 。 今 后 如 无 特别 申明 , 仍 将 (E) 写成 E}. 
注意 ,对 于 ¿€ CCA)N (一 o, co), iB A, AE AGIS RE RR, 


E, = lim Ex, Eye = im E, (5.20) 


是 存在 的 ( 见 定理 5.2), Pi f. Ao 必 是 谱系 的 可 定义 点 ， 

定理 54 ARI. 上 自 共 斩 算 子 , 在 标准 分 解 H. NO 
[Z + ZtHDP ZF, A — (S, Ax, Ap, F, G, Q}, CCA) = {%, 
eeey dis Mrs Aras 17. Aeolus]. Unti = 0, 1 iem lI, A 5 
0, 1+ 1<i=< i+ h), BAT 1, 898 BAP tk n. X 
ÉE (E,) 是 4 的 谱系 , 那 末 当 16 ola) 时 ， 


I nml 


-1 = B 
(¿I — 4)! = K(A, Dd4ËE, + 2; 2; G ay 


Ie 


B; 


— B} \ 
+ .2 2, (z iy + a i) (5.21) 


«115 = 


. 1 s*, I IA 
K (1, ) = i-r 二 一 pae — ÀJ) > Cb " 


1, |a] «8 
«a = Í 
o» 0, lal 28 


两 4 是 满足 0 <ë < min lia — 21. X3 P«i«lM.,B. 
P, 


P Ih IGHRBIESEELT IM PRI < í xA HR Bu = l 
S)^P,, Pis 是 Z 按 分 解 Z == @, (S): ÑATe@,,CS)2 (DCs) l 
Pirn 6) E EO, 6G) E94,,6)) 在 @,(S) 上 的 平行 投 
E. 

证 ”我 们 将 分 五 步 来 证 明 TR A AREE, BRE C A) 一 (5). 

《1) 对 于 !cls«»«i-rh 显然 ， HO — p, (A) + 
@, (4) 是非 退 化 的 有 限 难 空间 , 并且 约 化 4, HK # H> 上 
的 投影 是 Py, E 

(A41 — A) Pg» = [(11 一 SY `P, + (¿I — sty p, 1 - Pa) 
[S GANT 
P Qa ^ 


. "> (s* 一 AI 4-1 n 

53 ELM zu " 
再 注意 到 6,04), 0, (A) (L+ 1e p St 1 + dh) 都 是 零 性 子 空 
间 , 并 且 P*, = Py. Fir, mna (5 一 AIYUPR,-— B, Hü 


Bh = (S*— TTY P, IT 15 r SS I+ h, 
= ], 2, fy 
这 样 我 们 就 得 到 (5.21) 右边 最 后 的 一 项 。 
下 面 不 妨 认 为 eC4)cC— o, oo), 
(2) m A, -— (— M, M), 43 (— M, M)»ÍA, Ut, à]. 


作 分 解 : Hk As HE dH. 显然 4l, 1 是 Hilbert 


空间 (Efl), Cs) EBEN, dh EAUX MCA, 
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m1 


— ——.. Y 1... ... 


B eC) Co Glas, as 3E. 


1 . 
AI — -l . = | — dE . 4 
(AI — A) IT (Cela, L — d d dept? X€ p( A) 
[in f 


dE, AE eC 4). 


GI — Ay" — EA) = NM À = d 


s. 


因此 ,只 要 在 ET. KENEEN. 
由 于 4l. cf 一 M, M], 所 以 4 在 ELIT 上 是 有 界 自 


KRAT. 同样 ， 可 将 《一 M, M] 进一步 麟 分 抱 有 限 个 区 间 的 
和 ,使 其 中 每 个 最 多 仅 含 一 个 广义 临界 点 。 所 以 ,下 而 不妨 认为 4 
RON ÉEDEAERNCE, #HERA—T URRA lb. XS SORIS 
起 见 , 恨 设 3 相应 于 d. 只 有 一 个 Jordan Gk, 相应 根 向 量 最 高 阶 数 
3 n. 

(3) & 


(5.22) 


_— 1  wG-AY* 
| KG, = 17r £i ü-ay" 
JOE X ROF LETHA JO): 对 任何 A, Rel = 和， 规定 
fa) = j » EP dE, + Qr ~ A'E 


Al dai 
= fag Kì, dE, (5.23) 


其 中 A, REB 1 给 定 后 所 取 的 区 间 (a, >], WE 有 eae Ai， 但 
CA, 而 Aj 一 【一 00 , oo) A, Esg = I— PN 显然 , (5.23) 
对 每 个 满足 Rel 的 4 都 有 意义 . f 
现在 说 明 JO SUÉDGEARIAROMUCT A 的 选取 。 事实 上 上 , 如 果 有 
AP 和 AP, FE Ap 二 Ap , 那 末 对 Ap G = 1,2), # (5.23) 
有 相应 的 (1)。 只 要 经 简单 的 计算 ， 即 得 
hA) — AA) = Q1 — AY (Ea — Eap) 


1 
— dE, = 
Ja pan =a, 
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上 式 最 后 等 号 成 立 是 由 于 (EaP — Ea) Hk, (*,*)) Æ Hilbert 
空间 ，4 在 这 个 空间 上 是 自 共 克 自 子 , 并 且 1 是 A | masa a» Rg 


的 正则 点 , 而 UECE o 一 E&4o)) 是 A TN A 的 谱系 的 


缘故 . 

再 说 明 f(3) 是 解析 的 。 EXEL, WEN Ay, Reis A. m 
然 ， 必 本 找到 a 的 令 域 口 以 及 区 间 A, EU Rer, 4$ 
可 以 做 到 到 Ar = A, EREK, HTF Upim, E 70) 
可 以 用 同一 个 A, 来 定义 ， 从 (5.23) 可 知 , 当 取 定 A 一 A, Pt, 
f) ÆU CRRA. Am 1(4) 在 除去 直线 Rel = A. 外 的 点 
上 都 解析 . 

证 明 Fa) 可 久 解 析 延 拓 成 全 平面 除 点 为 外 的 解析 函数 
F(4). 事实 上 ， 取 ¿e PLANC o, 90), 并 且 取 A, € pla}, 
这 样 由 《5.23) 就 得 到 . 

a) = (u — A) — l ka, dB, (5.24) 
然而 ， 因 (5.24) 式 右边 函数 在 除 实 轴 外 的 点 (其 实 是 除 oA) 外 
的 点 ) 都 解析 , 则 下 面 的 函数 FO) 除 为 外 也 都 解析 ， 
» — 4y!— r KU, dE, 16 p(.4) 
Fū) = -- 
Ka), LELA) — {th} 
(5.25) 
显然 ， lim Fa) — 0. 

(4) 现在 来 确定 点 加 处 F(A) 的 坷 性 的 阶 数 ， 3 t FME 
B LEL, 3825841225 I—IV 四 个 部 分 ， kL, Luak 
分 别 是 I, — 1. 

(a) ETUI 的 情况 


为 了 估计 [feas oss = fa- a - 070— 


WYA |), iuibRRaHosE XL RIS 1.220 时 ， 


* 216 < 


人 K(2, DE, — Em j +Í \ KU, DE, 
- tgrt ure HR UJ (— k i] CLIE OI 
(5.26) 


UEH NEA 时 ， 


Ea = f0, 0, Efe, 0, > OE — SY GO — AEL, 
i=i 


31 7 — SYG Oal — A HREL G Oat — sy], 
ikel 
(5.27) 
再 利用 (1 一 407 («i«20) 的 闭 性 。 易 知 当 laso 
时 ,只 项 估计 


lau NT au — 4» |. T aq ; 


is 4 一 
lays G2 — 47 NE ars |, 
1 «js 2n, (5.28) 


注意 ”由 于 极限 (526) 保证 了 (5.28) 中 出 现 的 两 组 算 子 是 
有 意义 的 . 

因为 ye( 一 co, co)， 而 当 1eIUH 时 ，w 2 là—i| 2 
|; 一 AJ, 所 沁 有 下 列 估计 :对 年 何 pe P, 


L (ar 一 an~] G — hb)" agp 
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la — Ay Kel] à — £ 


_ Ë! ` Lale Ap p| 
m 一 i)" m i2 一 dii vt ú 


2 
= — 
(p aA"? 


同样 可 得 ,对 任何 p € P. 


NNI 
(Aim! 


Ce 一 agno, CT ange 


— 62 À—t 


lae 


< |e — Ain a ERPI 


2 
Wien bea, 
由 此 可 勾 , 存 在 常数 M' A 


(11 一 4571] G — ÀJ" pa 
Js 1 — t 


las 


M' 
=< [((a— 和 er， 


— Ayi G — x)" 
lai P (ol — Ap} NN pr d EZ 
«Tu uem (i 一 1,2,::-,20), (5.29) 


也 就 是 说 ,存在 常数 Me 
| «o, DaE, < Man > 
另 一 方面 ,由 " La 的 $4 的 表达 式 (4.37) 可 知 ,为 了 
估计 (A1 — 4)" 在 加 的 增长 阶 数 ， 只 要 分 别 估计 (AI 一 8)", 


(11 — Ax) 和 (7 一 4 在 加 的 增长 阶 数 即 可 , 
M.$489 (4.38) 可 知 , 有 常数 M 使 


1—s |< — M ， . 
(14 — S) [< Tr ¿= s, (5.11) 


而 当 1 ETUIE Bj, 4/2144 Z |a — 3|, Bill 


1,4550, A€TUIL (5.30) 


Ma anaje l 2 
ICAs — 42) lua nca 1€ IUI, (532). 
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Ts 


FER IAs aD < uu E 由 此 可 知 ， 当 erum 时 ， 


(AI 一 A)^ 的 三 角 模 型 ( 即 $4 的 (4.37)) 中 每 一 项 在 加 A 
.增长 阶 数 不 直 过 2z 十 1， 从 而 (A2 一 407 在 加 的 增长 阶 数 不 
超过 25 + !, 

(6) ¿e IL UIV 情况 ， 


E Rel < 1 时 ;到 A = [E= À. Rek + s; 当 


Rel > LB, 取 A, 一 k. each, AR (5.23) 来 
估计 FQ) & MEER EU 


为 了 估计 |||, 3: “二 = 4E, 


5 B (5.27) 可 知 、 RUE 


Aldi (A — àa 
估计 
[| ESA 4. aD 
|. (ay Circ KD MED. Dee < 2 
的 范 数 ， 因 为 当 ze Ax 时 ,一 1 一 i < lhl < —la— 
| t LT! L< 
tol ,所 以 


《一 k)” — &d Er 
la G Ay (Ap 一 XI) E p 


| 


1 | ;- p 
= -n t— kk q || E Ap 
ia AU. a | 加 | il r Pl 


M; 1 i - I 
< lell s (5.33) 
其 中 M. 是 常数 。 
文 因为 (€ AÇ B ua IT A, Bj i€1UI 的 
EMAI HS, 可知 有 常数 M., E 


ja KG. 025] (5.34) 


M, 
1i 一 Lol" 
剩 下 的 是 酸 估 计 GI — 4)"'E(A RS 38 K BY SK. RT S BN 
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男 定 的 实 轴 上 的 邻 域 A 《假设 Atm (一 00,00) — A RARA 


闭 区 间 一 一 这 些 区 向 可 以 是 无 限 的 ), 当 2 e (21Reke AC) WJ, 


GQI—A)'Es, 是 算 子 值 解 机 函数 ,而 当 1€ (a Rex € A7) At) 
时 , (I 一 A) EA, 可 以 由 (X31 — A)” 的 5 的 三 角 模 型 (4.37) 
DA XE [RI — BRE 2 BE F RJ Es ñj = Ji BUS. (5.8) 的 乘积 得 到 ,从 而 
在 同一 标准 分 解 下 ，(47 — 4)" E, ËJ Z POBRE 

(AI — A)" -一 far — $)^, (AI — Av)" Efn, 


(41 — AP) Efe, (1 — 5)" 
- F(Af — AS)" E2N, 

> (A1 — 5) (41 — SY G Chl — Ap) Ert 

ar — 8)G(AI 一 4,) Ez», 

- $1üi-syü — sy» 


f Em 
- Gal — A) TÈ ELG iy] — SS) 
+ (41 — S) IQ — FUI — Ay)" F*] 


-(L— $*) + e. 
其 中 EZN =], . 
Q' = — $1 OI — S)"!G(AI — Az) (Ad — Ap)7! 


t Eart G” — Sy + GI — s)? 

-GOI — A9)? G" (41 — S*)7*, 
显然 , (11 — A) E, 中 全 有 (I 一 A)” 项 的 只 有 O 35348 
计 9'， 首 先 不 难 对 7 用 归纳 法 , 有 


1 


EF] = Ap) Ch ™ Ay -— (1, — AY (41 = 4p)" 
NL i — A.yci 
2: (a, 一 A) Cal 4) , 


ee an A ii a ir m i a a a aaa oai 


F -wn 


TEMP D ayop n 1 _ 
o (A1 — S) 'G(21 — Ar) E£ > G= 
- (SI — 8*y7 — (41 — s)”:G > > = Ti 


. EM — AP) HP HEAL GSC] — S*y-' 
ta SUGOI — A)" GOAI — 5) ` 
= (AI — 3)?G(Al 一 Ar ERG — sy" 
— (AI — 8)^!G > >a p o0 一 4,) tn 


im] $-1 
~ EAG” (AI — s*y—, 
其 中 o —sx—G0-1)Tix-—l. 
特别 ， 取 á = at, #H1F (al 一 了) 五 m yE, 显然 


存在 常数 Ms, 


— (i r — oyi _ M, . 
(AZ — S)! — Sy] =< i-a leh (5.35) 
利用 ze Af Bf, là dm LA ay 则 对 任何 pe P 有 
Na — A) E? Pli = Mit dEr f | 
| 5.36 
| | < rx Weis (5.36) 
同样 可 得 ,对 任何 = e N, | 5. 
HOI — Au)” EA all < ia nca. .— (5.37) 
1 
— |4 — Aj, 
> L|, Elit 
lG 一 407 EZ | — [Ga — 45)" EI 
Alf _ l pa 2⁄2 
IM iege [e LS can 


H1 (5.35)—(5.38) 以 及 F,G 和 S EE AAKO TO Ha ge Tue 
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Ma, 使 得 
rr 

— ho) a 

ic (NUI YT ai Reh S= 01), 

当 i€ GUU) — D 时 ,因为 《1 一 4 已 经 解析 ， 由 上 
式 立 即 可 知 , 上 式 对 Me (IH UIV) — {ah 时 也 成 立 ， 

(5) 因为 FU) BRA 4 P RE EHAS JE R. lim IF (a)l = 0, 
而 在 点 处 是 不 超过 = + Kaos 从 而 


¿n +I 


r) = X ut 
而 当 1€ eld) 时 ， 


` (AT 一 A)”: = (ka, D)4E, + X ü TATE 


显然 , 4 ¿€ (一 co, co) 时 ， FO) 是 Hx EBERT, 
新 以 对 任何 z, ye He, 
B r, B, 
> TY am > GU br tE (= 09, 0) — t], 
因此 Bl B, BB B, = 12,---,258 + 1) E Hx E BEA 
ET. 
对 于 多 个 广义 临界 点 情况 ， 不 难得 到 表达 式 (5.21). m 
注意 在 定理 5.4 的 证 明 的 一 开始 ， 我 们 根 定 了 CH) = 
c(5), 但 是 ,一 般 说 来 ,对 于 He EB t3 K f 4, 在 其 个 标准 分 解 
Hg = NOGlZ +. Z*Y@P ZT, A= (S, An, Ap, F, G, 0); Ñ 
LE C(A) 时 ， 完 全 可 以 发 生 wols), 而 hE olAw)》 的 情况 . 
对 于 这 种 情况 ,由 44 定理 46 的 G) 的 证 明 过 程 可 知 , 必 有 
DA) = spanis 一 (8 一 thf) Fn|n€ (d. 一 À31)] 
Pspan{ P — (S 一 1) !'GPlpe H(A — 31). 
TR Pa (A) 一 ba (A), Muf ATEEMCTZSWI 9404) 上 是 单 
位 算 子 的 为 倍 ， 并 且 1 EXA, -4 限制 在 5,04). ER, ER 
5.4 Rz YF; Hü A RBE 91,04) 上 的 谱系 是 i 
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lu —4) E. lI < 


E, = 全 ‘> b 
0, z —< 加 
而 要 应 于 L 的 根 向 量 最 高 阶 是 1， 所 以 , 只 要 取 B. = L, Ba= 
Ba 一 0， 易 知 在 (4,04) E TAX. 
m ^ Bu 
QI-—A4y'- f. KU, DdE, + x CEST 

换 旬 话说 , 对 于 Lol) Tü wt olAw) 的 情况 ，(5.21) pua. 
实际 上 , 它 比 wE) 情况 要 简单 得 多 、 

3. 算 子 演算 和 谐 映 射 ”有 了 预 解 式 的 谱 表示 。 就 可 以 进一步 
讨论 算 子 演算 ， 先 讨 论 解析 演算 。 设 4 是 Fe ARER YN 
+, 通 数 10) 在 包含 oA) 的 领域 号 上 解析 ,了 是 Jordan BR 
RHE 了 C(90Np(4)), oA) 在 工 的 内 部 。 按 通常 办 法 , 定义 

1D = L f iO) = ya. 

X3R5s WAE Uk 上 有 界 自 共 轿 算 斑 ,，C(4) 一 {r,s 
A. Ana, Ái `... lsh» Airit U mhi = 0, 1 «isi IDs * 0. 
I+ 1<i<1+ b), RT s NOBLES COS IPOD m, SO 
1E) 是 4 的 谱系 。 函数 KO) 是 在 包含 of 4》 B33EA DCH E 
febr. Hx i 


fA) = IEG -t — 1,) > PO) G 一 uy] dE, 


r=] j= z n . 

i+, n A) p FPO) t. 

S SE „rie st. (5.39) 
uwl+1 i-Q 


”证 GR COD 二 D). SEED ss ye Ha, RIH (5.21) 
以 及 Fubini 交换 积分 峰 序 定理 ,立即 得 到 


Gs, y) = zr $ iQ 用 二 二 — 


£ 
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D a [£s »a 


nui 


++ >; $ ü EO. q dA Bus, y) 


2x1 icu à)" 


= i f LH 一 


. 人 一 XY 
f) ce | 446. » 


a qf) as. 
t 2 2x (1 一 ayt dACBiyx , y) 


T il 1G) 一 X PO) G— 2d I(E, y) 


Xf), x, y), I 


ELI 


由 此 得 到 | | | 
foo - [o - 3 P3. 6 — ay] ax, 
EDO, 


un, 7 
推论 5.6 在 定理 5.5 的 想 设 下 ,如 果 CCA) — (AY, BK 


(27 一 人 jl 过 一 一 > RAS iE, 


+5 (4 — aly 


sa ay" | p 
fa) - | «o — xo) ead Eis 
+ s P re» (4 — Ay, (5.41) 


ern" 
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证 E (5.39) 中 取 HKD G AO em 0, 1, 2,7, 20), 


FA f 
_ » — AI, E 0=<k=< 2, — 1 
B. = 
(4 — vr" 一 le — AYePE, bem 


注 在 三 角 并 型 下 , 8, ,具有 较 简单 的 形式 ， 实 际 上 , 任 取 
A= (e, B), 1,€ Co, B), 和 和 用 (5;3) 一 (5.5) 以 及 


ol IE J 
4" = Is. AS, Ar, M SFA, 5 siga 
` ;-9 : 3-4 : 


EL | 
* sigst — > SiCFANF* 
m idPktkes-i —— 
caen], smia Gem 
经 计算 可 得 
(4 — LFAE, = 10, 0, (Ap 一 WIYE, 0, 


S1 — uy (A, — urn Edw, 


iel 


— {5 — j, Di FF*(S* E A yr 


- 3G MYGU, — aye. 


PET 
- E£eG*(5* — AD^ }. 
由 于 l 
Bim = (4 — AIy" — I (z: 一 uE; 
— (4 — A yn E, 一 Í. (人 — A Y idE,, 


4 PAL 0, RUE XT Em Ú GÇ: 一 yma, 一 0， 因此 
B. = Ëm (A — hmE, 


*«»10,0,0,0,0, —($ — j) ` 
- [FF* + GG*Y(S* — yn), 
WERE Z piei z, l. za, E S ER2 Jordan 标 
准 形 S is tO LU FUE — b AM m — m, W F, G 有 表示 


Fn = DY (n, tò), Gp— Dl (P, yu, n€ N, PEP, 
i=1 ` . i-1 ` . 


这 里 的 z€ N, wé P (1,2, n), BRIER < = nt 
z + 5* + P. 
B, s, x 一 —I(x,., x » T (LE ftr 一 E; P ys Ys 21(x* sa, DESI 
推论 .7 在 定理 5 RUMP. 再 设 cauct- w, CO), 
那 末 对 任何 一 组 自然 数 k,, Tt i 
I (4 一 hf yett = j Te- hb) tg E,, 


mm »-] 
证 取 Ho) ]I G ayat RA (5.39) 即 得 。 证 毕 


为 将 算 于 演算 推广 到 更 一 般 情况 ,我 们 引信 两 个 代数 . 

ELSA 4 O, = [(J, Caty 25))|f 是 直线 上 Bore 可 
MAR, Css ar) 是 一 数组 } .对 于 2。 中 两 个 元 F-G, (z, 
am)，G = (g, Ga 3. ba)) WE“ RTF: = 
是 复数 ， . 

&F + BG = (al + Pg. (aa, + Bb, ttt a 3s + Plani ), 


FG = (te, S mab, F ays, °" «à mae tts x 25i); 
` f= " f 
”运算 规定 如 下 ， 
F = G, (Caos ttt, da.) ). 
显然 , 9。 EUN Rim). O, (1, 0,…， 


0) REO, 的 单位 元 ， 而 (0, (0, 0, --., 0)) X 9, 的 零 元 ,已 9. af 
是 交换 代数 。 
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= [Cs Gu ses Y BEA b 68380 ME Mo, 


使 得 | Ko — >a r| «wr 在 0 上 成 立 | 
izo 


则 o, 是 2, 的 子 代数 ， | 

m bk IURE (CO E 0 —M ERAN 2n 十 1 阶 导 
DNE LI a £O &i«22) I, U, (57,442) € 
a H | H " ` H 
为 方便 起 见 , 下 面 只 限于 叙述 一 个 临界 点 0 的 情况 。 

定义 35 RAEN EEJURECT, C(A) 一 {0}， 相 应 于 
0 的 根 向 量 最 高 阶 数 为 "， 叉 设 (E 是 4 的 谱系 ， 对 任何 o, 中 
的 F = (f, (qos 02)), EX. 


F(A) = íf KG) — e git 2 dE, + Y aid, 


FE 


F(4) 的 定义 域 是 


eia» = DANN fef] e ~ X 


E < oo0}, 


显然 , 当 f 是 解析 函数 时 , 取 F= (j, (o. » PI, » 


POP), gk FGD = f, 此 时 CA) — 


分 所 定义 的 
任 取 和 一 (一 M,MIOM > 0)， 由 于 相应 于 As (— co, 
o0) — A BJ (Esik, C, -)) 是 Hilbert 空间 ,所 以 在 研究 由 定 
义 5.3 所 决定 的 P CA) 时 ,可 不 妨 设 4 是 有 界 算 子 (因为 F(4) 
在 Ea. 上 情况 是 属于 熟知 的 Hilbert 空间 上 算 子 演算 理论 ). 
定理 5.8 RAEN LARERRAT, C(A) 一 {0}, 相 


D iH U, MERRET (f, asy. as. 
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应 于 9 的 很 铝 量 的 最 高 阶 数 是 mw。 对 和 任何 F. GE wm.。 有 
F(A) = F(A)' 
(aF + BG)(A) = aF(A) + BG(A) 
(FG)(4) = F(A)G(A) 
F(4) = 4, 
其 中 F, = (0,9, 1,0,:--,0)). 
.证 《5.43) 中 第 一 ,二 ,四 式 是 显然 的 。 下 面 证 第 兰 式 。 
对 给 定 o, 中 的 F = 0.0, 252), G = (g, (bs, 75, 
ia))。 任 取 A - C— n. pln 27 0)， 使 得 当 ¿€ [一 w, n1 W, 


(5.43) 


[eo-Eejexemc 


tad C. 
za 

| z) 一 Dy br 
izü 


| (gC) 一 > (£ aibri) " | < Ma 


今 证 必 有 常数 M, 使 得 


«MH, (5.44) 


| {| f — > z] dE, |! < Me. (5.45) 


事实 上 ,对 任何 peP, 0 <a «n, | 
mA Ko- E AzidE op | 
-[i. Lo Sdn] 


< Í G Mrd ET spp? < Mielle, 
1 < j < 2n; (5.46) 


AE FEME M. > 0, 
.in ñ . 
ol O- Bar] aseo || < wale, 
.—É i-nu 
1 < ! < 2s. (5.46) 
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注意 到 (5.16)?, 由 (5.46) 和 (5.46') 不 难得 到 :存在 常数 Mo WS 


[henl f) 一 > s 
"lua fo > arjaE[«Ma. — Cm 


Wy E X: f .. 
INI fu) 一 > «t jas, = um, (| + |... ) 
. [ KD — s ait ME, 
i-o 


H (5.47) 立即 得 到 (5.45), f 
同样 ,存在 常数 ,不 坊 设 为 M. EA 


TES 


I [ros _ > > arb Jae] = M. I (5.48) 
TTIWET) 
记 dam AEn, Aae = AE CI o (700, %)—A), s()= 


IG) 一 2 af, LG) = g( 一 E P, s == f()g() 一 >. 
> abor. Ea (55), (548) Al, Effe 不 仅 约 化 F(A), 
GCA), (FG)XA), 0E RE 

| F CAD EAT < Mg, 

IGGODEA) =< Ms, ' 

KEGAJE al] < Mp, : (5.48) 


= Mna, 


显然 ， 


D (5.16) AF ARKAE HR [e ANC = 2 时 ， 因为 meks 
(*,:20 Æ Hilbert 空间 ? 易 知 当 和 是 《ay 8] 中 皇 何 Borel rts (3.16) 
成 立 ， 在 证 明 (5.47) 时 大 要 用 这 个 事实 . 
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F(A) -f ECOdE, + s 4,45 + F(A)E e 


i-ü 


— 


G(A) = | CG)dE, + 3p + GCA)ESC 


Pe 


(EGA) = | sCOGE, + S D abdi + (FO CA En, 


i=0 j=0 


HT (Esik, (', +)) 是 Hilbert 空间 , $E Hilbert 空间 上 熟知 
的 算 子 演算 理论 , 易 知 

F(A)E,CG(A) E 6 = (FG) (CAIE we c, 

注意 到 EAUX 的 约 化 性 , 因 市 只 要 证 明 当 A 一 0 时 ， 


D, = (|. EGOE, + > z A.) " tGME, + > bAi) 


— (V. q(4E, + >: > aib idt) 


BEAT 0 RIT, 
由 推论 57, MEA > 1 时 ， f; (5.49) 的 证 明 , 有 常数 M, > 0, 


Ec 
EI 一 上 as, | = M. =. f (5.50) 


对 给 定 的 P,G€o,., HH (5.49), (5.50) 易 知 ， 存 在 常数 M, E 
得 
[Dall =< Mia. 

宙 此 可 知 , 当 和 一 08d, Da 按 算 子 范 数 政 效 于 4， 证 毕 . 

定义 &6 UAEI.LBAMOT, (E) AER. X 
Wt f, he) 是 【一 co, oo) 上 两 个 Bord JAAR CAE 
C(A) 上 没有 定义 )。 如 时 对 任 梧 «€ Hk, BG). LO 关于 定义 
dE(—00,00)— C(4) 的 Borel 子 集 上 测度 dEn, x) 几乎 处 处 
相等 , 那 末 称 AG, LO 关于 FEL] 几乎 处 处 相等 ?， 记 为 h= 


D SIRAJI SILA BA (E, HRES. 
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h. 
显然 、， 如 果 在 标准 分 和 解 Jr 一 NZ + ZOP F, A= 
15, dys EP F,G, 0j, JH (5.16) "T AR fief 等 价 于 he 


f. . 
EE 5.9 设 4 是 Hx FERRET, CCA) = CO, 并 且 相 
ET 的 根 向 好 最 高 阶 数 为 n. XE Fim (fis (20 o a), 
= (fia), ts da) ) 是 o, 中 两 个 元 , 那 末 FA) = FUA) 的 
ARARA hhh, 其 中 (El R AAB51828. 


证 类 似 于 定理 5.8 的 证 骨 , E, ADAE ETSI e > 0, A = (~a, 
gl, F) = FA) 的 充 要 条 件 是 | 
F (A yE, = Fi(A)EA, F(A)Eac = FAJE S, (5.51) 
fü (Ead, (+, .)) JE Hilbert: £x[R], 利用 Hilbert 空间 中 熟知 
HEX, F(A)E,c = F,(4)E,c 的 充 要 条 件 是 
Sa FAQ 


青 注意 到 Jim „iF; (AJE l = lim ICD EAT = 0, BASE 


理 成 立 . ue. 

F4 322 1] 7222 ss Et: s 

SHRS. Gage UH. LERARMET, C(4)= (0 i, 
RENT 0 的 入 向 量 的 最 高 阶 数 为 o. X os FG, Gn. 
mo)) 的 了 是 有 界 Bord AWAR, BE FU) BERW. 

这 个 引 殖 是 显然 的 。 

EASI 设 4 是 Dr ITTTTTTR C(4) = {0}, 
相应 于 0 的 根 向 景 的 最 高 阶 数 为 xs， 叉 没 FO BEREE SA 
数 ,并 且 F (f, (antt, n) JE a, 中 元 , 那 末 

(ELAD = (ftn rE oC). (5.52) 

203 EB A 一 (一 gr] (n7 0, AX Eafe :的 化 A, 
F(A), 所 以 

o(A) = glA |o ru) Ue A legem), (5.53) 
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ol F(A)) = a(FCA) gan UsCFCD) len. (5.54) 
id 4, = A |zamko Aast 一 AE cas a ü 
: - 22 
FCD leen, = |. | KO — 21 v Jar, 


ixn 
-| c FOE, o err... ' - (5.55) 
BT CECI, C, 是 Hilbert 空间 ,由 Hübert 空间 上 谱 映 


射 列 论 ,从 (5.55) 也 及 e (AS C AC (WL S 4 SEXE 4.8 B3 GD) 立即 
得 到 


an 
152077 42 


EACHk $-0 


aCFCA) leseng) = oG lA oc)) 
= DE ANAY: - (5.562 
由 (5.54), (5.56) 就 得 到 - 


s(F(4))Ə | J eCFCAD lesere) 


>U (Qe ot A)N Ac} 


= {FrEe o(4) — 10). (5.57) 
如 果 0 不 是 oC4) 的 孤立 点 。 BRAA e(F(4)) EHR, 
IG) 是 连续 沙 数 , Bh (5.57) 又 得 到 
e(F (CANON) re (Ai a G. 58) 
如 果 0 是 (A) 的 孤立 点 ， 那 未 相应 于 0 的 根 笠 空间 就 是 
(E, 一 Box, 并 且 由 积分 定义 还 可 得 到 . 


人 JG) 一 = 23 dE, |E -E ny = 0, 
: izg ' : 
从 而 对 任何 相应 于 0 RERE, 必 有 有 


F(A): = us 2,41 - 一 ao, 
itg : 
BH as é s|(F(A)), 由 于 G, Costy 2:.))€ e. FEEL a = FO), 
从 而 仍 得 到 (5.58)。 
-为 了 证 明 FCO Ire o(A)}。 只 须 证 明 对 任何 aë 
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Uie aC4)), BA XE pCFCAD) BT. 
事实 EE， 因为 EUO EAO m OO) bie olA)} 是 闭 
S, LEFT d> 0, 使 得 11 — £00] 2 d(1€ lA). 根据 等 式 
(5.56), 对 任何 a> 0, 2 是 FCD) e, ca, 的 正则 点 ， 另 一 方面 ， 
根据 定理 5.8 的 证 明 过 程 得 到 : 存在 某 个 正则 分 解 所 导出 的 范 数 
EXE Moo, 使 得 ” 
lIFCAD)EAP = Ma 


(WL (5.49) 式 )， 由 此 可 见 , 当 4 0 时 ， 只 要 取 "tae 就 有 


Ae e( FCD osa, Mi Ae (FC). | 

31 oH, EBAREN EUGA), BB o, ,中 的 
P.= (R a, (ao t a5 20,7705), GEA 

FA(AY = F(A) + al 

由 于 0€ (GlreoCO), 所 以 eG) az € oA), Ber 
面 的 证 明 ， ¿€ o(F.CA)), 凤 0€ o(FCA)), EE, 

X2 I2 在 定理 5.11 的 假设 下 ， x Ride Mk= 
NO(Z + Z*)9P ZF, A= (s, dy, dm F, G, Q). JERK, 对 
任何 G, (40,7 ean))e os。 有 


F(4) — b» aS, al, KA), Sr, 9,2 n (5.59) 
FE . ~ 
其 中 


BU > a s F, 


4 = > SG II Ja) 一 Y 24 D 
em 


B= Da Y si~ rosti ` — x: 53 Sigptgtrtus 
lco +e P-2 jep 
PEk-—l 
+ Sse f] HO- M 24 CUI PERSA 
fikmi imp 
证 利用 F(4) 的 定义 ，0EA 时 的 E, REA (5.16) PLE 
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A" 的 表达 式 (5.42) ,经 直接 计算 不 难 证 得 ， 证 毕 。 
”推论 13 在 定理 5.12 假设 下 ， 又 假设 o.c F = (I, 
(4, -tty 41,)) 满足 下 列 条 件 ， f ERRAR, 1,2; 0 (0 < < 


2n), 353 
CCFCA)) = (COLI «€ CC). 


证 ”因为 是 实 函数 ，s， …， an 都 是 实数 ,根据 定理 5.8, 

F(4) REDESERET-. 因而, M. (5.59) 可 得 

. C(F(A)) = o(F(S)) Ut D, 

又 因为 Fe ws， 所 以 a 一 0)， 即 推论 成 立 ， 证 毕 . 

4. 丁 算 子 的 临界 点 结构 和 谐 映 射 ”这 一 小 节 中 将 不 加 证 明 地 

烈 出 酉 算 子 与 当 共 桃 算 子 相应 的 临界 点 结构 和 谐 驳 射 方面 结果 ， 
X357 HUEN FEET, h€ o, (D). 其 果 相 应 于 k 

HERTZE Bod THEHR, 那 末 称 AS EUR AERA. UY 

义 临 界 点 合体 记 为 CU). 

用 C, 表示 复 平面 上 单位 圆周 ， 以 下 不 再 重复 说 明 - 
SH S14 下 列 命题 成 立 ， 

G) 的 临界 点 必 是 广义 临界 点 。 | | 
GD 如 果 16o(U), HE |M e 1, 那 末 4, Ee CQ). 
Gu) MR ECA), 并 且 1%| = L. 但 为 不 是 口 的 临界 

点 , 那 未 DCU) 必 是 非 退 北 
Gv) 如 果 在 标准 分 解 Hx — NOU - +Z ZF, U= 

(S, Un, Up, C, D, T). BÆ (CN CCA)) o). 


XX58 BUE. HERT, C), diy 


2 cs sed, 其 中 (ulest O giS tx «l 
la Án, 


(Q +I1<;<1+ h). & L= (Pu, (U) + 9: (UDD D 
uS (U) e 9 (00; di RU me 称 
x [t 在 Lt Lb 

0 ELE- 


3347 


是 如 的 谱系 ， 今 后 仍 简 记 E} 9 (CE). 

定理 5.15 设 U 是 Hk 上 西 算 子 , {E EU HER, HELE 
标准 分 解 Ux 一 NOIZ + Z" DP ZF, U= {8, Un, Ups C, 
D, T). XXE LECS), l| = 1,A, A 都 是 包含 4, ROTER, W 
未 下 列 命 题 等 价 

G) sup(ilEAll AC An) < eo. 


Gi) a7, ptt 都 是 全 有 限 的 测度 。 
Gü) GD im E, FE. 

Gv) 9,07) 非 退 化 。 

CO GR) HmEË, FE. 


(vi) sup{ ICEas, y» Is y] < 00, 


注意 GH) 中 e? 定义 类 做 于 《5. 6, 只 是 将 (5. 6) 中 Ef» 
换 成 现在 的 Efe; duo 8036352628 (D, (52), 将 (5. 1), 
(5.2) 中 G, A4, 换 成 现在 的 —SD"U,, Up. 

定理 516 AUE H, LERT, ERED Mk= NB 
{Z + Z*MBP ZF, U= (S, i Ur, C, D, Ty, C(U) — 
LT ee, 4s Me EEPE TI Yu = (li| = 1, 1=< = 1; 
lal m1, HIS S 1+ k), AMT A 的 根 向 最 的 最 高 阶 数 
ÀXps. XAR (E, EURER. ME, 26E e (U) 时 ， 


f. 


(I — Uy - xa, DUE, + 93 Saty 


IN 
By Ba 
+ — Pu. 
> > (à mal 2,7! (a — iy 
| | L; 
这 里 
他 一 à 
Kü, n.i. — — à, DU 
Q.) ET NM. 
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1, (al < 8; 
e - [7 jal > 8, 


m 2 满足 - 0-8 « min |14 — hrl. XU [=< i; =< IM. B. 
是 Hk 上 有 界线 性 算 子 ; IBID RLM, Ba 
— S) Pa, 了 一 (2 -sti Pi P, BZ E s W Rz 
hasse, 的 根子 空间 分 解 在 0,0). LEY, PL EZ 
5* 的 根子 空间 LOS} 分 解 在 On) 上 的 投影 . 


定义 5.9 RUE ik LEXSNET, CW) 一 {1}。 相应 
于 1 的 根 向 量 景 高 阶 数 为 e, XR (E) BURRA. HEN o, 


中 下 一 Q, Casts an)) 【这 里 了 都 是 单位 圆周 上 Borel STI 
函数 ,并 且 存 在 常数 M ,使 | Ko— Dy aly | «n o-iye), 
f i-0 
规定 - f 
I in 1n 
F(U) = | ie — 31: G — y as, + S aU lY, 
* PT im 
ifa . 


` ete» = [|f] o -S — vl ata <o}: 
. . EF 


TA ST HUE Hx HEAT, CU) = {1}, fHwT1 
的 根 向 最 最 高 阶 数 为 n, FARERI 
G) (F(U) = F(U)* 
(aF + 8G)(U) = aF (U) + BG(U) 
(FG)(U) = F(U)G(U) 
M F,—(6,(1,0,0,--:,0) W, RU) = U. 
Gi) í f PERRA, AFU = 0l € aQU)j. 
(Hi) 如 果 在 标准 分 解 Tx NOD (Z + ZOP Z, Va 
(5, Uns, Ups C, D, T], BB F(U) 也 具有 在 同一 标准 分 解 下 
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的 三 角 横 型 ， 当 F — (f, Cas tta aa) e 1, W GOL 一 
lG C.) Bj, F(U) EAST, 并且 


FU) = 135 — 0,1, 02, F, 9,2] 
(F, 9, 2 RERE) ,并 且 c(F(U)) = (1). 

最 后 我 们 指出 , 有 些 定理 ,特别 如 谱 映 射 定理 中 有 关 JG) 的 
连续 性 假设 并 非 必要 ， 一 般 只 须 在 临界 点 附近 有 足够 的 可 繁 性 见 
可 ,其 余 的 地 方 只 要 Bore 可 测 即 可 ,由 于 对 可 测 通 数 的 谱 映 射 问 
是 在 Hilbert 空间 已 有 讨论 ， 而 除去 临界 点 附近 外 的 地 方 是 和 通 
常 Hilbert 空间 同样 处 理 的 , 所 以 这 里 就 不 再 讨论 了 。 


$6 对 称 算 子 代数 


本 节 中 我 们 将 给 出 Me 空间 上 算 子 代数 方面 的 初步 结果 。 

1. Hx 上 JV.N. 代数 

RAUS BU) 表示 Hz 上 有 界 算 子 全 体 。 显然 ，B(1Tx) 
E Hx 上 (下 有 界 算 子 构成 的 ) 代 数 。 如 果 以 “入 运算 作为 这 个 代 
数 的 对 合 运算 , 它 就 成 为 具有 对 合 的 代数 , 即 成 一 个 对 称 代数 ， 如 . 
REA T. 的 任何 正则 分 解 x 一 HOH, MEREK d 
以 及 相应 的 算 于 范 数 作 为 代数 BU) Wk, WK BUI) 就 
成 为 Banach 代数 斌 然 ,不 局 的 正则 分 解 所 相应 的 Banach 代数 
BCDk) 是 拓扑 网 构 的 . 

定义 6.1 ZOR BL) 的 子 代数 。 如 果 对 任何 469, 
必然 有 Ate9, HOKERAE mz 上 对 称 算 寺 代数 ， GRO 
Me 上 售 单 位 元 的 对 称 算 子 代数 ,并 且 按 明 拓扑 "是 闭 的 ， 那 末 称 
QX [fx 上 IVN. 代数 . 


1) RRN REI EREA Hilbert 空间 上 情况 完全 大修 的 > RU wx, 
Xar yu "s yxa E) = (Al |C Az ise, Xat Fas yay" Ya E lI, d M 
QE HEERA, 
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462 iof H. L-RARREAT, LÆ e 的 闭 
线性 子 空 间 。 如 果 L, Li 都 是 Q 中 所 有 算 子 的 不 变 子 空间 , 那 未 
WO k Q 的 广义 约 化 子 空 间 ， 特别 ， 当 工 是 钨 的 广义 约 化 于 空 
间 , 并 且 Tx 一 LBL+ 时 ,就 称 工 是 全 的 约 化 于 空间， 如 果 伴 从 
去 平凡 的 约 化 子 空间 (00, (Tx). 外 ,再 没有 广义 约 化 子 空间 或 约 
EFTER ,SESCHR FLUR 9 是 广义 不 可 约 的 或 不 可 约 的 。 

显然 。 当 所 的 广义 约 化 子 空间 上 了 是非 退 化 时 , 工 必 是 全 的 约 
EFRR. ER, 当 急 是 广义 不 可 约 时 。& 必 是 不 可 约 的 ， 容 
易 举 出 例子 说 明 包 其 不 可 约 的 ,但 立 并 不 是 广义 不 可 的 的 。 

如 时 由 单个 算 子 4 所 构成 的 全 是 广义 不 可 约 或 不 可 约 的 , BB 
XR 是 广义 不 可 约 的 或 不 可 约 的 算 子 。 显然 ，4 为 广义 不 可 约 
《或 不 可 约 ) 的 充 要 条 件 是 ,4 和 41 没 有 公共 的 非 平凡 不 变 子 空间 
工 (或 公共 的 非 退 化 的 非 平凡 不 变 子 空间 ). 

定理 6.1 假设 77x 空间 是 可 析 的 ， 那 末 广 义 不 可 约 算 子 全 
EE BI) 中 按 算 子 范 数 稠密 ， 即 在 正则 分 解 Tx HOH, 
(由 它 产生 的 范 数 为 上 上下， 对 任何 C € BOT), 820, 必 存 在 广 
义 不 十 约 算 子 Ci。 使 得 lc — al < s. 

ü 证 明 将 分 成 三 步 . 

(D REH CEBU), ER ic 一 C! <= (在 m, 
(II) 中 将 证 明 C; 是 广义 不 可 约 的 ). 

| C—-AJX iB, Hm A= iQ oe cn, B= i(c- 
ct), | 

a) 对 于 Fe LAGEBCE 4， 存 在 空间 的 标准 分 解 D 
NIZ 十 Z*}BP， 在 此 分 解 下 ,4A 一 45, An, Ap, F, G, OY (iL 
$52 定理 2.8), 令 (Z + Z*] 一 EO, ROGER AR SERRE HL 
NOH*, H, = POH}. H4, H- HLOH, 是 正则 分 解 ， 册 它 
SEHISPEBI ROC DG C, YII P. mme rts, 
所 以 存在 m. M > 0, db 

mixl < lll < Mill, x € Ex, (6.1) 
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E P,O, D EBJESENCT- A, E olde + AQ (o (S) U 
lAs 一 A, EPEA (P, C, ESCER, law eT I. 因 


为 a(S) Uo(4w) 是 有 限 集 , 上 述 要 求 是 容易 办 到 的 ， 
Wh, 7. 一 PHP, Erit EHE M LET 


Q D 
A, = (, B 
则 它 基 Ux LARMETO 41 一 AJ), mE, 对 性 何 x € Me, 
BARON: = n + zcba*-bp(ueN,peP,z€Z,z*€ Z*), 
则 有 
lex] = An + z + x* + b)|| 
< MAn + z + z* + PN = MAp 


ME pllr LAM Ë qx 
SM ell < lil < lel (6.2) 


8 
RB All < PE 


Br olde H M) GQ) UAD 一 2, 所 以 4 + 4 B8 
T^ SSO AR C (4 + AJ) 是 oA + A) 的 某 些 孤 立 点 所 成 的 
W, ik C(A + AJ) 一 人 ino "° “s Aths luat; 
当 I<; < L BLR F (Sr) 2, 的 根子 空间 记 作 和; W ¿+ 1=< 
PI, 时 ,相应 于 y, 1,808 S 189 E enna gu. XR, 
m (l <i< il l) 均 非 退化 。 在 q; B £F XA T2308] N,(— 
m), tE 

He = ((À + Aiz|z € Ni = 1, 2," i+ h, 
， 一 0， 1,2, en] 

因为 o(4, + 40 (o(5)U0(44)) = @; 易 知 H, BARET 
空间 , 并 且 是 有 限 维 的 .又 因为 Hc 中 已 含有 六 维 负 子 空间 ， 所 
以 He 是 非 退 化 的 ,并 且 HÀ 是 4 十 如 的 不 变 的 正 子 空间 , W 


HE CD EEGERECT A, B DA] T. 3EB (4 十 
A) i tA EORECRIGOIURIRIBIIU E 383 ANC, H. ol(4 + 
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Aa) ing + ADN GG) UoC44)) 一 好 (因为 HE Edi Cr) 产生 
的 范 数 与 原来 正则 分 解 x 一 HOH, MERES, F 
以 上 述 要 求 也 是 易于 办 到 的 )。 作 Mk= HDH 的 算 子 A= 


» i) 于 是 4 十 A + A, TNT ra 


XE (Ho, C0. D 上 取 完 备 就 范 直 交 系 1e}， 使 在 这 个 基 


T. 
Ài o 
GE A) HA, -| à, ) 
o ` 
从 而 相应 于 分 解 Hx = HOCH, A + A + A, 的 矩阵 表示 是 
*| 0. 
A O 
4 + dd = ` (6.3) 
Ja 
0 . 
o 
P) # Hc 上 取 一 组 向 量 AL —1,2,-, mj m mi dim Hc), 
使 得 
Hc = span {fili = l, 2,77, m), (5.4) 
. 2 ai M» P» 
an mime. ix. (65) 


Bi ttleicm, 1<i<m 
HU. LARRET BEBU), EEES Ne= HOH 
T. 


B B 
B + B, = ( ui À, 
Ba By 


其 中 的 Bu, Ba, En, Ba 满足 下 列 条 件 : 

G) BA s s 

GD (Eae, e) 8 0, i, jm, 2, 

(ii) jdm x mip Bu = (Bue, f), Ba 一 (Ba, e) 
(1 =, j= m) 有 行列 式 
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det B; > 0, det B4, >= 0, 
(Gv) jid F — {Chs tta DIA i 
HA EREI S FRETAR, 4 s 中 元 全 体 为 Fl 
Piy t, PRATAR F,, -*', Fatte, 使 每 个 Fi 在 其 中 重复 
BREMS. W Fam (i a id 2m x 2m "BP ` 
pu 一 ( «55. ef) iim | ( (Baci, eiii rd. | ) 
. Ukang m 0. Kin be Sak 
Wb, det B b 2690 (k= 2,3,-.:). | 
易 知 满足 条 件 G)— Gv) 的 B, 是 存在 的 . 
作 算 子 e (4 + Ait A.) + (B + Bi, 显然 IC 一 
Cl < s. 
(ID 证 明 C, RXGIÉRART. 为 此 ， 只 要 证 明 A + 44 
与 B + B, 没有 公共 的 非 平 凡 的 非 退 化 不 变 子 空间 。 
Ca) 设 工 是 4 十 A, + A, 的 不 变 子 空间 ， 并 且 是 非 退 化 的 . 
记 Hx 到 He LeBENTA Pe, Xia | 
= (Pcz|z € L}, -ÍU—rP eL. 
Z5 n. " E 4 十 PH — RRL x Á+ 
At Al, 的 不 变 子 空间 ,从 形式 (6.3) UE L =< LG 9e D) 并 


且 相 应 于 每 个 2 的 特征 子 空间 是 由 ez 张 成 的 一 维 子 空间 的 事实 ， 
立即 可 知 必 存在 自然 数 的 某 个 于 集 N, en. d spen Venda € 
Ny. | 


Mie € Last; pu" ei el MCI €L, ct Lt € L+), 
TE 7 
Aer + ei t)= Le = (A + A +A) 
Vos == (A + Ans + A.) {er + e +y, 
Aim | MEM 
ue — (A + Aat AD)et = (4 + A + A.) eF* 
— le^ € LY Lt (0). 
* Hj 


因为 ef = 0, 所 以 eF = ei, 从 而 LcL. 

b) VK L XE B+ B, 的 不 变 子 空间 ， 

mA L,= 01), HR L = L2 适当 取 一 组 不 全 为 零 的 复 ， 
Ex (asiti, z J), WA O2) Gf € L. Dio B, WE Gü), Pel 
Bahi (£= 1,2,..., m) 线性 无 关 ， 于 是 ReBafc0, IE JE 
ZB; (I — Pe)(B + BO2ZeheL., BETA, 

jk z € Zc， dis) 可知 ere L, BO (B + Bye € L, [N76 


(B + Bi)e; = E oe; + Bae; = Poe; + > (Baci, ej)ei, 
i 


从 而 
| Q — Pc)CB, T Bi)e: = >: (Bnei ei)es€ Las (6.6) 


H Gi) É (6.6) 41, L, = spen (es lm € No] 中 Meil, 2,7), 
即 HCL, 但 是 ，B 满足 (ü), 所 以 Borli 1.2... 9) 
是 线性 无 关 ， 从 而 spen {Bacim 1,2,--, m] = Ha, 又 因为 
HCL, HEIA Bue € LG = 1,2,:-, m), FÆLE Hoc 
L. RËRA L= fre 

Bab) uA Ó, = (LR As + A) + (B + BD 没有 非 
` SRREUELHET AS BI, m 

(IH) 最 后 证 明 Ci 没有 非 平凡 的 广义 钓 化 子 空间 ， 

如 果 址 化 子 空间 工 是 C 的 广义 约 化 子 空 间 ， 那 未 上，L+ 对 
GC1 均 不 变 , 于 是 L Lt 对 A+A tA, B + B, 都 是 不 
变 的 。 但 是 dim LNL+ SK, MURAR A + A + À 与 
B + B, 没有 维 数 不 超 过 KK 的 公共 不 变 子 空间 即 可 . 

设 工 是 4 十 A + À, 的 有 限 维 不 变 子 空间 ， 和 《0) 一 样 ， 
可 知 E. 必 是 (4 + £, + di DIE 移 不 变 子 空间 ， 所 以 有 L= 


spine, [i = 1, 2,77, A) GEH 和 是 有 限 数 ) . 为 说 明 方便 起 见 ， 
先 讨论 简单 的 情况 . | 
a) Ék (m, na )c( 2 m). Bn LE B + B, 也 
2425 


n—————————— M— P (Pe 


TFE, 设 有 元 素 > eif; + > Bie; € L, BRA {B +B.) (Za h 
+ > Biei )€ L, Mif 


C — PAB + BO (X) eh + Do pe) er 
i=] =t 
WD Plo Bal + D Bae L,. 但 是 
i=j PS] 
> o; Baf: + >; Bnr; 


= > > (ot Bafs ei) 十 BiCBze;, eibein 


r=1 iej 


id ri = > (G; (Bxf;, ei) + pl Bane; 4», 2 Xid. 


Bj? = ( Pah eiiam (Bae; Ciliciam ü ) 


3D etim G&k-mer«i«akm /” 
由 于 B, 满 是 (ivy)， 所 以 必 有 无 限 多 个 4, i dec BE = 0。 对 
XXe k, Xj i 在 2(k — lm + 1 和 24m 之 间 变 化 时 , 必 有 一 个 
ri >= 0, 即 在 > risi 中 必 合 有 可 列 无 限 多 项 不 是 零 , 此 与 L= 
span Te, |i = ', 2, tts Ka} 中 k, RECTE. 
5) 一 般 地 由于 No = {rli =I, 2, ttt hj 是 有 限 集 ， 其 
中 元 素 个 数 至 多 是 m, 取 Fo, 使 N.C F;. j Fe Foi = U, 


2, ---, 如 果 Datt D act, BEA RI LB, 有 > rie; € 


= lem, - ET 


La Kuh 
r= D o (Bali en + S Eas, eih. 
i=] . F + 


由 于 de BW) 4 0 G= 1,2,-), 所 以 j 在 20 — Dm + 1 
与 Am ZAREE BART rise 9, BD D nes 中 有 无 限 多 
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项 不 是 零 。 显然 ,这 是 不 可 能 的 . 

EOD, (H) sp, C 是 Hx 上 广 尺 不 可 约 化 的 算 子 。 证 
毕 . 

定理 6.2 Hy 空间 的 广义 不 可 约 了 VY. N. 代数 必 是 BT, 

证 ”首先 证 明 对 于 Hx 上 上 任何 广义 不 可 约 的 对 称 代数 Q, 
Bc", piri, E B—ai, | 

事实 上 , 因为 9 是 对 称 的 ， 所 以 不 妨 设 B — BY, TEB E 
有 半 负 的 特征 向 量 ; 设 相应 的 特征 值 为 4, 记 H, = {x| Bx = tr}, 
显然 H, = (01. BCT REG, MA H, 是 心中 所 有 算 子 的 公共 
的 不 变 子 空间 , fH $a 是 广义 不 可 约 的 ， 所 以 B = Hx, BH B= 
M, 
现在 证 明定 理 6.2, 显然 ， 只 要 证 明 任 意 取 定 的 B € BT.) 
DLE 关 个 线性 无 关 的 向 量 x, -x。 后 ,对 任何 8 > 4， 必 存在 
Ae Q, EE |r — Br;ll- 8 (£= 1, 2,-:-, m), 


作 Ha 空间 I = Hp ri 以 及 HPP 上 算 子 代 数 
Q = [4 BANA € QJ, (6.7) 


mak. Q 为 HP 上 对 称 的 算 玫 代数。 9 L = 3 D... 
Ar| 4ER) ml L m e Hy 的 闭 线性 子 空间 , 并 且 MLC L, 
M. Q Bp ASS SE y, LERB (TBI a 将 有 有 限 维 的 
广义 约 化 子 空间 ， 这 是 不 可 能 的 )。 令 了 是 HIP 在 工 上 的 投影 
在 分 解 IH 一 MD -- Ok ET, 
P= (PG, j—1,2,---,2), 

其 中 Pu € B(Ilg) (,/—1,2,--,2). 从 8"LCL, &?L:iC 
L^, 立即 得 出 卫 与 Qo" 中 所 有 第 子 可 交换 ， 从 而 Pad 一 AP, 
(—1,2,--:,25,4€93). 根据 前 面 已 证 明 的 事实 ， Pr — Aud 
e 是 复数 )。 但 P(xG-- Dra) 一 为 转轴 zs， 所 以 L;— 


DO RR BUO m Qo 中 每 个 第 于 可 交换 的 算 于 全 体 ， 


“244. 


85, BB Po, ib RO, L 一 IUD. yrs, 

定理 463 生成 J.V.N. 代数 BOUT) 的 算 子 全 体 在 B) 
中 按 算 子 范 数 稠密 . 

证 对 任何 CEBU) UEH e > 0, PEA 6.1, 存在 
AT CE BUT), WEB jic 一 cl «e, 3EB. Ci 是 广内 不 可 约 
的 算 子 。 因此， 由 C ERRI LV.ON. 代数 Oc HEARE 
的 .再 根据 定理 6.2, 立即 有 名 cr, B(T.), WEB. 

2. 如， 空间 上 对 称 算 学 代数 的 二 重 换 位 

51864 如 果 A... An 是 下 空间 上 有 限 个 可 交换 的 拟 
LIA-EG OA EDEN Ast, A， 及 了 生成 的 弱 闭 代数 , 闭 末 
a= 0", : 

证 HEX Deo" 证 明 Deo PHA, mA, S bp D k: B 
JE SE 38 TANE MENEH. 

因为 A... Am 和 吕 可 交换 ,所 以 存在 半 信 向 量 。，span{e} 
是 Anett An D 的 公共 的 不 变 于 空间 ， | 

如 果 span {ce}】 非 退化 ，。 见 (e, 2) 二 0， 注意 到 Hx 空间 上 
拟 知 零 自 其 绒 算 子 必 基 和 咕 零 算 子 , 立 邑 可 知 4, = 06 1,2, 7, 
m), WA 号 一 BT), 从 而 97 = 211 9. 

如 果 spanie] 退化 , 那 未 存在 4 4u, D 的 公共 标准 分 
解 I, = (span{e} 十 span{ eBP。 其 中 (e', e) — 0, Ce, e')= 
1,P 是 杂 的 正 闭 子 空 闻 ， 对 应 于 上 述 分 解 , 有 下 列 量 降 表 示 

0 Aa Ai span {le} d D, D, \ span le} 

«s 0 “l P -| p, Dt | P 

0 0  0/ spanfe'} 0 0 d span{e’} 
(= 1,2,---,m) (6.8) 
其 中 dap (P, Pije, Dip = (P, Po)e, Pi Pe€ P, i— 1, 
2, m, D, E: (p, 6, 0) EBERNECE T Aa, D, 是 两 个 
实数 . f 

作 D'— D— dl, # D” € Q”, AE, ADERE d 一 和 的 
WO PiE Deco, 
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今 证 D, = 0: 事实 上 ,用 4D = DA; 得 到 A; D, = 0, BD 
对 一 切 p € P, . 
0 = 44D,P = (Drp, Pije = (b, Dobioe, 
M Depim 0 (G= i, 2 "t, m). ER që P, alepa {rl 
£= 1,2,--,m). fE (P, C, -)) EXT B, Bp = (P, 2)e, 
p e€ P. W H, EX 


0 B, 0 
B, = Ü 0 Bi E] 
0 o 0 


WARRE AiB, -— BA; = 6 Qi 一 1, 2, `“, m); BE Ëe 
gU, 所 以 B,D = DB, 从 而 D,q = ü, 由 此 可 知 ， D, = 9. 

4 E 8k P fE span (Pi|i== 1, 2 m) 上 的 投影 F= 
E, RUR, (F) 一 span (im 1.2... m). XT 


9 0 
Ë 一 F 0l, 
€ 0 


BA AB = BA, (—1,2,--, m), 所 以 Bp = DB. 于 是 
Ffp--0, BD Po = Epp€ span{pili™ L, 2, mh 令 pp 一 
S) 4b. FEB 91.405 0. 记 p — 310405, # 
i=] ` PT i imi . i 

B $ Bp = (p, Pe, PEP, 再 用 Bitt (69) rh B, fE B,, 2 
计算 得 


0 0 (PaP) 
EM = 0 0 0 > B4; 一 


ü 0 ü 


= coo 


D 0 0 
0 0 0 


9 0. J 


i-1,2,-,m 


0 O0 (Pi, Pi) 
ADD n0 bLi:3-1,2,:--,m 
0 ü 


Ü 


ezite 


DE Aj A= didi, CAD (pi, p 都 是 实数 ， BH (Pis b) = 
(pa, P5. 从 而 A;B, kami HAC —-1,2,:55, m), TER, 


(» 一 ea) B, = B, (p 一 aM). 


即 (po — DNCRed) pis po ) = (Pos po — Di Redt: ), 也 就 是 
说 Pe - 0. f 

YE 了 一 站 一 (Redd, 显然 D'EA, Bb aps 
假设 六 的 撼 阵 表示 形式 (6.8) 中 d 0, D, 一 0, D, = 0, Wm% 
在 (5) 中 有 某 个 b. 0, BUR 41 的 矩阵 表示 中 只 有 dise 
0， 并 且 Aam (Pis Pn)， 所 以 存在 实数 a， 使 得 D — adi: 如 
果 lp) 都 是 零 , 那 末 4, 的 矩阵 表示 中 就 只 有 da 可 能 非 零 。 当 
某 个 4i B. dj = 时 ， 将 又 存在 实数 o, 使 得 D = aj. 否则 ， 
A, Xpp EET, 这 又 回 到 前 面 所 讨论 的 平凡 的 情况 ， 总 之 ， 在 任 
何 情况 下 ,我 们 都 证 明了 De Q, Ug. | 

XH GS it Aoi, A, PI, WIRA PI 3E68 09 i JEE 
+, km EI; xn sts BRI UA, Ei: 
末 由 它们 生成 的 弱 闭 代数 9 一 a", 

证 令 疡 为 下 到 才 的 广义 临界 点 为 的 根子 空间 上 投影 , 因 
3 £40) 可 变换 , 所 以 (P;) BIRR, MAT Po Pat EE 
Ika, JEB. AME A G= 1,2, 7, m). Sf, Pot PVT, 仍 是 
A, 型 空间 ;上 且 ` : 

k H, = (P, ` Pali OLP, :PAT),. 

4 
0079 = A |a- -Pdt 2,- Ol, Pedal. 
在 Piete Pedi, E, s, 就 是 由 (4; 一 Al) s, oP miT; ` HUS SERES 
M. 根据 引 理 64, Q, = Oy, # Hilbert 空间 (P: Pa), 
(5,9 上 ,由 JV. N. 代数 二 次 交换 子 定 理 , 又 有 'Qx 之 Q 

如 果 能 证 明 LEa ADA", 就 得 到 Q—92" 的 结论 了 。 
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A — s us... ea i- 


GY . 
šal, 设 4-( eao, 办 为 r= N ML 
PLY, BA a s 从而 A; 一 0。，4; 一 0。 又 对 任何 
BES, BLER, m 5 = (7t 1 je @,eo,y, Mm 48— 
BA, 于 是 又 得 到 4,6 OU, AED, RD AENDA = 9, à, 
WES, 
BIW 66 je 9 E Hik 上 交换 的 J. V. N. ER, OQ hea 
S NWEMICTE ZL SSK. MEA 中 投影 算 子 全 体 SG 必 是 按 
算 子 范 数 有 界 集 . 

”证 只 要 证 明 Z ERAEN Tx 一 HOER, 所 导出 的 
GE IF. S 是 按 小 由 的 算 子 范 数 有 界 即 可 以 了 。 证 明 分 三 
F. . | | 
| (D 对 于 投影 算 子 P， 用 NO) 表示 PH, 中 包含 的 极 大 负 
柱子 空间 的 维 数 。 灾 - 表示 P 中 N(P) > 0 HERETER., Ë 
然 ， zx RASA. 今 证 必 存 在 分 解 Ig = x, De :Bir, 
K, + e + K, = K, *kT Hx; WAEN, MENERA T PE 
S (o, — 9/9), PI, SUB CT SIBI, 必 有 N(P) 一 

事实 上 , 记 天 一 inf N(P). 由 于 K < oo, pum 


PEP, ER N(P) = Ko Hx = PIT, W II, HO. 
ig 9, = 9|7r,, Qt = QI, , HIT AM Hr = Hx CHE. 


a 一 PAL, ' 
显然 ,对 E m HERT P, 如 果 Pk, —" 
R N(P) 一 用 Se, Ox, 代替 开始 的 S, H.x, MAREA 


D Mk, 一 PPS > 人 = Q, DS, 而 当 投 影 算 子 Pc, 
PI, 含有 负 人 性 子 空 间 时 SÉ NO) = K, DS K <œ, 所 以 
ZU RP RAS EI ( 的 结论 ， MEM 

D ERAH. Fe Lp V.N. 代数 会 。 如果 当 Q his ST 
PER PH. 含有 负 于 空间 时 ,都 及 (P) = K, BERIBSROUS 
ATZERA 中 投影 算 了 于 全 体 P. BÓ TPOESGUUSXGS. 
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m x debo Fat, BE p Ip. A, S lim MP 
eo, 4 L,— Pile. SA, P.---P, ç P, BD n L, 含有 KK 维 


Sur e. Am n L; 含有 天 维 半 负 子 空间 ， 但 P, -Palik 一 
Di XEGE)- “im P.-- P. = Pes), B543838 4.4, Pilk 


f L; 然而 PH, 是 非 退 化 的 ,所 以 PH. 含有 玫 纵 负 于 空间 ， 


- EDR Hx 二 PH 人 BQ 一 Pj)IK， 电 它 导出 的 范 数 为 fili. 
因为 P.(I-—P) 是 Hilbert 空间 【人 — Pie, (e, -)) 上 的 投 
E34 UE 
P, = P,| n DP. "n" = P| ,r,@P, lacrime 


|P. < tel + JPG — PM — fe + 1. 

R, UP.) 是 有 界 数列 .这 与 假设 有 ps 让 一 oh 一 co) HUP 
H. | 

GHD 先 证 在 《ID HERT, P RERHCT-ONE ROS ARK, 
ELLEN Ge. 是 有 界 集 , qu COT DIRE TS HEEL 
FP, P 1 -— PC, ifi IPIS jr — PII + HI, Ha 
知 , P 是 有 界 集 。 对 于 一 般 的 情况 ,将 CD, (U) 两 步 结 人 起 来 不 
难得 到 本 引 理 的 结论 。 证 毕 . 

idT.2s|a] ETA 0 XE JEEP bb dt OD MORBO PORCNCT- S8 arn. 

X367 Wo RES H< 空间 上 的 交换 J. V.N. 代数 ， 
3t H SoBEEBILIEUO BEREICHE 4 RRA, BOE ^re E dtd 
WT AEQ, AEN Be 人 9， 存在 相应 的 Bye (4), bon 8,— 
B €, : 
证 WAE Hk LERET, Ae Q, A BI XR RUN 
PE te hs diris Arsa tt sy Mapa inr, (E) RÉARSERL, 根据 
AKIONA CEPS JUL X: IXj«b 时 ,Ey— Ene 


D A 是 有 界线 性 第 于 ;如 果 存 在 才 项 式 PCD, M pCA) = 0。 出 称 4 是 代数 算 
+. . 


IDA 
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o, 并 且 (E, 一 Eo) Nr = 0,4). LER $, lA) TD (A) 
UcrleisicP)JÉSIBHAZIEBIUBZEEET 2: H , ELAH 
于 它 的 投影 算 子 P,cO, 这 样 就 有 
Hy = 由 (eu — Ey) Hk (8 Pille Oht, (6.9) 
其 中 (E, — E, Hk (im D, Pille Qi ed p) 
ERO 的 约 化 子 空间 ，H# 是 正 子 空间 . 根据 记得 到 的 这 个 事实 
以 及 Ko, YAA. FE Hk BJ 
Be = HOO. e DIF OHs, (6.10) 
其 中 MP < i= m) 都 是 全 的 约 化 子 空间 ,而 在 每 个 ”上 
9 中 一 切 自 共 思 算 子 都 只 有 单 实 谱 ,或 互 为 共 乞 的 非 实 谱 , 并 且 如 
果 有 某 个 Aca, AE HI? 上 的 谱 是 一 对 共 椭 复数 , 那 末 H7 gu 
EERE, (5.10) 中 的 Ha 是 Hx 的 正 子 空间 。 
根据 分 解 《6.10)， A 有 分 解 
$-—42,0-G20,620|, , 9 - Oo o (1« <. | 
在 Hilbert ZA (Hale, 2) 上 ,利用 已 入 的 Von-Neunaün: 的 结 
果 , 对 代数 QI, 存在 deo, 使 得 Tab, 


SERT AYER (6.10), JE Me LEF 


1 E | 
A= [ `.. ) (5.113 
io "34 


TEE eC) [— 1,01, PR 469, 在 IPO < =< n) E, 
ing `o, du —4- EUEAENCT. À RE JEAE ROI, BE E 
äm? < co， 从 而 9, h— WW T-RXETOSURCT- IO. dia” 一 
co， 那 末 仿 ; 中 一 切 自 共度 算 王 都 只 有 单 实 谱 ， 从 而 对 任何 算 子 
4€9, JE MM at id, II 4 一 (a 十 iP) JETESERCT. 
但 T. Hisp CAUSES TADIEGEREAECT., 从 而 4 一 (e + ipa 
是 代数 算 子 ,并且 of4 一 (e + iB) T) = (0). | 

由 于 o(4)— (1,2, m, o(2)), ifi CA) CL 1, 01, 
ER UY" T RO 9,991, — 9, iE, 
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O, Ca ，: )) 基 完备 的 不 定 度 规 空 间 。 H HOOH, 是 
一 个 正则 分 解 , 当 dimH_ 一 dimH, = co Ef, 称 (7, (4, +) 
GI) 是 Kpeim 空间 ， 显然 ，Kpei 空间 厅 是 完备 不 定 度 规 
AOL T RR. mA, eA, GT 
论 比 起 Hilbert 空间 上 相应 的 理论 复杂 得 多 ,但 毕 况 因为 x 空间 
的 负 指 标 是 有 限 的 ,因而 能 够 获得 比较 满意 的 H. 空间 上 西 、 自 共 
应 算 子 谱 论 (差不多 可 以 说 Hk 空间 上 西 。 自 共 统 算 子 很 接近 于 
Hibe: SHH, HAPAT) WE, 对 于 让 空间 上 禁 、 自 共 斩 
算 子 , 几 平 不 可 能 设想 会 有 象 好 Fr 空间 所 发 生 的 屠 种 情况 。 然而 ， 
我 们 仍 将 在 本 章 中 对 LT 2518] ES E GESE ET REDE EE FORE F 
的 性 质 作 一 定 的 探讨 ,作为 今后 进一步 研究 的 开始 . 


81 谱 半 径 和 具有 分 虱 谱 的 西 、 自 共 秀 算 子 


二 .. 范 数 比 和 面 算 子 的 谱 半 径 UE 7 = HO@BHY G = 1, 2) 
是 两 个 正则 分 解 。 由 它们 产生 的 崔 积 、 范 数 分 别 是 Ls ull - 1 
G= 12)， 在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 先 给 出 范 数 比 

GESIF 

E= sup Eb 
的 表达 式 ,并 用 它 给 出 7 上 西 算 子 的 谱 半 径 ， — | 
”定理 Ll d A= HPOH? (¿= 1,2) 是 两 个 正则 分 解 ， 
iel1€4) G—1,2) 是 (PR 一 (: O 7) 的 完备 就 范 直 交 
A. 假设 了 7 是 【PB9 ,一 (.。.)) 到 (o, —( 0, 2) HE 
AT. BD Ve? — Pae A). JB P_ SCR H dE HO 的 投影 算 子 ， 
M4 T-PV,BSUK | 


. 25] š 


G) TER (H7,—(., - 8] (ID, — (+ , + )) 的 有 办 
线性 算 子 ,并 且 是 扩张 算 子 , 即 存在 常数 M > 0, SG 
M [xl > Tel zm |z], x € H9. (1.1) 
Gi) fX i i 
k= I7} + CIT — Dš|| = pr + J(TT* — DH. (1.23 
证 G) 对 任何 3€ H?, SES, 
[xii = ireli = — (Vx, Vx) 
< — (PVx, P.Vx) = [T =lB, (1.3) 
B-A, HACAS Ur SUR 
Tli = — (P_Vz, P-Vx) < llV<|B 
| SOM? IV = M2||= iB, | (1.4) 
ge (1.3), (1.4) 就 得 到 (1.1). : 
Gi) 首先 很 设 dimH? 一 dim? = K < oo, 
因为 {ehP} 是 完备 就 范 直 交 系 ,所 以 
eP 一 Sua ct er, el EHY, i= 1, 2,."-, K, 
ll 
从 Vep = ep = Te + e, RITA 
— B; = Cef?, e) = (V ef?, Vep) 
= (Te Te” + (ei, oi). (1.5) 
& L—H"OQH?, Wy H9G = 1, 2 GE K eget S, 
所 以 有 分 解 . 
HOP, L = H?9@b,, (1.6) 
Hte, 避 是 两 个 有 限 维 正 子 空间 。 从 市 
rn 一 HIBPBP, H = H?OPROP, P= L+, (1.7) 
对 性 何 *< 卫 ， 必 有 唯一 分 M: r = m + P. + P, n € H9, 
BEP, p€ P, 因此 
xlii — lC + 2D + PB = lla, pill + Beli 
zd + Ad + liz R. (L8) 
ER EET k, bn REESE 
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"^ m ye 


= lx] 
M zl fe fh 
基 在 工 上 可 达 的 ,并 且 ERA, PREA VW = F. EEE EH 
k Z1, rh CL8) 立即 有 
laii s &' lle + Pulli + lp s Ex. xm + p + p€ n, 


(1.9) 
W RE, BZ, fE w +b e L, 5 
|, 十 gula zm Am + gll, 
所 以 又 有 
& — sup lelh > . (1.10) 
r° lxh ^ 
直面 只 要 证 了 明 
K = TĦ + CT T* — $n. (L11) 
显然 ， 工 就 是 任 取 两 组 复数 m, ttt, URS Bi, Utt s Pk, Br fE 
x == 5 ajet + SE fie l (1.12) 
ET f=1 


的 全 体 。 这 里 dej } 是 否 线 性 无 关 ， 是 否 有 的 向 量 是 零 都 暂且 不 
管 , 仍 引信 起 维 内 积 空间 H = (om,…… ,ax)la: 是 复数 ， 1— 1, 
2, t . , K]. 对 任何 吾 中 的 y= (m, ít * CK), z= (fis tax), 
规定 肉 积 

Iz, y] = >; GB, 


3158 IRR E. D 导出 的 范 数 ,如 时 将 e” 与 日 中 的 


e; = (0, ` ` 2,0, 1,0, 35,0) 
视 为 同一 , 那 示 HO? EREPTGASHOSH EAT, 下 面 我 们 也 将 了 
MSH EXT. 
"ii (+, 来 计算 由 《112) 所 表达 的 * 的 dels lela. 


lxi = > l; |° + 2; Bil Ces 5 cm) 
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"= 2e + >; Bid. ( — Bim 一 (Tei, Te 


= [if — lal? + Tal, (1.13) 
为 了 计算 ed. TAJA 


dm — Dy GP yp + | X C, yep], 
i H 
先 将 * 关于 分 解 L = HUOP, 的 表达 式 求 出 ， 
x = >: we + > Bile — T e$) 
— X de? + 33 uoce pT eP, epa 
-E |e- Ehet D eTe, eP) 
$ i m 
- G, | eme D5 (at D es Creta) 
(me D GP, mem). 
了 
因为 
B — D (ut la Crab.) em, P) 


= 8j + 2i (a; 一 [Tz, e;DIei, T'eiI 


= fi + y, Te;] —[Tz, Teil], 
所 以 ,如 果 在 分 解 L= HGR F, 
r= xoc r(x EH”, x, ER), 
那 末 


ieli = 25 1g; + [T*(y — 72), ci 


= [= + T'*(y — ToP, (1.14) 


r, = M (a; — [Tz, e] 
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一 之 (Er, Tel — ETz, Te Ten, 


利用 |=. Ë = Cer, re), CP, eP) 一 — [es Tel, 立即 得 到 | 
l.l = — liy — Tel? — ITIO — Ta) + 2]T* (y — Ts) 

= ||T*(y — T2) — ly — Tz. 
再 结合 (114)。 就 得 到 

[lali = liz + T*(» — T2)P + [TO 
— To — Js Te. (115) 

显然 , y, z DAERAH JGERAS SUUIRLROS (y, =) 全 体 

与 向 量 对 {7 一 Tz,z] 全 体 一 致 。 令 ¿— y — Te, HIE 


EK = gü llel 
zii I xl IERIE T 


Ll 


. (de rh TP + [T*O — TE — lp — pa py 
(Iy — Qs]? + [Tay 
sp (tec aP t [TUaP — Hs i 
laitiisl [a + Tal + ITP — Jap 7 
令 T*-— Up EB yE kU EEST, o(o)C[1, ITI ie 
b = Uz, m (1.16) 可 知 、 
k= su [ea + BP + lpal — Ial 
uea eb + alt + ilek — lat 
不 妨 设 ? 的 特征 值 是 ¿= hS, HOT i; 的 特 
ERRE e. Kit 


q = M HiE1., b = > bitis 
3F 20; aa =E, u= EF + (2 — 1)|5 1232, 
# 一 M Hifi, 


(1.16) 


3n 


dos + kl? + leel? — Wal? 
lob + a| + leż — lèl 


= [Co — Ta, u] + Lou, u] 


— 25 -Don X801 / Le, «d. 


由 于 
[Cp — Du, u) + leu, u) E e a E ae 
= (lt — TI + Hel Hel, 


| 2 2 (A; — E)G;S £5 + 22] 一 22 ACA 一 1)4 


- [Q — 135, + a? — 2023] 


= 2llell Ge — Dll, 
由 此 可 知 ,对 一 切 a € H, b€ H, 
jw lea + bl? + BealP — lla]? 
taittaa ob + a] + |o]? — Vall" 
= Go! — DHP + Vel? + 20M C? — 251 
= (lell + [Go — Di. (1.17) 
注意 到 [lel] + (o? — DI — (i7*l + lCrT* — 053, 就 有 
k «Imt + CTT# — D$. 
反之 ,由 于 1x 是 P 的 特征 值 中 最 大 的 , 取 5 一 10.0。.…-，0， 


1), E= (0, 0, ---, 0, Ex), Ex 一 一 lak 一 105, xut] I 
(1.17) RASA. B, ELUEBA Y (1.11) 成 立 ， 
E25 U RE EST ,所 以 


IZE = rtl. HETT — Dij = l(TT* — 5j. 

从 而 当 dimH. — K «oo Gi) 已 证 得 ， 

现在 假设 dimBe = oo， 这 时 dimBo = dimH® = oo, 由 
TOUR) — H , 而 HO 是 用 的 极 大 负 闭 线性 子 空间 ,所 以 

THU = P VH! = P_ H? = HY, 

BD ALUT) = H9, XO G) 中 已 经 指出 , 工 是 连续 单 射 ,由 此 可 
知 极 分 解 T* 一 Up HRERS U VEEST, 从 而 U* = U, 
利用 这 一 点 仍 可 类 似 于 dmH < oo 情况 进行 讨论 , 班 振 要 叙说 
AF: 
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Ae L Á= HU 十 HŠ ai LRR, (HAEC. 65 
成 立 ， 不 过 Pis P; 来 必 是 闭 的 ， 令 P. P, 分 别 表示 Pis P, 的 闭 色 ， 
QAL-HUQPR,L-H?QbR,zBEReT,HÀg 
有 分 解 


H = Hb p DP, H = HGD PAP, P = L+, 
和 有 限 维 情况 一 样 ,应 该 算出 工 中 x 的 出 T 的 上 确 界 。 BA- 
HER HYZE É 89 IS SAPE 的 上 述 比 的 上 确 界 即 可 ， 下 面 就 仍 
相仿 于 mB 一 co 情况 ,也 引入 新 的 Hilbert 空间 H = {f} le 


是 复数 ， 2 lei | < vot, [(e:), (8,)] = Si ox， 同样 可 得 


(1.16) K. 利用 U*- U- t, 以 及 将 P 的 连续 湾 先 近似 地 化 成 点 
谱 , 当 P 只 有 统 点 湛 时 可 完全 仿 有 限 维 情况 算出 比值 的 上 确 界 , 然 
后 再 取 极 限 , 易 知 Gi) 就 成 立 , 证 毕 . 

定理 12 EV E Kpeim ZEN HEART, 并 且 存 在 正则 
分 解 厅 一 HOOHO, 8 H? = VHS 是 如 的 极 大 负 闭 线性 子 
zx]. BB 

Gi) 对 任何 正 旭 分 解 H = H_DH., VH_ AME IT KRK fü 
BRETEN. 

Gi) 作 正 则 分 解 H = HUXDHD, & T-—PV'pao, WY 
必 是 Hilbert Bj (HP, — (-. -D ELARRE, 并且 对 
一 其 EHP, |xl s Tel 

Gü) 下 作为 Hilbert 空间 CH, L7, - ] 上 算 子 , 必 有 

Dis mtu + grT* — Dh = TU + 4Cr*T — Dp. 
(1.18) 


当 HE(V) OH? 时 ,上 式 等 号 成 立 ， 
(iv) $ HP = V'H9, s= 1,2,---, P? BIE H” Lj 


l I-, clol G 0,0 分 别 是 由 正则 分 解 Ho Huu 导出 的 内 积 ， 
ma. 
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影 ,以 及 T, = PO ao, Blk AR *)2H9 (a = L, 2, ++) 
时 ,的 谱 半径 
ran = lim (TH+ CT, T2 一 Dt)* 

(= tim Tl + CTT. — D iD. (1.19) 


证 G) 令 HT = HUS, 根据 第 一 章 $3 引 理 3.2 的 (7?) 以 
及 引 理 3.3 的 (让), 六 一 HBHP, 并 且 这 是 正则 分 解 ， 

国 为 4 (V)OSVyYoH", RU SEC) 必 是 非 授 化 的 ,又 
根据 第 二 童 $ 2 推论 2.6, 了 不仅 是 连续 的 ;而且 


RV) = V), 


JA 05 2y 8 
CV) = HHDP,, P, = B, PEHY, (1.20) 

并 且 %(V) 是 党 备 子 空间 :而 AV = HTOR. 

对 任何 正则 分 解 H = HBH, ， 由 T 了 的 保 距 性 , 易 知 

Z(V)-— VH. OVH,, 
并 且 是 完备 子 空 间 AT) 的 正则 分 解 。 从 页 
H = (VH_)D(VH PDR).), 

MB BS iM. VHO SERRE 口上 极 大 负 的 闭 线 姓 子 空间 ， 

(ü) WV Æ H” Fj H? 的 算 子 ， 由 定理 1.1 的 G), BIE] 
本 定理 的 结论 《i)。 I 

(Gi) 显然, 分解 (1.20) 中 P, — VHP, $ L= H% + Ho, 


有 
H = HÜGQPQpP, H 一 HLKP, PL+, (1.21) 
HP, = L = HOOP., #k (0121), 对 任何 €, 4HnkE—A 
Bi. xx od r, x EHV, xQ€ Pj, x2€ P, 根据 定理 1.1 
( = 上 2 + [CrT* — DÈID, 
IV xiii sz IV = ZCIVx lE lE; + x2] 

= PI— (Ver, Vx.) + (V(x; + xp), Vixit £0))1 

= PI Cr, x) t (au, zú) (np, ze)] 

= Ex 


BB (1.18) 成 立 ， 

pul. SSE(V)OHU mh. SR(VO)OL(-— H + HU), 
根据 定理 1.1 的 证 明 , 易 知 必 有 x€H,x:£0, 88 

[Val — ZV zl, 

BB (1.18) 中 等 号 成 立 ， 

Gv) 对 每 个 自然 数 #, 根据 本 定理 的 Gii), 

IV TE + TT — Dis 

再 利用 Texsbana 谱 半 径 公式 


lim y ||V*[ = rers 


立即 得 到 (1.19)。 WEBER, 
HI LERATU, 有 如 下 重要 推论 . 
定理 13 设 0 是 LEWT,I-—H'"OH? 是 正则 分 解 ， 
对 任何 自然 数 +, 一 U"?HYBU"HP? 必 是 正则 分 解 , 如 记 PP 是 
I # UH? ERE, T, | PPU | nym IR 
ram = Bm (TS + ICT? — DEDE 


( = li CIT, + CET, — DAD), 


2. 具有 分 裂 谱 的 西 , 自 共 轿 算 子 

EXILI WU CEA UI,G ,-) ERORBJES) HT, 
如 时 e(U) (或 o(4)) 能 分 解 成 有 限 个 互 示 相交 的 非 空 半 子 集 
si, ty Ca RRR U (R A) 的 谱 是 具有 有 有限 分 裂 的 。 

类 似 可 以 直人 无 限 分 裂 的 概念 。 

ERLA HU Kpa 空间 和 上 三 算 子 ,如果 存在 在 包 合 
e(U) 的 菜单 连 区 域 唱 上 非常 数 的 解析 函数 P. E GUDEA 
解 成 有 限 个 互 不 相安 的 非 空 连 络 闭 集 ca - , oL 的 和 , BEHE 
分 解 


= 4 pmo, (1.22) 
其 中 每 个 7” 都 其 上 的 不 变 子 空间 。 并 且 对 每 个 i, 必 有 k, 使 得 
eGCU)Igo)coi G= 1,2, -7*,2). 
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4 C, REST IBUS ME U| gp) C, = o, BUR IT f 
完备 子 空间 ; WR Ulo C.- $, HD OUO P kS EH fF 
空间 。 并 且 必 存在 相应 于 IT^ 的 DIU? , 使 得 


«(15 = Teo(v | h 


I? HU 是 完备 子 空间 ， 

证  XOUIEBUS AEK Qs, 使 得 D,cO, +H 

UED. 
HIERHER HER. AART c; 在 Qv 内 的 原 象 
Fey = (Gear € Ol 

必 可 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 连 络 闭 集 的 和 。 这 样 , 我 们 就 可 以 得 
到 O, 内 的 有 良 个 互 不 让 交 的 连 络 闭 集中,，… ,a5 ,它们 具有 下 列 
性 质 : ' 

(1) a; NoU) = p, i= 1,2, ,1. 

(2) 3^ diss, £65,081 所 mi )Coa,. 

(3) mw Co; NAUDA Co = p, IR o; NoU) 不 是 在 
单位 圆 内 , 便 是 在 闲 单 位 图 外 . 

对 每 个 o 站 ot)， 用 通常 围 道 积分 方法 ， 易 知 丰 在 闭 线 性 
子 空间 HO, 它 对 U 是 不 变 的 ;并且 eU lro) e ss 0e(QU). 显 
REA U| qp) = fU rE; YOsh 

定理 的 其 余部 分 可 以 再 算 子 的 谱 必 六 单位 圆周 对 称 的 性 质 
以 及 第 二 章 $ 4 定理 4.9 得 .证 毕 ， 

为 得 到 有 关 更 特 斧 的 具有 有 限 分 裂 谱 和 的 西 算 子 的 性 质 ，。 先 给 
出 如 下 引 理 . 

引 理 1.5 HUE Kpeim 空间 下 LSAT, 如 果 存 在 非 霉 多 
TA PG), 8 p(U) 一 0。 那 末 

(i) 必 存 在 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 400, 使 得 9tU) — 0, 并 
且 除 常数 倍 外 ，gq(#) 是 唯一 的 , 而 一 切 使 得 P(U) = 0 的 多 项 式 
PG) 必 被 OER. 


” 200 = 


U- —— — Ñ. s. -- 


GD 40) = JI G — a) CH i ~ i h o ~ o) BA 


aU) — la, oo， 并 且 alU) = alU), 
(ui) Paol UJ = 1, 2, ttg n) TH [AE E BU RENAE Mis 当 
(uU >= 1 时 ， Paul U) L 6, (U), 特别 , 当 la] 1 时 ， 


工 ee(D)， 
oy 


并 且 GaU) 是 零 性 的 。 
证 REG) 中 的 当 sa 1 BI, 0,(U) 1 0,(U), 以 及 


二 co(D) 等 属于 TI 空间 上 西 算 子 所 特有 的 性 质 外 , 引 理 1.5 的 其 


余 结 论 对 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 都 成 立 ， 并 且 是 已 知 的 ， 这 
EEEIEI. 证 毕 . 
推论 1.6 设 避 是 Kpehu 空间 也 上 的 西 算 子 。 如 果 存 在 非 零 
FRAPO), HPU) 是 有 限 秩 算 子 , 那 末 ， 
(i) 必 有 分 解 
H 一 A- qu, 
其 中 HOG = 1,2,- a) 都 是 吕 的 不 变 子 空间 ,而 e(QU| no) 


或 是 单 点 入 (a) BRUE Ja m 15 RERAR fm, L}, x 
时 lal ss 1。 但 有 分 角 

HO = H + UP, TO = 0, (U), He = e34U), 

Gi) e(U) 一 U), HEREN a € oU), 0, (0) BER 
的 最 高 阶 数 是 有 限 的 . 

证 不 妨 设 多 项 式 PCO 的 非 零 根 关 于 单位 加 局 对 称 分 布 ， 并 


且 对 一 对 对 称 的 根 {4, 十, 它们 具有 相同 的 旱 数 。 因为 必要 时 ， 


可 再 乘 适当 多 项 式 做 到 这 一 点 * 仍 保持 PCU) 是 有 限 秩 算 子 。 下 
面 证 明 推 论 . 
G) 由 于 PUJ) = l5, PS). 是 有 限 个 数 ， 由 此 便 知 
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otUY 也 是 有 限 集 ， 所 以 ， 不 难 从 定理 4.1 立即 得 到 本 推论 的 
(). 


(4) ER e €o(U), RABH? v 内 部 仅 含 (U) 中 ria, 
$? 


1 E 
BE 一 二 (GI — UY, 
iu Po = Pla), 显然 ofU jea) = {æ}, 
e(PQU) |x, n2 = optU In n2) = £58). 


如 果 名 0, MEEF PUU) 是 全 连续 算 子 (从 而 让 ZI|a r 
也 是 EH LERET) E. 必 是 有 限 维 空间 。 At FE m, 使 
得 (P(U) PD” len = 0. 

如 记 PG) — Pb = (z — a)tq(z)(q(e) 29 0), 于 是 

[KEU — el a(U)]"1z, jn = 0. 
ET q(tU) 在 Ed 上 是 具有 有 界 逆 算 子 的 ， 所 惧 EJIC.U), 
并 且 EJT 中 每 个 元 的 阶 数 不 超过 m 允 、 另 一 方面 ,由 于 有 分 解 
H = EQIL(! — ET, 
iue Ul; sr 的 正则 点 ,所 以 PUCE JH, 从 而 省 P, >= 0 
0 时 ,推论 的 Gi) 成 立 ， | 

34 [a] — 1 W, E, 4E H FEAT, 并 且 EQUI SSK U, 从 

fü E36 PCU), 


M e| 天 1 时 ,由 于 Pp(4) 的 根 的 对 称 性 ， 易 知 外 二) 一 


REE Ple) + 0, MAP 0, Am Gi) Æ EN 上 也 成 立 、 但 
E, +E, EU ERA T, 并 且 (E, + EDI — Eli + E H 
BMUU, MESE PU). 

从 上 面 讨论 可 知 , Gi) 不 仅 对 一 切 使 得 p(a) >= 0 的 “成 立 ， 
mH E) e 必 关 于 单位 区 局 对 称 ， 如 果 令 旬 是 这 些 相应 根子 空 
间 的 直接 和 WR H 一 ppo, PAE U, Nafta PQU , 3 
且 otp(D)1oi) = {0}. FERFE ^. EIER Cu) pr B Rl, 
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首先 注意 ,因为 PU) 是 有 限 秩 的 ， 所 以 Oce(0(U)) , 从 而 必 
# REU), 使 得 P(8) — 0. AA g = 0, Br pG) 是 非 零 多 项 
A. FEEF (04C, 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 这 样 , 利 
用 引 理 1.5 妆 即 就 得 到 (i) 在 d^ 上 也 成 立 . 证 毕 。- 

推论 1.7 ZUE Kpehu 空间 上 西 算 子 。 如 果 存 在 


PG) — [f G — o2, lajd = 1, me es G P), 
Pli 


使 (CU) 一 0， 则 必 有 分 解 H = I? g---Qiro, 其 中 m? 是 相 
应 于 mm 的 特征 子 空间 9, (U) Gi wto(U), JE I? = (0)), 

特别 ,如 果 U* 一 了 时 , 那 末 必 有 分 解 

Tm = mnodq .. «no . 

其 中 D? 是 相应 于 e' 了 i1 的 特征 子 空间 (如 果 e Ee(U), 规定 
Ir? — (0). 

HEIA 1.5 和 推论 1.6 可 直接 得 到 推论 1.7. 

定理 18 2 UE Kpeñu SAT LERT, 如 果 存 在 非 零 多 
项 式 P(O, 使 得 P(U) EP X WS + ER 

G) #ríEnË _BSBFBECOEIKAUdES AE q(O, E q(U) 是 
THEFT; 


Gü) 44O = [[G — ev BAU) = {fase}; 
i=l 


Gi) FEDEN = NOD- IT, OG =1,2,-+, m) 
都 是 已 的 约 化 子 空间 ，s(U lin) 或 是 单 点 集 le}, X 


[2E 
maka R ou, 十}, 这 时 lou] e 1, HA mo = mə a n, 
HP 3o HP 都 是 关于 U 不 变 的 寺 性 子 空间 ， 
eC Ini?) = (es), oU la) = EL): 
. Hh 
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Gv) «CO = JI G — ap. 


证 (i) 首先 注意 ,对 于 Banach 空间 上 两 个 可 交换 的 有 界线 
性 算 子 4,B ,它们 的 谱 兴 径 有 下 列 不 等 式 ， 
fod+B) SS Fod) T fous (1.23) 
利用 这 个 事实 和 展 转 丁 除 共 可 知 Qi) 成 立 . 
(ü) E29 olalu = 103, egl UD — laCO]r € eUr, PA 
ËL e(U)C le, o). ÍB3nB 8 GS EU), 显然 有 
q G) = qGYG — a; ) 
EMRIT 10 的 多 顶 式 ,并 且 2 (U) = 4(U2(U — o1) 5 45 
.是 广义 苦 零 算 子 。 这 与 gl) 是 最 低 阶 数 的 假设 相 矛 外 ， 所 以 
g(U) — {m,a n) 
(Gi) 对 每 个 m。 取 国道 rco), HARRA U) 中 的 点 
LE 


t -i 
Ey f Oaa, 
当 lal = 1 B$, 2 — ELIT; % |w| 3e 1 89,B8 TP = E.T, 
n = EMI, 显然 ， 如 此 取 法 便 满 足 (ii), 


(iv) Rim Gi), SEE 有 分 解 H = Ip... pr. 每 
个 H RREZET, JÉHGS4E U. 由 此 可 知 ， 只 要 证 明 


H (U 一 wf) ESA IT? LE SCREESET- RT. 

AUR D? = HP? + Ip, AP = EQH, HP 一 ELIT, HUE 
SIE, E) 是 有 界线 性 算 子 ,而 (U — D), (U — + 1) 分 别 在 
EH, E, ERIT XN S+, ATR BRESA 


ke s (u — iiy 4)" 


di 


mo Ë 


x(u-Lry (E, E.) 


Si 
Ft 
" 
3, 
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ll ADSL 
1 


x TCU mm al)" Ea; 
-aplot 
|e 1) v a Da b 


Jta 
ZAR (123), 立即 可 知 (一 wu) (v — 1 r) | 
本 

XSGERT. 

同样 可 证 。 当 lo] — 1 84, CU ad) 在 Tm E.H 上 
也 是 广义 等 零 的 ， 

再 利用 “两 个 交换 的 有 界线 性 算 子 4，B 。 如 果 其 中 有 一 个 
是 广义 短 零 算 子 ， 那 末 AB 必 是 广义 短 零 的 "这 一 事实 ,立即 得 到 


是 Fo 上 广 


n? 


I] G —«D 在 每 个 H?G-—1,2, 5,0) ESI OUR 


AMME H biker EEA. 证 毕 . 
XUFOBEEEECT, 也 有 类 伺 于 定理 1.4 一 定理 1.8 的 结果， 扼 
Ximbi GEHE). 
定理 1.9 4k Kpeüs 2 [šj II EEEELEEAERCT WREE 
e] @ cC A4) 的 基 个 单 连 区 球台 上 非常 数 的 解析 函数 ,使 得 GCA) 
可 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 非 空 连 络 闭 人 党 n, o, Cn 的 和 则 必 
有 分 解 l 
H= DA 4, C1.24) 
其 中 每 个 DO 都 是 4 的 不 变 子 空间 ,对 每 个 必 有 i 8 
RAJIN CE Ti 
如 果 e(A4lgunn(— o, co) = p, Jk IP? 必 是 完备 子 空 
向; $uX olA a 站 ( 一 o, o) = $, SIDE IT? VEFET 
空间 ,并 且 必 存在 相应 于 7 中 的 He, (hil 
oAlrm) = 1412 Eat 4d 1a)}, 


Ho Vm 是 完备 子 空 间 。 

定理 1.10 设 4 是 Kpei 空间 如 上 有 界 自 共 力 算 子 。 如 存 
在 非 零 多 项 式 p(O, 使 得 P(A) 是 有 限 秩 算 子 ， 那 末 

G) 必 有 和 分解 H = Hg... ， 其 中 每 个 中 都 是 4 的 
不 变 子 空间 ,而 Alro) 或 是 单 点 集 (ar, 这 时 必 有 De; = 0; 
ELE E la, 名], 这 时 1 mo; 2e 0 但 有 分 解 = In? + H , 
I? = Q. (A), TP = $, (A). 

(Gi) c(A4) = lA), JE ED E e€ lA), Dul A) 中间 
县 的 最 高 阶 数 是 有 限 的 。 

定理 1.11 设 4 是 Kpeüu ZHN LT XERSSDUEEECC, WE 
存在 非 零 多项式 PG, 使 得 r= 0, WE 

G) 必 存 在 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 g), WE f a(4) =o, 
FERRAN qO 是 唯一 的 。 而 一切 使 得 p(4) 一 和 的 多 项 
x PG) QUE eG 整除 ， 


Gü) 40 = ][ G — s)" C ; de j BÓ e, së ai) 时, 必 有 


c( 4) = {os os， 并且 A) = 094). 
Gu) 9,4) 中 根 向 量 的 最 高 阶 数 是 mm， 当 w > m 时 ， 
Da AJL PCA). 
特别 是 当 faw 0 Bd, 9,04) EFE. 


" 


$63), 3 40) — IT G — o0 Wi, Dul A) = %,,C4)G — 1, 


2, <+, n). 

定理 112 i44 Kpeis 空间 是 上 有 界 自 共 轿 算 子 ， 如果 
存在 非 零 多 项 式 0), 使 得 P(A4) E SUHCESUT. ME 

(i) 必 存 在 唯一 的 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 q00, 使 得 aC) 
E XTERT. 


Gi) 3 ql 一 [[ G — aD BF, ERE aC A) m (m, om). 
Fe 
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(i) 存在 分 解 H = IT" QD QUIT, EAM TE? 都 是 4 的 约 
化 子 空间 ， oCA4| mo 或 是 单 点 集 (ou), KE fao; 一 0; 或 是 
两 点 集 (o, zi， 这 时 1,05 5e 0, JE B. IT? = HO + IPP. Iñ” 
和 IT 部 是 关于 4 不 变 的 零 性 闭 子 空间 
a(415n 9) 一 (al ol A1 n1) = 125). 


Gv) «O = II G- œ). 
dmj} 


3. ARA AAW (ECRIRE DLE ER GREF 

在 Hilbert SAh, -AART (RAHAT) 如 果 仅 具有 
ERR (al. BBC RE al, Nk 空间 中 ,一 个 西 算 子 (或 当 共 
Xe 8-TO T , 如 果 仅 具有 单 点 谱 la), SB e 必 是 了 的 特征 值 , 共 且 
T 一 of 必 是 宪 零 算 子 ( 见 下 面 引 理 1.13)。 但 是 在 Kpeia 空间 
Nh, — EET OGRESSERCT ), SURE DCRUR AR (a). 即使 

le| — 1 
(或 Toa 一 0), a 也 未 必 是 特征 值 . 在 本 节 中 我 们 将 给 出 这 种 算 
于 的 例子 . 

53128 113 VEU (或 人 A) 是 M ZALAR (RARMAN 

FP) uR elU) = (a) (或 oCA) = lal"), Bë 
(U —alfy£*' = ü 
《或 (4 — alH = 0), 

证 根据 第 三 章 $ 2 的 三 角 模型 定理 2.2 (或 定理 2.8), FE 
标准 分 解 Dk 一 NOZ + Z* OP, 使 得 U = 45, Uy, Us, C, 
D, TY GR A = (5, du, Aes F, G, O1), 并 且 

a(S)Ue(Uxs)UsCU,) = (al 
GR (S) Ue A4) Uld) = (a), BERA Te 一 040) (或 
He = 9,(4)). BH gd — ue $2 推论 2.10 p G), WEA 
(U — al PEt = 0 


D 根据 第 三 章 $2 定理 2.12, 4 必 是 定义 在 整个 fi. E RET. 
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"Gk (4 — aby*" — 9), ifte, 
为 了 给 出 所 要 求 的 例子 , 斋 要 下 烈 引 理 . 
引 理 1.14 设 0 是 Kpm 空间 站 上 有 界线 狂 算 子 , 令 
4= (Qe 9n. B = Q9, (1.25) 


PRIHOD H PEB YT WJ SE 28 TE (1.26), (1.27) Xf 
一 成 立 ， 

oto = QQ' BR. 00! + o + 0， (1.26) 

AB — BA B. £ + B: + 24 = 0, (1.27) 


证 因为 品 鸭 西 算 子 的 充 要 条 件 是 UU! — U'U = I, 5X 5ü 
这 个 条 件 等 价 于 (1.26) 成 立 。 再 经 直接 计算 ,不 难 知 道 (1.26) 与 
(1.27) $r. IEE. 

由 于 Q= A+ B, AB = BA, 再 利用 可 交换 时 的 谱 半 径 
RER (1.23), 可 见 只 要 of A) = o(8) = {0}, WARE 

a(0) = {0}, 

从 而 得 到 e(U) 一 41)， 如 果 再 能 保证 Orl), BBA U EEN 
其 单 点 谱 01) 的 西 算 子 ,并 且 1 不 是 局 的 特征 值 ， 

例 11 $ H=H_ OH. AZEMAR, Ha = P, {e7} 分 别 
是 (Has 3 (6,2) 的 完备 就 范 直 交 系 . $ 

"T -+ eP), 27 Erin e; ter), 


i= 1,2,-.", 


Z= span[z;], Z* == spantz], 
TA, H = Z+ 2*, 并 且 以 (s). G7) 作为 对 个 族 分 别 在 Z, 
Z* ESL APIS <4, 2, 从 而 (CZ, Z*] E H.D, H. 

在 Hilbert 空间 (Z, C,- 上 任 取 一 个 (有 界 的 ) P7 SURE 
ELT Bz, 但 Bz 是 单 射 ,并且 具有 筒 值 域 ( 显 然 ， 这 种 算 子 是 存 
在 的 ); 视 Bz RE (Z, 0, 2) €] CZ, 6, >) 的 算 子 ,因而 B* 是 
(Z2*,C., 0 80 CZ*, 0, 0 的 有 界线 性 算 子 ， 具 有 稠 值 域 的 


HRE ol 有) 一 (0), ED EXT 
B; z +t z*—. Bzz + Bžz*, z€ Z, z*€ Z*, (128) 
容易 直接 验证 8 是 如 上 有 界 自 共 斩 算 子 , 即 B 一 Bt, HURA 
射 。 
HRA I 空间 和 Hiber 空间 (2,《 :7B(Z*, 05. 7*2 
HMSUr m BEXS C, C” 9*0. 上 算 于 时 ， 
c(B) = olBz) UcCBZ) = {0}, 
Mam B a H EP TNT. 
BENS I= HOH, SuügrsXEioe d. ^ PIRE 
设 Bl «1 CHEREE B CLE SA 36 by), ER 
Am — HE -— B», 
显然 ，4 一 BPCO, Kuh C = (B), 是 具有 实 系数 ,并 且 在 Íp, 
Bl] b-a RAA E Se Pas. DOT C E IL LEA E ZS 
HAT, AB = BA, 35H. o(4) = {0}. 
E O = 4+ B, R3 o0) = {0}, #H 
Q = B(Bf(CB) + iD), 
digit dd RE o(BICB)) 一 (0), A 0€ oCBICB) + iD), 但 
BEAR AA 也 是 单 射 。 根据 4 的 作法 , 易 知 
A+ Bi + 24 = 0, 
XXE, U-—13 0 E H EEST.JEB. DURS RUM (11, 但 1 不 
是 已 的 特征 值 ， 


$2 具有 标准 分 解 的 西 HRAT 


本 节 中 主要 讨论 Kpeka 空间 TOL RS— 2845 RRA k 
算 子 ， 它 们 是 Hx 空间 丁 、 自 共 轿 算 于 在 NA 空间 上 的 推广 ， 

1. RARESA. E IEEE + 
.. 8/82] i h, e, C, 212). 是 两 个 Hilbert 28 
EIA SE (H,,[°, :] 到 (Hi, Le, -Ja) 的 箱 定 闲 线 性 算 子 。 那 
X SE GOL, D, -12 $0 Gh, D, *10. 的 稠 定 算 子 ,并 且 
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Stt 一 $. 

本 引 理 是 Hiber 空间 中 熟知 移 结 果 ， 

定理 22 ił 站 一 ND{Z + Z*)@DP 是 人 peia 空间 人 的 一 
个 标准 分 解 ,并 且 {Z，Z*} 在 对 侦 族 iz, r) 下 构成 可. 了， 
*i. ind epler) DIE Z,Z* 上 产生 的 内 积 为 人 ss》 人? 
{为 简单 起 见 , 仍 用 <*,"》 表 示 《<*，*2*")}， 并 设 它们 在 Z，2Z* 上 
产生 的 拓扑 和 上 如 上 拓扑 在 Z,，Z* 上 诱导 拓扑 分 别 等 价 。 SRA 
六 个 线性 算 子 (5, Ax, 4, F,G, 9}, 其 中 SS 是 (2,《*,*》) 
BDE IPL, As 是 (N, 一 (* ,")) EE KPK T, Ap 是 (P,(*,*)) 
LARET, F*,G*. Q 是 (2*,《*,，*》) 分 别 到 (N, 一 (:,*))， 
(P, Ca 0), C, CL UD 的 有 界 算 子 ,并 且 8 — 0", Bog H L 
的 线性 算 子 4 如下; 

BDA) 一 e AJYOUBG) + APSIDA), (O1) 


Az= Sz, z€ Z (S), (2.2) 
dAn = Aun + Fn, 8€ Ax), (2.3) 
AP — ApP + GP, p€ CAS), (2.4) 


Az* = S*x* — F*s* + Gz* + Qz", s*€ 22(S*), (2.5) 
PER, AK FOL EGESEECT 3E B c(A)C GG) UeG) UeCAX)U 
CA). 34 o(5) = (S) 或 Uli eG) C oC)? 时 ,还 有 

e( 4) — e(S) Us( S) Uel A) UoC Ar). (2.6) 
证 KAERA RII DXPERERT. REL, ER ØA) 
He = z* + z + n + pP (BD z*€ D, z € 22(S), n € Ay), 
p€ GA4)), fk (2.2) —(.5) A 
(Ar, x) = (S*z* + Aun — F*z* + A,P + G^z" 
+ Oz" + Fs + GP + Sz, x) 
= (S*z*, xz) + (5z,2*) + (Qz*, z*) 
+ (Ayn — F*z*.n) + (At + G*z*, p) 
+ (Fs + Gb, s*), (2.7) 


1) 这 时 必 有 AFI, 
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忠于 
(S*z* z) = (S*z* z) = (z*, Sz) = (2*, Sz}, (2.8) 
(Q2*, x *) = Qz", zty = Cz", Qz" = (2*, 02, (2.9) 
—(F*z*, n) = (z*, Fn) = (2*, Fn), (2.10) 
(G*z*, p) = (z*, GP) == (s*, GP), (2.11) 
ELE (Aun, n), CAP, P) 是 实数 ,从 OTD SEA, Ci x) 是 
LA AEN CARAT. 
再 证 4 一 4". 显然 ,只 要 证 明 DANCEA) 即 可 . 
事实 上 ,如 果 有 eJ t zt n + r€ H, 其 中 zr € z*,z € Z, 
s €N, PEP, i= 1,2, 使 得 对 任何 CA) 中 
xc a*-d- 2n, : 
FARY | i 
(A(z* + z+ n + P), z + z, + n, + bP.) = (z" + z 
+ n + p, zÍË + z; + m, + P,). (2.12) 
那 未 ,特别 取 += z, z€ ZCS), E (2.12) 便 得 到 
(Sz, zF) = (Az, sË + z, * n, + PD 
|. = (z, sf + zm + m + b) = (z, z), 
BH 7 
CSa, ri) = (z, sT), z€ DCS), 
从 而 必 有 ste gt) JERSUSE = er, 
BER x= z+ n,z € 22(S), n€ DLAs), 由 (2.12) 又 得 到 
CA(n + z), z” + m) = (n + z, S*zf + m), 
BU (Aun, m) + (Fn, zF) = (n, m) 对 一 切 s€ Z( Ay) FR XM. 
从 而 
— (Arn, nj) = — (n,m + F*af), n€ AA). 
这 就 是 说 , 必 有 mEn) 并 且 Aym = n + F*st (Pü 
m = Ayn 一 F tsi), 
同样 ， 特 取 r= =+ P, €), PEDA), WAT E 
6€ DU) 并 且 P, = Ap, + G*zt, 
最 后 ;再 特 取 x zt, z* € GU), H (2.12) 得 到 
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(S*z*. g) = (z*, 5 — Oz 一 Fm — Gb), s" e 22(S*), 
^p 
(S*z*, ci) = (a7, 2; 一 Oë — Fr, — Gf), z* € 0 (S*), 
这 就 是 说 2 DOO, FE, z, = S**x, + Oz# + Fr, + GB, 
再 注意 到 s**— S. BREUI z; = Sa 十 Qt t Fn, + GB. 
总 结 上 本 证 明 的 结果 ， 就 得 到 =P R z + m + P. € @( A), 
并 且 还 直接 地 得 到 
Atë + z, + m + b.) = z + z; T: md] 
= S*zF + Ayuni 一 F*zfod 4P 
+ G*zf + Sz, +t Os + Pm + Gh 
= A(sf + z, + n, + 5). 

下 面 证 明 (2.6): A i ETEND IT = HOOH. 所 导出 
的 范 数 ,其 中 HDN, HQOP, Bl. dm CZ. 2), (Z*, 
<，*》) 上 范 数 , d dE Z,Z* 上 的 诱导 范 数 与 外 小 是 等 价 的 . 

WE (ADUSA): 事实 上 ,如 时 %€ ot5)， 那 末 在 
在 (=,YCZ., |=, = 1, s= 1.2, .., X 

ICS — Af Yzal — Oln — 00). 
从而 ICA — hell 一 0(2 7 00), 并 且 存 在 常数 m > 0, 
dz] =m (5—1,2,---), 


Bl A€oc.(4). 

dum ¿é cs,(S), ASH Leo), JEH. Le eCS), Br 
存在 非 零 向 晤 23.0898 《5* 一 X17)zx# = 0, HE 
| (4 — XD Ust + (An — AI) IF ta — (49 — AD)! G*zp 

(S — EI) 1(— Oz — F(Ay — AI)! Fe 
toG, — LD !G*z?)] = 0, 

BB X€o.(4)Co(4). 因为 cA) 关于 实 轴 是 对 称 的 (《 见 第 二 章 
$15g38 L6 089 (0), 所 以 1cck4)， 

W . 

e(5*) = {le olS)}, c(S) = (al UUSELA), 

mE sCA4) ATKA R MALA Cala). 
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再 证 s(44)0eC4,)Co( A), WEE E, 如果 i €o( y) — a(5), 
那 末 必 有 {nm}jCN, [aml = 1, m-—1,2,-5, GS 
CAs — hrnl — 00m — 90), 
H z. = (S Iy Faw m—1,2,--, X 
|z, 一 244 = 1, m= 1,2, t, 
ü ! 
CA — Aaa —2,) = (Ay — Ann, m—1,2, *"*, 
tiber [C4 — AEn — zs) — 0(m — oo), Mafia € kA), 
河 样 可 证 : 当 i€o(4,)— als) WF, 1€oC4. 
这 样 ,我 们 就 得 到 ols) Ue(S*) Uo 4.) UoC 45) Ca). 
反之 ,对 任何 ESUS Ueda UcCAP), RITR 
于 第 三 章 中 $4 引 理 4.7, 直接 算出 
(AE — A CA — S), (AI — A47, (31 — Ay’, 
(LI — S) FAI — di) !, 
(AJ —5)"G(AM — Ap), (A1 — S) *[ O 
— F(M — AQY^F* + GI — Ap) !G*] 
x (i1 — S*)-!) f (2.13) 
由 于 (XT — S) t, (21 — An)’, (UL — A) t, QI SHG, Q, 
F, G 都 基 有 界 算 子 ,所 以 (41 一 4)? 也 是 有 界 的 , 且 teld), 
从 而 (2.6) 成 立 。 EH. 
在 定理 2.2 中 , 为 了 得 到 洋 的 等 式 (2.6), 对 于 .5s 具有 剩余 谱 
(BH a(S) E a) 时 ,我 们 假设 了 UlaxeeG)E-eCG). "Fridge 
子 说 明 这 个 条 件 是 不 可 少 的 
例 31  WI—H OH,,H.—P,0623) 分别 是 (aa (e) 
中 完备 就 范 直 交 系 , 令 | 
l /— +ery, at= —1 r et). i = e 
Jy; t9» i Jg ; + M 1,2, . 
记 Z = spans), Z* = span(s*], EA, EAB (zY, {27} 
T, dZ. Z*p 成 为 H.D. $. HEMP EN Hilbert 空间 (Z, 
(7232). CZ*, 上 拓扑 分 别 与 H +E Z, Z* 上 诱导 的 拓 
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HA. 假设 mm 是 (Z,(., 3 Xo 下 的 单 众 平移 算 于 ， 
GR Z* 视 为 Z 的 对 偶 时 , UF 在 Qs] 的 对 侦 基 (7) 下 满足 


Ust 0, Ufar = sf (72,3, ---). 


GB Zt 到 过 的 有 界线 性 算 子 上 如 下 : 
Dp > b;sf = bun (> lb P m e, (2.14) 
221 i-i 


E Q = Q*, 今 作 H — Z + Z* EXT A F: 

Als + s*) = U,z + Ufz* + Qz*, z€ Z, z* € Z*, (2.15) 
根据 定理 2.2, ARE H LARRA T, quH Z Ë SAU. R 
0s efo)， 然 而 下 面 我 们 可 证 明 0 € pel), 

事实 上 ,因为 


z = $i an (5 |a? < eo ), z* = D bn (Dial < o), 
i-1 i=l i=] 


所 以 


Al + zt) = Plast 2) bta F baa — (216) 
i=1 


由 于 z + z* 一 0 的 充 要 条 件 是 a 一 0, b= 0 G = 1,2, -- °), 
由 (2.16) 可 知 4 是 一 对 一 的 ,并 且 47 = H. 根据 逆 算 子 定理 ， 
0€ p( 4), 可 网 oA) = e(U,) UoQU?). 
我 们 还 应 该 注意 ,虽然 按 定理 2.2 PRR- 35 EO BERT ht: 

ISN ETPERBSEPJCSESET- 25, 同时， 它们 也 足以 说 明 如 空间 自 
MRT Hx 2 [B]JBJ Pi 3k ta SET ER (ERLE 8 3 8 3.1 中 
EHE BUS H ETIR, E8 H EB Ta T RS RETE RENE 
AEM) 现在 :将 再 用 定理 2.2 来 说 明 H = B| ERU E kipa iB 
EUR PL EE aa T-BJ 48 BPEDURGE s RERUM AME. 

$22 第 三 章 525878 2.12 已 证 明 Hk F El 3 us y REOR S 
F3, SET ERMES LE. ARRANA zs [8] Efe de REPRE E 
E DUAE EL 35 3638 F (4 98 2 E o FER). 

Zum 


H.H, ,Z ,Z* 等 都 与 例 2.1 中 相同 .在 Hiber 空间 (Z 0,5) 
住 取 称 定 闭 算 子 S, 但 要 求 a(5) 一 0 《 这 种 算 子 是 存在 的 , Pian 
B Æ Hiübert 空间 (Z2, (9, y) 上 有 界 的 具有 秽 什 域 并 且 是 一 对 
一 的 广义 罕 零 算 子 , 令 S= B, MR SEE (Z,(:, >) 上 的 
竹 定 闭 算 子 ,并 且 (S) 一 0D, 显然 oC(5*) 二 O, ET ERU 
定 线 性 算 子 4 

Ala + z*) = Sa + S*"z*", eE Z, zt £ Z*, (2.17) 

根据 定理 2.2, A JE H EBS EIGENS LT, 

如 记 正 则 分 解 H = HOH 所 产生 的 内 积 是 [*;"]。 显 然 ， 
Z,Z*j⁄ [., - 是 址 交 的 由 此 ,根据 (2.17), 有 

aA) = a(5)Ua( 5*) = g. 

$/2.3 第 三 章 $ 3 定理 3.3 证 明了 Hx LARRET 4 的 莱 
Jj AG — 1,2, -0 仍 都 是 可 上 自 共 箔 算 子 。 本 例 要 说 明 1I 
g [B] E ELJE SE SICT- 4 的 ^ 可 能 不 是 稠 定 算 子 (其实 还 可 做 到 
£p (22) = (0)). 

H, Hs, (si, GT3, (ZC, +>), C7, Ç+, +>) 等 都 与 
例 2.1 中 相同 。 4e 是 Hilbert 空间 (Z, (*, 5) 上 如 下 的 线性 
AF: 


Ple) = ix Gs. 


n=l | k=] 


lan l + P lagn < oo , 
k=0 


p > gaz a = > 834 122441 F M (2406421, Mun € ZZ ( p), 
k=0ü k=1 nal 


2-1 
(2.18) 
显然 ,是 (Z, X...) EBERT, id 
Z, = spain(z44,]£ 220], Z; — spsn(za] E = 1], 
则 有 Z2 =Z, 并 且 Zi £3 p, 而 plz, =I, < U B: (Z, 
(2:23) B (Z,, <°, 0) 的 本 算 子 ,例如 取 了 是 满足 : 
Uz, = zj4 aln = 1,2, +), 


AXARTT-—UejdÉ(Z,QC.)0) 上 的 稠 定 闭 算 子 ， 
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a —— — e $ 


将 基 (en) 拆 成 可 数 个 互 不 相交 的 可 数 党 


(z, |£ = 1,2,… 1 = U xdi —!1,2,-- X. 


n=l 


对 每 个 集 (2,12 一 1, 2。… 《国定 9) 作 一 相应 的 向 量 


"= 
£g == > jai auis 
3-1 
这 里 


> lamia SP 


23 dai? |? = co, 
i=] 


即 £Q,C€£Z (p). 令 Z, 一 span(e, ln = 1,2, ec) mM ZZ, 
jt H. Z, 中 任何 非 零 元 如 都 不 属于 Zie) REEL, MWR 


Ey 一 5 Anfas 
并 且 zç (o), HEUS 


LI L] 
> 23 Ina, di" | < co, 


=] tal 
但 由 于 


> |n;aí? |* = co, 


所 以 只 有 a, — 0 G= 1,2, 由 x = 0. 

令 电 是 Hilbert 空间 (Z, (5, -9) 到 (Z,, €, 2) 上 的 有 
TREAT, #5 BERAR. E (Z, C, "D RTsin 
+: 


1) 这 里 下 标 o 视 为 二 指标 (#3 2) 的 下 标 ; 回 时 mà 又 表示 某 个 俩 数 ,而 (er) 全 体 
正 基 偶数 全 体 ， 
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| S= T + B, DS) = DPT) = (p). (2.19) 
tT T RE RDEDHEE T, BEEK, Matos EREN WT. 当 
s€ (S), z °% 0 时 , 必 有 Bz =< 0, ERE 
SUT)cZCcz)- Z6), AE) = Z 
Wi Za LZ, Zn eio = {0}, 从 而 对 任何 z € 22 (S), x Ü, 
DA S0, RH EZO) = Ø) Haii, 
£2(5*) = (0), 

作 刀 上 和 珊 定 算 子 A: 

二 22.20) 
digg 2.2, aR H LEBJESSE T. WR. DACE), 
斯 以 P REREN. MEMI 4 的 柑 定 可 见 ， 和 如果 将 (2.19) 中 
筛子 取得 适当 一 点 (依赖 于 局 的 选取 ), 还 志和 做 到 由 (2.20) 所 定 
广 的 算 子 满足 ZP) = (01. 

类 似 于 定理 2.2, 对 Kpeñg 空间 T 上 画 算 子 有 如 下 定理 。 

定理 23 it 7] — NOdZ + Z*)@OP Æ Kps 空间 也 的 
一 个 标准 分 解 , 并 且 (Z, Z*) EARR dah, 7} Fin H. 
D.X. id (x), iT 分 别 在 2 ,2Z* 上 产生 的 内 积 为 《+,:》， 
C., DA (为 简单 起 风 ， pH <°, 2 表示 C, 27), 设 它们 在 Z, 
Z* EPERFA H ERME Z, Z* 上 诱导 的 拓扑 分 别 等 价 。 
又 设 有 六 个 线性 算 子 (S, Uy, Up, C, D, TY, 其 中 3 是 (Z， 
C, 上 有 界 算 子 ,并且 0€ p(5),Uyw K (W, — C, D ERR 
子 , Up 是 (QP, (C, TEB, C,D,T E CZ*,0(, 5 分 
$uE (N. — C-,-0, (P, (-, D. (CZ, C, DO 的 有 界 算 子 ， 
FE T — — T* 规定 开 上 线性 算 子 如 如 下 ， | 

Uz = Sz, z€ Z, 

Un = Ust + Fn, F = SC*U,, n€ N, 

Up = UP + Gb, G = — SD*U,, P€ P, . (2.21) 
Uz" = S 1; L Bz* + Cs* + De*, z* € Z*; 


B 一 + SCC*C — D*D) + ST, 
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WAK U TI LEAT, HEA 
e(U)Ce(S) Ua( S "OUa(Ux) Uc(USM 
当 ols) = oks) 或 


[+ ic eG) c eG) 


时 ,还 有 
e(U) = a(S) UAS Ua (Un) UCU) (2:22) 
本 定理 中 有 关上 是 西 算 子 的 结论 可 念 Ex gAn EmA 
WIE KEME. ER (2.22) 的 证 骨 的 关键 一 步 是 证 
e,(S) C a(U), 
其 证 明 如 下 : "M ¿€ eS) 时 ,由 假设 ,显然 有 al 12FH 


1 - 
T € g (S 1), 


所 以 有 zt € Z*, =F = 0, HH 


-1 
x (一 Bag + (us — +I) Ca? 


+e(ur—=71) 2 )] =o 


Bp i ea (U), 再 利用 (U) XCP BEND APER PE, 就 得 到 


A€c(U), SA £2.22) 的 其 余部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 2.2, 
XH ANS. 
当 LEPU) 时 , 预 解 式 (41 U 的 表达 式 如 下 ; 
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(U — iY z = (S Af) s, 2€ Z, 
[QU — à1)7n == (U, — Y'a — ($ — AD) F(Uy — 11) a, 

. F = SC*U,, n€ N, 
(U — 11) = (U, — AD) 'p — (S — MD) G(UP — 41) ”'P, 


G = —SD*U,, p € P. (2.23) 
(U — 11) z* = ($?* — AD) ?z* + B'z* + C'z" + D'z*, 
' z € z*, 


C= — (U, — ALD)! C(S^* —a1y 5, D = — (U, — 11) "D 
x (s 人 un 41)", 
B'— —(S — AD B(S — 31) + FC + GD’), 


B- + S(C*C 一 D*D) + ST, 


以 定理 2.2, 2.3 可 见 , 即 使 象 定理 2.2, 2.3 所 规定 的 一 类 特殊 
UE ESL PIP T URL STIER) 无 限 维 Hilbert 
空间 {ZZ,《*,"》) .ETHSLEEEESCT- S, 所 以 不 能 在 Kpeim 空间 
rp ER RE XE ER 4 ROS Ea qn TORNE, A k, 24 15 LA n 
TEX. 

XX Zl 称 由 定理 2.2 和 定理 2.3 Bou BB JCENCT RU 
BCTACRCB eaten SERI BL kaa FRPR EE EBE SL T, 

自然 , HO UU ROSELFUR EE REB EL ESE PK T-, S 究竟 
应 满足 怎样 的 条 件 就 能 建立 起 此 类 算 子 的 较 请 意 的 谱 论 ， 但 我 们 
更 感 兴趣 的 是 怎样 的 自 共 并 算 子 和 西 算 子 才 是 上 共有 标准 分 解 的 ， 
这 是 本 节 中 主要 讨论 的 问题 。 鉴于 Kpelw ZELER T ARCET 
界 的 ， 在 处 理 上 较 ( 无 界 ) 自 范 算 子 有 某 些 方便 【虽然 不 是 本 质 
的 ), 所 以 下 面 主 要 讨论 两 算 子 情况 ， 

2 西 自 共 圈 算 子 一 般 形式 正如 第 一 小 厄 中 所 指出 的 ， ET 
给 出 Kpeñn SA E— ft) 8 Sa T TEL IEEE RIS] EmA 效 的 
模型 是 困难 的 . BERMI, S1 EG HEmRTIHREXER 
子 的 某 种 一 般 的 形式 ,以 便 以 后 的 讨论 。 

下 面 先 给 出 Hilbert 空间 上 算 子 的 一 个 性 质 。 
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8]38 2.4. ib T E Hilbert 空间 (E, be, JD 到 Hilbert 28 
A (H,, [: , ch) 的 有 界线 性 算 子 ， 那 未 对 (一 09,00) 上 任何 
Bore! 可 测 函数 £C , 必 有 
TfP*T) —ITT*)T. (2.24) 
进 -- 步 ， 如 果 0 是 TIT) 的 孤立 点 或 fCO (E O BU 28 T MK 22 
[0,a] (a > 0) 上 有 界 , 那 末 
| TI(T*T) = i(TT*)T. (2.25) 
WE 因为 T(T"T) — (TT*)T, RARE ÆA PC), 
Tp(T*T) = p(TT")T, 
Mam spEERHEESERER y (只 要 在 L0, [TP] EER) (225) 成 
Y. BEAM, 对 任何 有 办 Borel 可 测 医 数 1 (只 要 在 [0, IT IP] 
上 有 界 )，(2.25) XX. 
假设 f 是 非 负 实 亿 Bore HJER, S 
E,= UIO S nhf = 139, 
【这 里 * EARAITI SS h<... S< J, < r, 并 且 
Emf. Ge = f. 
4 (EP), LEP) 2p T'T, TT* 的 谱系 ， 如 黑 
c € ZGUT*T)), 


BR 
[ KO aC, e) < co, 


Hi n, U.CIT'T)x] 是 基本 点 列 ， 有 内 而 UTROT'T)x) (EQ 
UXTT'*)T.]) 是 基本 点 列 ， 利用 这 个 事实 ， 凡 及 Levi 积分 定 
m. W Tre POTTO), 并 且 
TICI*T)r = lim TCT*T)x = limf, (TT) Tx = KTT'"s, 
BU TKT*TO)CHTT?)T, 

反之 ,如 果 Tre UT), WA (T/(T*T)z) EE 


D .表示 算 子 4 的 最 小 团 扩张 。 
2) xs ETA E PUEDE ER Bt 
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基本 点 列 。 从 而 存在 M > 6, 使 得 
[Gaya (Ei, x) == ITRCT*T s < M,s = 1, 2, ttis 
因而 对 任何 o > 0, 


[OPEP KÉ, dà, ens, 


As — 00, BET S 
» POPE Pr, x) < K. (2.26) 


由 (2.26) 可 知 , 当 0 E e(T*T) 的 孤立 点 或 了 在 基 个 [0,1 上 有 
界 时 , 必 有 
人 Ola, x) < o, 

Mee GC" T). BREK, OCT T*)T)C TIO T), 
从 而 (2.25) 成 立 。 

剩 下 的 只 要 证 明 (2.24)， 首 先 注意 ,由 于 A(TT*) RART, 
工 是 有 界 的 , 易 知 KTT' T EHRT. XAXA EA 

TÁ(T*T)CKTT?T, | 

则 只 要 证 明 : wE Tre DT), BRUA (e. 人 TT*)Tx} 
属于 TATT) 的 图 象 的 闵 包 ， 

M Tie UT") 了 时。 上 面 已 经 证 明了 {Th(T*T)x} 
是 基本 点 列 , 并 且 

üm Tf,(T*T)s = Emf,(TT*)Tx = UT T*)Tz. (2.27) 
但 是 ThCT*T)a = TIT" T)xs (T*T)x, d 
x, 一 Xe (T*T)x, 

SA, t€ 多 (THT*T)), HHüme =r, RREH, HXH 
上 点 {x， 开 TT*)Tz) EAI Hrn TITTY} 的 极限 ,证 

定理 25 设 —H OH, 是 Kpeia 空间 万 的 正 册 分 解 ， 
Py, P- DERIT EH, H 上 的 投影 。 又 设 忆 是 口上 的 酉 算 子 ， 
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那 末 如 的 一 般 形 式 是 
(pe + USU,)É V,URUT 


2.28 
Un (I + U4U&)SUE ) (2.28) 


其 中 
V. + UZU) = P_UP_, VIUSUY = P.UP,, 
(I + UUR PUT = P UP}, U, = P UP, 
VAU, al Hilbert 空间 (H, —(-,)) RA G, CDD E 
HEAT, 
证 因为 UU 为 是 上 西 算 子 的 充 要 条 人 忻 是 UU = UW = I, 
WEE Un = PUP., Ug 一 P_UP,, Un = PyUP;， BI 


U'U = UU! = 
等 价 于 下 列 方程 组 成 立 : 
(i) UUS= I+ USUS, (ü) UU = TURD, 
(ii) U4U$ = U,U£, (iv) UnU Z — I+ U, UB, 


(v) U#BU,, = I + UftU,, (vi) USU u = UŽU. 
WEUS- RER HEAHEA G)— Ci) 的 所 有 解 Un Un, 
U, 以 及 Un. 

E Gi), Vu = VG + UU:)*, rh V, É (H5, — C.) 
ILBRGBEC. Big, 

VT URU, )V* = I + USUS, (2.29) 
注意 到 AU + UUP = H., MAAV) = HL. 这样, V, 便 
k WG, L, O) 上 西 算 子 ,由 【2.297 就 得 到 
PUU a VT = UQUES. 

Ek, FE (AE(U0, C, 0) A CAWS), C-, )) 的 西 算 子 
Vs, 使 得 Ut = PU, VT. 

类 似 地 , 由 (iv), Uf = UICE + UU8)5, EIB U, E (H,, 
C.) FBR0E ST. FRRO), UU BUE (H,,(-,.)) EER 
子 , 并 且 应 适合 


U Una URUT = USU n (2.30) . 
M GO, 我 们 有 
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VUn VIVU + USU!M — UU + USUT)SUa, 
TURIS 2.4 GE ERI Ua 作为 引 理 2.4 BB T), 由 上 式 得 到 
VU, = U Un, (2.31) 
RI Volae,o = Ulag). REE Ut —-VUJVR- U,UAVI, 显然 ， 
如 此 解 出 的 U, 一 V,USUF 适合 所 要 求 的 (2.30). 
友之， 对 于 已 解 出 的 (用 Ui, DT WV 表达 的 ) Uu, Un, Un 的 
形式 ,利用 引 理 2.4 不 难 直 接 验证 它们 适合 (一 (iv)， 这 就 是 说 ， 
(2.28) 是 丁 算 子 的 一 般 形 式 。 证 毕 ， 
下 面 再 提供 定理 2.5 的 另 一 个 证 明 ， 
证 令 正 则 分 解 H — HH, 所 产生 的 内 积 是 lst 
BJ = P, — P. 
WE, VA, C, 上 西 算 子 的 充 要 条 件 是 
JU*I = U^. (2.32) 
iH OU" ER O, lL,- D EXE. X4 U= We BUE 
GI, E*, -3) 上 极 分 解 , 则 (2.32) 变 成 JeW = pw, 利用 
p^ 2» 0 和 极 分 解 的 唯一 性 ,从 JoWTJW = p~ higa 
JW JW = I, Jof 一 P (2.33) 
从 上 面 第 一 式 得 到 7 Es n] 32, PRI 
w-2( j ) -Wwi.Ut-wls. (234) 
0 Uf - + 
Va Uf 48353 (H., — C0, 20, O, -)) LAAT, CoE 
H = HBH, T. 


Peu Pu 
“一 人 ) (os = ett, ot = pu, e$ = pn). 


Pa Pn 
R3 (2.33) 的 第 二 式 等 价 于 eje = J, BU 
— ph + eften 一 pup$ + phon —10 
C Onpu + pnpa — PPh + ph )-( O I ) (235) 


BU pu I+ PRON, p = I + euet. 因为 p> 0, FEl 
Ou => 0, £a = 0. 
Mec eios )*, pa = (1 + Paet)t, 由 3| 理 2.4, 显然 
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# 
一 Pupi + Pipan = 0, 一 puPu 十 Papa = 0, 
Fr HO LEAST- -REKA ; 
V, ô (I + Don) pi 
U- (, v en U + enpi)t ). (236) 
其 中 VS.U 4658 (H_,— 6,0, 05,6, DD 上 西 算 子 .市 
. * * 
u Wa a T mapi ) BARE U, C.) LAAT, 
tE, D,- DEŁARWST. 
如 果 在 一 般 形 式 (2.36) 中 。 作 变 元 变换 pa = U Una, WRIA) 
将 (2.36) 化 成 (2.28) 的 形式 .证 毕 . 
定理 2.6 EWS I= HEH, 下 , 算 子 4 为 了 上 上 有 办 
E ES PL T 8976 E AR T E 
e em 
其 中 Au, da DWE (HL, — 6, 00, Gu, 0, 00 LAR RB 3 
SEPT. Aa (H., — (C. -)) 到 GHAC-, D 的 有 界线 性 算 
+. i 
,证 [:, -], Pr, J 等 记号 如 定理 2.5 的 证 明 中 所 交待 ， 乔 用 
At 一 4 的 庆 要 条 件 是 JA = 4 {这 里 *** 是 eD 上 
HERR) 立即 可 知 (《2.37) E. H LARARE TAREA. 
EHE, l 
3 极 大 半 负 的 不 变 子 空间 下 一 小 节 将 讨论 具有 标准 分 解 的 
十 、 自 区 轿 算 子 的 充分 条 忻 ， 为 此 首先 注意 ,假如 如 是 具有 标准 分 
解 的 西 算 子 , 即 存在 标准 分 解 TI = NOZ + Z*YOP, en 
U = {5, Ux, Up, C, D, T), : 
PENOZ 必 是 极 太 半 负 ,并 且 是 对 口 不 变 的 子 空间 。 不 仅 如 此 ， 
而且 NGZ 也 是 U^ 的 不 变 子 空间 。 所 以 ， 若 要 给 出 具有 标准 
分 解 的 西 算 子 的 区 分 条 件 。 首 先是 要 研究 对 西 算 子 口 及 其 道 V7 
的 极 大 半 负 的 不 变 于 空间 的 存 企 。 基 次 ;如果 上 = HBH, 是 正 
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MOR, HUCEJITR— UI KE A T EB] NE: Ls， 其 中 4 是 
(QH.,—(*, 220880 (Ha, (*, :)) 的 压缩 算 子 ( 见 第 一 章 S 3 引 理 
3.2 的 Civ)). 

下 列 引 理 是 显然 的 ， 

引 理 2.7 RUR Kpeñu 空间 口上 的 有 界线 性 算 子 , HIE 
准 分 解 H = HDH, FBU2 x 2 Bp EE 


Un Uy, H- 
" " H,' (2.38) 
那 末 极 大 半 负 子 空间 La 为 了 7 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 
Un + Und = AU T Uy). (2.39) 
5u EEATT, L 29 U " BE T zi ul 5 ELA FT Ae 
— Uf + UBA — ACQUE — UEFA). (2.40) 


下 面 就 是 要 利用 已 的 一 般 形式 以 下 3 引 理 2.7; 给 出 五 是 具有 标 
准 分 解 的 某 些 充分 条 件 , 并 给 了 出 谱 的 关系 式 。 MR, SET IE ER 
AFU, 妈 使 找到 对 U, U SEAS IB A f ra B. 世 未 必 就 
能 断定 存在 标准 分 解 ,下 面 就 是 一 例 . 
例 24 ië H = H_Q@H., H, = D'[0,11. fef? LAF 
=Ü 77 一 ) 一 (2.41) 
I —(21—SyV H,' 
Xu sg GOCO = gG), fe D'[0, 1]. 根据 定理 2.6, 4 E. il 
LAERET, HEES F. $ 
L = (lz, QI —3)"x]?|x€e H}, 
EFE ON: 一 Sye < hele 2 0), PRDL ZL B: H pekt BIT- 
ZH CU SS —3 5 3 引 理 3.2 的 Cri. 
33 |a] > 3 时 ,容易 直接 算出 
(2 一 2)7 一 S 一 了 
I — (21 — s)": — u) 


(4 — u) = ( 


Y) BE LEO] phy (27 — Sy zr f Hy big E. 
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QR 9y (21 — Sy! — 11 7 
(A4 — M) Tl. MI 一 了 or 


B = [] + (31 + (21 —3)y X5 — (2 — 4)1)] ', 
利用 引 理 2.7。 易 直接 验证 工 是 4— M, CA — M) 的 公共 的 
不 变节 空间. 

再 证 明 4 一 A 不 再 有 其 它 极 大 半 负 不 变 于 空间 。 如 果 不 对 ， 
BRE CH, — C, 00 RI GL Cr. OD BERST A CIL x] 
dr. xe H), L'— Ly 是 A — M Wy T RII Wa a 5128 2.7, 
A4 适合 


1— (21— Sy !4' — A'(21 — SF A^ — 0, (2.342) 
d (2.42), xrBD WT 
(I — A'(21 —85yYy (1 —(21 —5y4) — D, (2.43) 
HHEN x€ LLO, 11, 94 Á z S= D Eq, HE #& 
(27 — S) Mn < ex = inl. 
因此 , I—(2I—3)"4' RAR, MAX 
((21 — 5)! 4')* = A'*(21 — 8), 
通过 类 侯 的 证 明 可 知 ，! 一 4'"(21 — S> 也 是 单 射 。 从 而 工 一 
(21 一 3S) A RARER., M (2.43) 就 得 到 
1 — A'(21 — 8) — 0, 
BD 4'— (21 — S. 这 就 是 说 ,，(4 — MD) 只 有 唯一 的 极 太 半 
负 不 变 子 空间 (其 实 是 被 大 负 闭 子 空 间 )， 
因为 1€e((27] —3) D, 0k. T 工 ， 决 不 会 有 正则 分 解 
H = H H}, B HDL. 
性 到 14| > 3 的 非 实 复数 4, 显然, 工 是 如 上 丁 算 子 
U —(4—ÀI)(A— i) 
以 及 它 的 道 UCRAGEORGETSIÓH]. (BIRORÉBEIJE LI ERES 
解 ， l 
注意 WRH (241) 中 21 — SH B, 并 要 求 B*E 
ERR T.SIDSEEEfRI x€ L'[0, 11, 24 x >e O Bf, [B '*zl] < fle 
成 立 ， 那 末 例 2.4 所 指出 的 事实 就 对 算 子 〈 这 时 工 未 必 是 自 共 d 
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gy) 
T = (7 p is (2.44) 
PRR, B L = iíx,B'trY]z € H.) € T — M, (T — My? 
C121] > Bl + 1) 的 公共 的 极 大 负 闭 子 空 间 。， 并 且 工 不 再 有 其 
它 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 ， f 
4. 具有 标准 分 解 的 本 Ele E EOD JE RARE deem, 
XC FI EUR ELE RE-T- 89 — OE 4 PAROECIA) REG E EE 30.05 
荣 侍 上 讨论 仅 限 于 西 算 子 )。 
设 H = ROH, 是 正则 分 解 ,很 据 定理 25, H EBATTA 
REAU (2.36), 并 以 Un 代替 (2.36) 中 px) 是 
y- VAU + UREUA): V.UR y- 
， UfUS UFU + U4UI)S/H, 
RU, noi (H... Cs), (H_, eE, LEHT, 
Ua E (H., OD 到 (H,, (5,0) 的 有 界线 性 算 子 。 根 据 
引 理 2.7, BAPAT 2 [B] L, C4 R& (H_— (+, ')) 到 GL, 
《的 压缩 算 子 ) 为 了 ,5 的 不 变 于 空间 的 充 要 条 件 是 : 
AVEU + UU) + UBA] = UEUn + (1 + US4UI)5A1, 
(2.46) 


(2.45) 


ALU + URSUS)3Vf — UULA] = —Una V? 
+ (Z+ Ua URTUA. — (2.47) 
Xt (2.46) EF U,, (2.47) AE Vi, 分 别 得 
U,AV,UI + USUA)8 + USA] = Un + (I + USUS)3 A, (2.48) 
ALCI + USUS — USU,AVA] = — Un + (1 
+ UUA UAV a 0 (2489) 
H (2.48), (2.49) E F IBIBEZE RO EA, 
BUR 2.8. tE (Ho, — C. 20) 到 GL, C, D KE 


BETA ME 
ALU + UžUn]? + USA] = Un + (1 + Ua UREA, — (2.50) 
ALU + USU,)* — UAA] = —Usy + (1 F USUEIDEA, (2.51) 
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WRS U, = V. ERAR IME (2.50), (2.51) 的 道 解 是 
OV) (^ °) Co) 
(V) VO A Co) ` 
其 中 A = Va, Je EES P RRR (Ho, — (+, CD ERE 
是 本 又 是 自 共 轿 的 算 子 , 而 A, 是 任何 C). —(, 2) 到 
EV C, D BERAT, 
证 E (250), (2.51) 等 价 于 
AURA = Un, AU + URUA)S = U + Ua UDEA, (2.53) 
(1) W AUAM = Un. 因为 4eVid Vw, BAM z€ 
P Co)*, x 9« Ü If, Panodx = 0 {这 里 Pi 表示 Hiber 空间 在 闭 
线性 子 空间 工 上 投影 ), 则 算 子 4 = Parov EAN. AA 
AEAN, MA AVIA = V.o i X uj f8 J ASOC). 
从 而 按 分 解 H= ABA (e), H= A(V PAV.) 有 
SA) (^ °) Wo) 
SEV) VA, d ip) 
4 B= VIA, Wo» (4x1, RE BR < 1. uim 
ApV£A = Vw, 
"Hep BoB, M (2.54)XS BT £8] B| us 一 0, 显然, .A#(p) 约 化 
B, HL B X no) 8| (oe) 的 算 子 时 ,由 p = BpB 就 得 到 
B*aB*— p, BB*pB*B = p, B*BoBB* = p, 
Maus B*B, BB* 都 可 交换 ”并且 有 
BB*B*Bl ¿et = I, (2.55) 
但 是 , BB*, B*B 都 是 正 压缩 算 子 ,由 (2.553), 立即 得 到 
BB*| pt = B*B| nt = 1, 
MiB GE Lr = C’ EBAT., NAA 
p- B*eB*BoB = B*#PB, 
所 以 56 SAAT BEW, Mi e 与 了 可 交换 .这样 就 得 到 
p= BpB = Bip, 


(2.52) 


do . (2.54) 


i) RL Y Hilbert ZAHM Putmara-Fuglede 定理 的 推广 形式 的 结论 . 
i Bie) PES) GEB PI hL ASE B REEE 4 
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可 根据 梯 分 解 的 唯一 性 ,立即 有 B: = í, Br) B Regu. 

由 于 B= VIA ENO 上 是 西 算 子 , 并 且 4 是 压缩 的 所 
HURA A = 0. En Jo = B, 那 末 A = Vy. 

(2) 解 AU + U} xU, E = (I + UUAA XE (1) mpg S 
得 的 4, 代入 方程 AU 十 UXUD — U + USUE)SA, 并 注意 到 
A; 一 0， 立即 可 知 方 程 AU + URU, 5 = (I + UUAA 等 价 
于 

AC + UZU WDE] mp = (1 + USUI) EA us. 
显然 ,任何 [fr(p), — 6, 0 8] CIEQA ^, 0; 20 的 算 子 a, 
都 是 上 述 方程 的 解 . 为 了 保证 (2.54) 中 的 4 的 压缩 性 ,所 以 À, B 
要 是 奋 第 算 子 就 可 以 了 ， 证 毕 ， 
注意 当 IQ HQ, Fip) >< E W, a0. AR 
引 理 2.8 实质 上 给 出 了 O, (5, D 特殊 的 西 算 子 
(I+USU Ug 
m ( Un U + U4US " 
E RGB US -RIER EMRET, 

5138 2.9. hU EZPTER EUR l C, LAR Borel EMAR f(w)， 

使 得 


U,V, = Yfir) (2.56) 
其 中 V, (2.45) 中 Us 的 极 分 解 的 保 距 部 分 。 那 未 ， 
(i) (V, BO 分 别 约 化 KV), Uis HEIP) [ert 
是 (人 (Vo 一 (《*,*)》 上 西 算 子 ， 
(ú) #H 3 ë VfU,A4-— Vw, Pav tU, A — 9. 那 末 方程 
(2.48), (2.49) 分 别 等 价 于 下 列 方程 组 ; 
Vefa + VAT + o!) 
— (tA) — o = 0 (2.57) 
AVIU + 95 + efCVi) ] = Ut ae (2.58) 


1) 了 表示 f 的 复数 共 辆 . 
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KV. oca Vi (1 + pt rp, — Ru) 
X a (c i — pap (2.59) 
Uf [C + 9)* — o ar V,] — BY, (2.60) 
证 Gi) 对 任何 f, 了 (7,) 是 正常 算 子 。 根据 Putnam-Fuglede 
型 定理 〈 见 附录 吾 的 定理 5), Pros 与 (VO ER, Pawo 与 
U, 可 交换 .并 是 


V$U, law; Vo = f(V D | evt. 
从 而 CV E Cr —0C,-) 上 西 算 子 , 即 有 
HVF, Leva = TC OK Let = 1. (2.61) 
Gi) S U,4 — B, 方程 (2.48) 化 成 
BV,LG + Pt + VUB] 一 Valp + (1 + e$ 
x Vr#UrB] 十 Parat UTB, 
其 中 Pap 是 Un 的 极 分解 。 亚 然 , 上 述 方程 等 价 于 直列 方程 组 
MM Tos) + oVTUFB] = oc (1 + B»P»VIUTB, 
awo BVi[G + e)? + eV $UT B] = Pavo UFB, 
再 令 .ez 一 IB, 2 = Paro E, 并 注意 到 
V$Uf = V, WVF, 
立即 可 知 上 面 方程 组 就 是 (2.57), (2.58), 
同 祥 可 证 ,方程 (2.49) 等 价 于 (2.59) 和 (2.30)， 证 毕 ， 
根据 Putnam-Fuglede 型 定理 的 知识 ( 见 附录 8B 的 定理 4), 下 
列 引 理 是 显然 的 . 
引 理 2.10 (i) WẸ 4 35 8 UAV, = A 的 一 个 特 解 , 那 
来 对 任何 与 V, 可 交换 的 有 界线 性 算 子 5，4As 一 AS 必 也 是 
U,A,V, = A 


的 解 ， 
Gi) 方程 Ui, V, 一 A 具有 非 零 特 解 的 充 要 条 件 是 分 别 有 
U,, V, 的 非 零 约 化 子 空间 LCCH), L_(CH_) 以 及 (L, 
— C,*) | C, 06,0 Bg * TV,tkis 
Vr = F*U aF. 
利用 引 理 2.8 一 引 理 2.10 可 给 出 基本 定理 及 其 推论 。 
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定理 2.11 BEELDE I= HOH, K, BAT 

y- (n? + U&UA)i VUE y^ 

UFU, Uf + Ua UX)? H,” 

其 中 U, V, Aa (H,, C, OD, (H_, — (60, 0 EBERT, 

Un 是 (GIL, — C, 20) 到 GL, C, -)) 的 有 界线 性 算 子 ， 

Un = V. 是 被 分 解 。 邵 果 存 在 单位 圆周 Co 上 有 界 Borel 可 测 函 
数 IC PECES 


(2.43) 


UV, = VGJGOA), (2.56) 
HELFE (H _, — (6, -D 上 与 ?可 交换 的 自 共 轿 且 西 的 算 子 
,使 得 

KV,— KV, (2.62) 
MEARE U, 5 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空 间 工 4 

EQ) ( MA 
SV.) O A: Ho) 

其 中 A, GG, 0,00 到 E, 0, D 尾 何 适合 
Ui4;V.-— 4, HERET, HER (2.63) 所 产生 的 Li EES 
UiAV, = A 的 全 部 极 太 半 人 负 公 共 不 变 子 空间 ， 

证 因为 KK 与 ?可 交换 ， 所 以 Alo PJ k K. 又 因为 
Flet db 29 4c KV.) { 见 引 理 29 的 COD, pH. (2.62) up n 
Ai 约 化 V, = KOHV DK. 

取 = KV, LOQL62) 立即 得 到 

其 For = f(V)KVE — K = V, (2.64) 
TIE K 5 eu ATE. EA ,er 必 是 (2.57), (2.59) B9. 

4 u= a Pro PR, a 也 是 (2.57), (2.59) 的 解 ， 
并 且 .ar 作为 CA (00^, — (0,0 上 算 子 是 西 算 子 。 MEUA 
应 是 (H_,— (C, 0 8 (H.,(:, D 的 压缩 算 子 的 要 求 , 见 对 任 
fj x€ H., 应 有 lll + lgs x. 因 市 只 有 

81 t = 0. 
因此 下 面 就 在 假设 Æ | 4 0 的 情况 下 解 (2.58), (2.60), 
dE (2.58), (2.60) 中 , 令 sg, B uui, m mo. HB 


， Q.63) 
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E i, 2, = 0, Xhi (2.58), (2.60) Æ A 自动 地 成 立 . 而 
(2.58), (2.60) 在 A7 (p) 上 等 价 于 下 列 方程 
BV = UT. (2.65) 
由 于 
S, = B doo = Parotid Lu = U Pau at |y? = Ais 
所 以 E P 适合 (2.65) 等 价 于 EP 适合 U,A,V, = i HREAN 
压缩 性 要 求 ，4: 还 应 是 压缩 算 子 。 - 

TRIER (2.62), IVO HEBAT, (HYD = KV). 由 
引 理 2.9 可 知 ， 
Pamo | iot = UTVo or | rert = UTVKVE | cpt 

= UTV4CV OK ue = VK | nt, 
所 以 4 的 形式 是 (2.63)。 
显然 , 形 为 【2.63) 的 解 必 适 台 U AV, 一 A. RESM 2.8 及 
其 后 面 所 提 到 的 注意 ， 形 如 (2.63) 的 解 正 是 适合 U LAV, — 4 Bg 
HU, U^ 都 不 变 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 全 体 . urs. 
下 面 给 几 个 重要 的 推论 . 
推论 2.12 满足 定理 2.11 RAI Kpeim 空间 上 LABAT 
五 必 是 具有 标准 分 解 的 算 子 。 并 且 对 定理 2.11 中 任何 一 个 满足 
[4] < 1 HRF A. 必 有 相应 的 标准 分 解 
I = NG4Z + Z*)@P, 
其 中 
zx VK} € Mr) Z*—((—Kpšy,y)lye 40.1, 
—dix.4ux)ix€eof(o)),P-— (Ay ib» eq. 
f (2.66) 
在 上 述 标准 分 解 下 ,，U 一 (S, Un, Us, C, D, T, 
» = V,((I + p) + PK) j yuy Us = Vi rns U; m Uf evt. 
C-0, D= 0, T = 0, 
(2.67) 


1) 根据 引 理 2.9 8] (i), Pavi = U Paye 
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而 eU) = a(S} Us(Us) Uc(UP) Ua(S* 1), 
证 因为 Vidhi V = A =b £ üt A, — Q 适合 Eli = 1, 
但 凡是 由 [Al < 1 的 解 A, 所 得 到 【2.63 B9 4, E (2.66) 所 作 的 
四 个 子 空 间 Zz, Z*, N,P 等 显然 构成 一 个 标准 分 解 。 现 在 要 说 明 
在 这 个 分 解 下 ,U 具 有 {2.67) 的 形式 。 . 
下 面 的 计算 除了 用 (2.56), (2.62) 外 , GEH |. K^ = 1 (P 
为 KK 是 Hilbert SA F &jite H yu CP), 
U,A;V, = Aa, IVY = fCV) 


等 ， 
对 任何 x € TP Lo), E= [x,VyEx], 由 (2.45) 可 知 
Uz = (V. eH + Vov V Kr, Ut Vor 
+ (1 + VuVEPSPVE:), (2.68) 


由 于 
VU + Prt VVV Kr = VU + 95 + eK)s, (2.69) 
Ur¥(Vopr + (1 + Vul VE)SVKx) = UFV lp + (1 + gK)x 
= VQ Co G tptK)r = VAKKKQRQo 0 
+ (1 + PPK) = VKV (K + (I + Pya, (2.70) 
所 以 S= V,((I + e)t-r pK) | merte 
对 任何 € (o), n= ix voe), H (245) 可 知 
Un = (Vix, Ur Ar’) = IV, yix]. (2.71) 
因为 Apo) Zt Fis 所 以 从 (2.71) "[ Un = Vien, JF B 
UNCN, 
同样 ,对 任何 y eÆ) p = 1— 4Ty v, d (245) 可 知 
Up = (,ATy',Ufy ) = (LAfUTy ,Uty' l..— (272) 
因为 SEV.) Zt U,, 所 以 从 (2.72) Eb Up = Ut jart JF B. 
UPC F. 
从 UNCN, UpcP, ujàico0,D-0, 
对 任何 yE Z£(V),2* = {一 KV], yl, Hi (2.45) 可 知 。 
Ur* m {— V,(1 + gPIKVEy + VpV ey, Ut(— V,oKVZ 
TOV + VO). | 
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HF 
— V,CU + 93K — g)VEy = — VU + Pt KKV EY, 
: (2.73) 
Up oK + (I + g)Ó)VTy = V.KV,(— o 
HU + pgZK)Vty = VKVAGU + e» c 
一 pK)KVf», (2.74) 
ERE 47 (o) £46 PU + o) — pKOK , VKV + e) — 
eK)KV$ 是 更 (Fo €] V.) 881€ T- 34 E. 
KV$V.K| uut = I, 
B(A S, (2.73), (2.74) BRABSIUZ" CZ*, BID, T = 0 (Tika 8f 
断言 C 一 0, PD 一 0)， 这 样 ,就 得 到 (2.67). 

Hop] 表示 正则 分 解 J HOH, BRESEBSUSEN M 
Hilbert 空间 (2, [*, * D) 来 看 , 子 空间 Z, Z*, N, PERLA 
交 , 根 据 C = o, D = 0, T = 0, 立即 得 到 

alU) = c(S)UJ(S”1*) Uo(Us) UotUr). 


证 毕 . 
注意 AUR KV? =r, AE Z* 中 向 量 [— x, Vx] 


与 2 中 向 量 EE (x, V.K x) 袍 为 同一 (这 是 作为 H.D. 对 所 要 求 


fi $039), 3PK (2.73), (2.74) 恰 栓 表示 Uz* 一 8，*zs*， 其 中 
$7* VT + PY oK) | sui. 

it 2.13 ix Kpeüm 空间 有 上 西 算 子 口 满足 UV, = VV, 
那 末 区 必 是 具有 标准 分 解 的 再 算 子 。 当 取 (2.63) 中 K = +I, 
4i-0 Fi, fH (2.63) 所 定 出 的 La REU, U ARER E 
负 不 变 子 空间 ,并 且 推 论 2.12 的 结论 成 立 ， 

证 只 要 取 f(z) 一 x， 浮 知 由 本 推论 假设 可 得 到 (2.6), 
(2.62), 剩 下 的 只 要 用 定理 2,11 和 推论 2.12 的 结论 就 得 到 本 H: 
论 的 结论 ， 证 毕 ， 

JEib 2.14 ik Kpeñu Z5 [0/7 AATU MEUA > VUNU, 
那 末 推论 2.12 的 结论 全 部 成 立 , 并 且 当 * = (r, V.Kx) € Z, 规定 
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a E R e e ia: i o i 


—] i 
(z, z} = > (x x) 


BF, s 是 Hilbert 空间 (Z , C, 上 正常 算 子 ， 

证 H Uñ = V,UZU, 可 以 得 到 p = UBUn 与 F, 可 交换 ， 
FV? = UxU 与 4 可 交换 ,从 而 (e) 22 CT) 分 别 约 化 VA, 
U,. 

EH Uy = U,UAV, 又 可 得 到 Vop 一 CropF = U,V,Vip, 因 
fü Po 一 UWV, 成 立 ， 即 此 时 满足 推论 2.12 的 条 人 性。 所 以 推论 
2.12 结论 成 并 ,由 于 与 Pp 可 交换 ,所 以 由 (2.67) 式 所 定 出 的 算 
子 5 是 正常 算 子 .。 WB. 

推论 2.15 dE Kpeiin SN 上 丁 算 子 避 满足 UVa = V,V, 
(或 (P,UP )"' —P UP,, Joh P, E IT XE H, LEŽ) HLE 
dép eRT K, Ei KV = VIK. BD. 
(2.63) 所 定义 的 La 必 是 U, UO 的 公共 的 慨 大 半 负 不 变 子 空间 ， 
并 且 推论 2.12 的 结论 成 立 ， 

证 RER f(x) 一 x， 易 知 由 本 推论 假设 可 得 到 (2.56), 
(2.602). 其 余 的 部 分 是 显然 的 ， 证 毕 ， 

推论 2.16 设 吕 是 Kpeia 空间 并 上 丁 算 子 ， 如 果 存 在 Do, 
lell 上 有 并 Borel np Wü AR g, Ei Vileo = gle, ÆA 
P_UP. 5 P UP 相似 (这 里 Pr RE H EH, 上 的 投影 )。 那 末 , 对 
5 e 可 交换 的 委 共 轿 的 西 算 子 必 ,由 (2.63) MERA La EU, 
7 一 的 公 息 的 航 大 半 负 不 变 子 空间 ,并 且 推 论 2.12 结论 成 立 . 

证 根据 假设 ,存在 (H_,— (:,:)) 30 GL, C, 的 
PST, 使 得 

. WV, + USU.) = UF(I + USUR)NW. — (2.75) 
由 此 ,对 任何 *t ofr (o), 有 
lel? — WVU + VUn) al = [UFU + U4UZ)iw sl 
= FI + e$ VI zl? + Parot W xl 
> Par, x! + [Parot xp = | z]? xt. 
TJA, x€.47(o) 的 充 要 条 件 是 P.av W x = 0. XXE, 
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Ll 
wy SEV.) (7 oy Co) 
S£(V,)4 O W, Co) 
Mi E (2.75) 等 价 于 下 列 方 程 组 
W V,CI + Pl ro = UFV + PVE Lus, (2.27) 


(2.76) 


WV,| z y = UIW |». (2.78) 
另 一 方面 ,根据 极 分 解 的 唯一 性 ,从 (2.75) 容易 得 到 
WV- UfW,. B] UWV = W , (2.79) 


显然 ,将 (2.79) 限制 在 .Atp) 上 , 便 得 到 (2.78); 将 (2.79) RA 
(2.72)。 便 得 到 
W(I + LI = VT PVE | co 
Haee, (or(o)*, —(o,-)) 上 酉 算 子 VIW ( 即 V#W,) 5 
(I+ o) (从 而 与 p) TR, 5 A186 53 g( e) 可 交换 , 令 
K, = Viw,’ 
这 样 
(人 o 
|: 0 Wi 
ROS Vi| oot = glo), 所 以 Vil vost Ee Cnr(o)* , — (5, 
上 正常 算 子 ,而 且 Ai k 访 的 不 变 子 空间 ,从 而 .Jr(p) + É 
EHE Ve XEWBS ESSEN A. (2.79) 后 ,就 得 到 
UVF, == Vo, Ú,W ,V, = Wi, (2.80) 
AEE U,V, = Ut, 并 且 Co) Efe Eee 可 交 痪 的 E jk 
MAARATA KV 一 VK. 根据 定理 2.11， 吻 知 本 推论 
成 立 , 并 且 (2.63) 中 4, 可 以 取 为 Widi, HR A; b V, 可 交换 即 
可 .证 毕 ， 
338 2.17. 设 在 正则 分 解 H = HOH, F, ET 
y- ("€ 十 ED) vU ) H_ 
i U*Un UH + UURY H. ° 
U, 一 Vw ERD SURE fE in rB] a C, 上 有 界 Borel 1y 
RIG, E 


W 一 ), K, = VEW. 


UV = Vaira), 
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jtH PUP E (H.,— (:, -)) 上 正常 算 子 (P_ 是 有 在 五 -上 
JW), WEU, U 必 具 有 如 下 形式 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空 
HE La: 


A 


RV) (Vir °) N(e) (2.81) 


TRVA 0 4⁄2 SN? 
其 中 y 是 与 PUP 可 交换 的 压缩 算 子 。 并 且 是 方程 (2.57] 的 
WE TU A 是 满足 UA = d; 的 任 -- 压 缩 算 子 . 
进一步 ,如 果 对 (2.81) 中 的 . 7, BEFEL GO, 一 ( ,-)) 
Xj CXV), C, 00 的 部 分 保 距 算 子 Wu, (8 
WoV [Ct + p+ ofC V). sz] = UTW,, (2.82) 
那 末 必 存 在 如 下 形式 的 如 ,U7! 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 
4 208 (Ver 9) Co) 
SVO UNE, Ay Jo) 
其 中 Xu WAB, MER NWD b Utete 
fV.) 可 交换 的 任 一 满足 
lez xl + umet = xx € H_) 
的 算 子 ， THI Ar 是 满足 UAF, e A, 并 使 (2.83) BÉ A pO TE AE 
算 子 的 算 子 (例如 4, = 0 总 是 满足 的 )、 
证 和 根据 引 理 29, L, 2 U, UC 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空 
间 的 充 要 条 件 是 .or = VEU,A, = Pavo Ud 适合 方程 组 
(2.57)—(2.60). 
如 果 下 面 考 察 的 是 .az 5 VU 可 交换 的 情况 (因为 P_UP_ 
是 正常 的 ,这 等 价 于 .ez 5S PUP = V,(1 十 pp 六 可 交换 ), 那 未 ， 
(2.57) 与 (2.59) 就 变 成 同一 个 方程 , 它 等 价 于 
ag bur Ug APO VEI-IOOVf-0 (# (e) E), 
(2.84) 
a Vi HV) er GE Ale) F). (2.85) 
显然 ， 取 ole — 0, (1.85) 就 被 满足 ， 因此， 只 须 解 
(2.84). BUF (V VE ZE Cr(o)^, 一 (7)) 上 是 西 算 子 ,因此 
易 知 (2.84) 必 有 、 并 且 是 唯一 地 有 满足 lll «c1 n8, 这 个 解 
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(2.83) 


一 一 .一 -一 — 1. u — -— Z 


可 以 表示 成 Pi, p 的 函数 

将 所 得 的 解 sr、 代入 (2.58), {2.60), HE B Lust = 0, 
再 利用 .ez , e, V. 等 徙 此 可 交换 。 易 知 方程 (2.58), (2.60) 等 价 
于 

EV. Uf (28, = 881,41. (2.86) 
显然 , 必 存 在 压缩 算 子 m, (例如 取 Æ = 0) 适合 (2.86). SIE 
IER 3E] 4455: 0, M 4; = Pard | eo = UEB, GER, 
AVY BHE U., 2913128 2.9 的 O) AA 22, 适合 (2.86), 所 
以 d 就 适合 UAF, = di 

这 样 ,由 (2.81) 所 定 的 La 是 U , 5 的 公共 的 棚 大 半 负 不 变 
TE. 

进一步 。 如 果 对 (2.84) 中 解 出 的 ez, XRZRTEBSDOHREE EET 
W,, 使 得 (2.82) 成 立 ; 那 来 ,由 于 UT , VEG + o5 + ofC Dez] 
都 是 正常 算 子 ,根据 附录 8 的 推论 3 和 定理 5 便 得 到 : SAW), 
ROW) 分 别 约 化 VIEU + PYE + ferl UE, 并且 Vi 
[(I + 905 + oiCV ur vt R (CAIRN, — (:, 0 上 
HAF. EAA ,sr EE (257), (2.59) 的 解 , 易 知 在 H_ 上 下 式 成 
立 

V.[(I + ə')š pr) MO + 95$ oa VIVE = I, 
(2.87) 
BD VIG 4 PE eV). Z], LU ot — or VJV# RH 
xé& BRE [CI + 90$ — eir VIVE 也 是 (UFO), — o, 99) 
LERT, TE, A (2.82) 得 到 

U,W, = WU + o5 — o. sr VIVE, 

Br Eum (2.82) Ed, fel (UO): — (5, 0) 上 有 界线 
VENCT- En 5S ASON ES VALGL + 255 + eK Dr 
可 交换 ， 那 末 ， 当 取 B= Blr) = W B PE, AREA 
(2.88), (2.60), 

为 了 保证 (2.83) 所 定 出 的 4 的 压缩 性 ， 首 先 要 适当 选择 B, 
E ler xl? + dame < ele Ho) 成 立 ,然后 适当 选择 A, 
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fida YS T. UE. 

下 面 给 出 某 些 重要 推论 ， 

推论 2.18 设 Kpeim FEI F gg YET U HARÉ 

(P,UP )* = P. UP,, 

那 末 下 列 命 题 成 立 ， 

(D ET 0 一 x (Y, — VEG + o755 E CU6(o)*, Ee, 
.)) EBÓxSERCT., 

(ñ) S E, E48] ER OQ # [—1, 1] PLE (一 oo, co)— 


[一 1, 1] ERE TF ZSIRI, XL U, U7* 必 存 在 形 如 《2.81) 的 公共 的 极 
太 半 负 不 变 子 空间 ,其 中 


—i INS m Vae e» 
F 


3 — (Ea + eas E, E) (2.88) 


= i[- P Vr] coo) + (= "y 
2: 2: 


x U + e) 一 r] (EE E) — (2.89) 


在 E, E" X" SAER Q RJ MS Sus, 2509 RR UE [lar [| < 1, 
而 d; 是 满 是 UAV, = A, 的 任何 压缩 算 子 . 

(i) 如 果 存 在 《Bi, OCD BE (Fo, (+, 0) 的 保 
BAF W., BE (2.82) 在 E, 上 成 立 , 并 且 ONU co, oo) 一 
[—1,1D 与 { 土 1} 有 正 工 离 d, BER U, U 必 有 形 如 (2.83) 的 
公共 的 极 大 半 人 负 不 变 子 空间 。 此 时 , (2.83) H Zs A, 可 以 都 是 
FERF. 

证 由 假设 FeV? = (UfV.)^, irBpjg 

Feb? = 2, VeVi — UV VUF, (2.90) 
BI P.UP., P UP, 分 别 是 (H., — (*, ")), (H,, (*, D Er 
常 算 子 。 利 用 P 与 PF 可 交换 (从 而 4()t A4CVO D EBORE, 


pV Vo Vp = VEU, 


a 209 = 


由 此 ;立即 得 到 tx 一 VQUT, HD UV; 一 VU. 成 立 。 REM 
2.17 中 的 f(z) 一 z， 并 注意 到 (2.88)。(2.89) 所 表达 的 .er 是 
(2.57), (2.59) 的 解 。 剩 下 只 要 利用 定理 2.17 的 结论 就 可 得 到 本 
推论 的 GD 和 Gi). 

现在 证 明 (ii). H (2.88) 可知 ，.er XE E, 上 是 (E, — (5, 
-)) 上 丁 算 子 ， 显 然 ,为 了 保证 4 的 压缩 性 ,在 (2.83) 中 ,必须 有 

Bale, = 0, 
ËH sg. 可 仅仅 视 为 E; 到 AV 的 算 子 . 
根据 (2.89), 在 E, E, 

PET + ot pV DR] = ViG o? ocn 


= V, + LA (I + P +i (== "y (I + p) zr 
2f 
<a er + ô} + š L - (Zr 


x U+ 2. 


BI V.[CI + e)? + oV). oz 1E (4, — (5, 2) Egg SET. 由 
假设 ,存在 We 使 (2.82) 成 立 。 当 取 Æ — W.B CB 是 任何 与 
VG 二 Pi 十 pj(V,) er] 可 交换 的 有 界线 性 算 子 )， 才 ,就 适 
& (2.58), (2.60). 
最 后 再 证 明 必 能 适当 选取 A, 4, 使 得 (2.83) 所 定 出 的 4 
是 (H_,— O, -)) € CH,, C, DO HERAT, 
事实 上 ,因为 occ) 由 (( 一 %, 0) — [— 1, 1D 与 { 土 1} 的 
PER d > 0, 而 在 (Ei, 一 (*,')) 上 
l. Z| = 1gl — 1g — t| Ciol + 102z1|517 5, 
从 而 
H 
Bp. EE B E E, 上 与 VIU + 62$ + oV a] 可 交换 ， 
D ITI SANT TE) CITY, 
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3H 


IB| <— S— 1, 
1 + 2d 


而 取 4; 满足 Uid Vi = dis ita 


ZARS i 


的 任何 线性 算 子 , 则 由 (2.83) PTE ERJ A SHET a E Ei, tE E;, 
€ (o), UB 
Gn nd »MP = se s + laor | 
+ |U Bn hy | 
= [aP + ||. xs md] maxi + Loy T 
TOZ2RQUESE.S,diy) 


3 1 , , , 
= [xnl + LEG lel + 2Cls8 xal + atv 

a 1 TRE REN à 
=< ll, |P + ra [xil + "up al? + iyl 


= lla + = + y, 
即 L: 是 航天 半 负 的 ， 证 毕 . 
Eit 2.19 设 Kpeim 空间 口上 西 算 子 卫 满足 
(P,UP. )* = P. UP., 


EB (E (I + ey rot) N U e, ©) — [~ 1, 11) 


与 { 土 1} 有 正 工 离 。 那 末 , U 必 基 具 有 标准 分 解 的 , 且 存 在 标准 分 
ME H -—NOLZ + Z*) DP, 其 中 

Z —dix, VFV Z x} lre P), 

Z* = {{— ar VIU, y)|y € UFV.. E), 
N = {{x', VVar px € Exi, dx)" € N 
P = (l. FV EUY, Y)» € UEV, sog Ei) 

BUAT”, YH E (V, 

ABE, E, 分别 是 
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— pt 
p= 5 (I + o 
i 


在 【一 1, 11, (— TÒ y oo) 一 [一 1, 1] 上 的 谱 子 空间 . 而 en as 
oxi Eo 分 别 在 E, E, LRS (2.88)9,(2.89)), Al < 1, 
在 这 个 标准 分 解 下 , U 一 15, Un, Up, C, D, T), 其 中 


Pt [p (ZF G + 5], 


PEYE u yq ai | uel 


S = 


U, = 


Vil o 


ži 


v |+ ve v# + oi(( =) 


x aola A 


"o 
Ut lav 
Cam D-—0, T = 0, 

HEA e(U) 一 al) Ua(S* ) Us(U S) Ua( Up). 

证 事实 上 ,在 本 推论 的 恨 设 下 ,根据 推论 2.18 的 Gu) 知道 ， 
必 有 形 如 (2.83) 的 极 大 半 仙 子 空间 L, ER U, U 都 不 变 RU. 
FIRE g — 0, AL] < 1， 那 就 得 到 本 推论 中 所 给 出 的 标准 分 
解 。 余 下 的 可 妨 推 论 2.12 的 计算 (当然 比 推论 2.12 倩 况 要 复杂 得 
多 ,但 没有 本 质 困难 ) 来 直接 证 明 本 推论 结论 ,这 里 从 略 。 


$3 压缩 算 子 
设 工 是 Hilbert 空间 (Hh. Lv, 0h) EERE, P. R. 
Halmos 证 明 ， 了 了 必 可 膨胀 成 西 算 子 , 即 存 在 Hilbert 空间 (H, 
[*, 10 以 及 Hilbert 空间 (Ho 全 本, [ts "bB 110 上 上 西 算 子 


1) 为 确定 超 砚 ;把 (2.88) 了 “十 ?时 的 算 子 作为 fi 
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U, 使 得 
T = PU s, (3.1) 
Eh pP E pOH, 在 Ho 上 投影 。 后 来 B. Sz-Nagy 推广 上 述 结果 
RAFTAAR 
T? 一 PU*|&, 5 —0,1,2, «7, (3.2) 
显然 ， 从 (3.2) 还 可 以 得 到 T'* = PU "la(s = 1,2,:--). 
这 通常 分 别称 为 压缩 算 于 的 Halmo 意义 和 Nagy BUFER. 
了 胀 ， 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空 间 上 的 还 缩 
WT AERE E |, 
I. Fa 8 C330 IE FUE E 568 y > 
定义 3.1 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 【0,(〔-，.)) 上 线性 
算 子 , 如果 下 式 成 立 
(0 (Tr, Tx) & (x, x), x € (T), (3.3) 
BRET (O, C°) FERET. 
Hilbert ZH LERRET 48 E E IB (H. C, -)). 上 压缩 算 
子 确 实 可 能 是 无 界 的 (即使 它 的 定义 域 是 全 空间 ). 
定义 3.2 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 M, C, ERE 
闭 压缩 算 子 , 如 时 存在 正则 分 解 们 一旦 .BH, HCA), 
3t R. 


H—TH OG(TH.)* 
成 立 , 那 末 称 工 是 正则 压缩 算 子 。 
事实 上 :定义 3.2 的 分 解 H = TH OQTH y 中 的 
TH. = TH, 
这 是 因为 H.C£(T), (Ts, Tx) < (x, x), FA TH_ CA 
的 闭 线 性 子 空间 , ESL E 
TH = TH. 
EUESUTERCRREEIERUR TRAGEN DURO T 
上 述 要 求 ( 即 H. 22 CTY)UiEW]A AE. ME, PS HEERS 
子 的 连续 性 方面 的 结 昌 ， 
定理 31 如 果 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (q, (+, D EE 
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ERRET IRR T d EE RHI, H Boe] nik — Pb SE fap Se s [RISE S 
RJiEHUHE 38 P T. 

证 根据 假设 ,有 正则 分 解 H — HOOH., KCAT) W 

得 

H = TH_DB(TH_Y.., (3.4) 
ESI H = HOGH., H = TH QTHY 所 产生 的 内 积 、 范 数 
分 别 表示 为 Ese lE ts llt H. 

4 Ta = T|g Ti = Prag Tinu,, Ti = PruiT|u,, 显然 ， 
我 们 只 要 证 明 它 们 都 是 47 DS DE U t. lo 的 连续 映射 
就 可 以 了 ， 下 面 分 三 步 来 证 明 这 一 点 。 

(1) BUS UT, zh > hellere HO. 所 以 Ts- 是 HBH. 到 T. 
HyXUM. (HE. Tu! 是 有 界 的 ,根据 逆 算 子 定理 ， 了 hn_ ROBA 
的 . 

(2) WE TT 是 无 界 的 、 那 末 存 在 点 列 iy. rH, = (T), 
使 得 lys] — OCs 一 oo), (E [Tyl = 1, 291,2, +n 

我 们 不 妨 认 为 


lim [Ta Ty —= = > 0 


《否则 选取 一 个 子 点 列 ) , 令 
Hà — — Tg Tay, + y, (n = 1,2, eG 


显然 
lim(z,, Zn) = lim[ (TH Tiva, TR Ty.) T (yas PI 
= — ø, (3.5) 
lm ( Tz,, Tz,) = lim(Tay,, Ta) 2 0, (3.6) 


WE T EE REY S BCACECPIE,. Bu 以 五 在 H, 2 (T) 上 有 
5. 

(3) 如 果 T, ETE B, SbckdgufBXE D.C H rn m (T), 
ly ll = l, s= l, 2, tte; 但 ll Tayal,— oon — oo), KAF 
(25, EM zn = 一 Tat Ty, + Yaka kas l, 2, Tt 9s 仍然 可 仿 TR , 
Ta A T, WA REREH (Cs, sw) 是 有 界 数列 。 另 一 方面 ,又 有 
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(54, 2,) Ze (Tz,, Tz,) = (Ts, Ty.) = [Tyli 9, 
这 和 (xa, 2.01 EARRA. M, Ti 也 在 HiN T) 
IA RA. 

M (0), (2), (3) 可知: 了 在 2T) 上 连续 ， 因 而 可 唯一 地 
延 拓 成 定义 在 全 空间 的 连续 的 压 纺 算 子 。 显然 ， 延 拓 后 的 算 子 仍 
RE iE WIFE SR. 

AERE, 2 Ta E UE 88 3E-T- S RE EHE se SCOE 2 Z8 |R] 
Ry. 

2. 正则 压缩 算 子 的 一 般 形式 ” 先 给 一 个 引 理 ， 

引 理 3.2 设 工 是 Hilbert Zxid (H,[*, -D 上 有 界线 性 算 
Td. E*, E'* £pg I T*T, I — TT* 的 正 负 谱 子 空 间 . 
& E,— (I — T*T), EL — (1 —TT*), WE 

Gi) xHERIÉE A :—1 的 某 个 环境 中 有 界 的 Borel 可 测 子 数 
KO. A 


TĦ —TT*)— (I — T*T)T*, 
TIO — T*T) = jU — TT*)T. (3.7) 
(ü) T*E,— E, TE, = ES; T*E'5CE*, TESCE'*, 
证 (i) £E$25|78 2.4 vp fo 22401 — z), 立即 得 (3.7) 
的 第 二 式 ， 再 用 了 WESS 2.4 中 的 了， 就 又 得 第 一 式 ， 
Gi) MFA 
T*(I —TT*) = (1 — T*T)T* . 
立即 可 得 T*E,CE;, FZ, 对 任何 z€ EQ = AU — T*T)), 
立即 有 = T*Ts, Mafj U — TT*)Tz — D, BH Tzs€ EL, 这 
样 ,就 得 到 z€ T*E, Jim T*E, = E, 
同样 ,还 可 以 证 有 明 TE, = E, 
令 所 电 是 (一 2 ,1] 的 特征 函数 ,从 【3.7) 有 
T*x(1 — TT*) = X(1 — T*T)T*, (3.8) 
MCX€ ET 时 ,由 上 式 可 知 , 0 = X(T 一 T*T)T*z, Bn T* € E+, 
这 样 就 得 到 T*E CE, SBOEIWIWEB] T*E' C E-. 
HT 了， 就 得 到 TE*^CE'*, Wt, 
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为 叙述 方便 ,我 们 引入 如 下 记号 . 设 
Ii HOH,, H — HBH, 
是 两 个 正则 分 解 , 如 果 Tuo T. T, 是 三 个 有 界线 性 算 子 , UH 
DÈ Tu: H> Hui Tu H, — HL; T H, — Hi, WREE 
[RIS D 上 线性 算 子 


r=] 


Tuy , EHE 
T, + T,, fE H, E 
显然 也 是 有 界 的 ， 我 们 常 表 示 工 为 {Tas To Ts}, 并 用 V R SCR 
Tu, 的 极 分 解 ， 

引 理 3.3. 在 正则 分 解 A= HOH, H= HOH, 下 ,有 界 
REKET T = {Tu Ts T} UOI, (6,2) 上 压缩 算 子 的 充 
E ERE 

G) F> I, 

(i) XPEERI y € H,, 

ig — ID v*T,y[slG + TEPT, — TIDY 
此 处 了 是 Hilbert 空间 (Hi, — (5, -)) 在 闭 子 空间 HO (V) 
上 的 投影 ， 

证 必要 性 如果 工 是 压缩 的 , BE (i) 是 显然 的 。 下 面 证 
HH Ci) 成 立 ， 

显然 ,了 为 压 逢 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 ++ € H., 

-一 [7 Ta — Dc, z-] — [Tg x, Tix] 
一 [Tirs Tg x] 一 [TFT,x,, x4] 

=< [CI — TÍiTOx,, x+], (3.9) 
bI 1. E. T EUR ER IE BI AY E 

H = H (H,, J= H OH’. 
所 产生 的 内 积 ( 术 应 的 范 数 分 别 记 为 人， 中 人 

先 证 明 AE(V*T))Ca((m — I) 5), i 
™ 


RII 
R =Í dE, 


是 谱 分 解 , 令 P, 是 (H_, C.) EFRA VCR — D) 上 
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的 投影 {可 能 P, = 0), 如 泉 有 z, Š H,, 使 得 PQV* Tan, = 0, 
那 末 固定 r, W x_ = aP V*Ti, Co RER), MOG.9) HS 
— 2Rea[ P,V* Tax, , VTi] — [TT Tos. z+] 

= UG 一 TfIÍTi)., r+]. (3.10) 
因为 Ti. T; 是 有 界 的 , o 是 任意 的 复数 ,显然 【3.10) 不 能 成 立 , 由 
此 可 知 ， 对 任何 x+EB+，PiF*Tx+ 一 0。 即 
V*T,H,C.AA GR — D, 
An SU x,€H,, 使 得 VT 6 ((R — I) 3), BIGE AE E 
ES & > 0。 便 得 


IRJ} 
人 一 aE > Mit [TT GAD 


此 处 y, 一 V*Tsa., fo 一 [7 一 了 了 7)x+yxz+]。 另 一 方面 , 如 记 
I(x,, x-) = —[(R — I) , x ]— [Rx., V*Tax,] 
一 [V* Tuis, Rx] — [TT z+, x+], 
根据 (3.9), RUÉ 
SUP Tss x) < Mo (3.12) 


E, a Hu y. = (Enri 一 E), XI = 一 RR 一 Iy'», 时 ， 
由 (3.11) 就 得 到 
I(x,, — R(R2— 1) y) = | RCR: — IY Èy 
— [TTi x,1 > MX. (3.13) 
显然 , US (3.12) FE. Ak VTH Cz ((R — 1)78), 
再 证 明 Gi); 因为 VETIH.C m (U? — 175), 所 以 对 任何 
ta € H,, RHE 
IQ, z.) = — (R — Dx + ROR — IYEN T ll 
+ [CR — DVT s — D[TEPT x, x] 
= [0U — TTT)xi,x.]. (3.14) 
但 是 , (R* 一 1)5H EEH WHERE Tus[i] R(CRI— 1)-8V* T.H, 
中 稻 密 的 ,所 以 由 (3.14) 可 知 。(i 成 立 ， 
充分 性 ”如 果 G) Gi) 成 立 , 那 末 (3.14) 便 成 立 ， 从 而 (3.9) 
成 立 , 即 T= {Ta T, Ti] 是 压缩 算 子 。 IE, 
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下 面 证明 压 缩 算 子 的 正则 性 不 依赖 于 正则 分 解 H 一 HOH 
定理 3.4 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 上 正则 于 久 算 子 。 那 
末 , 对 任何 正则 分 解 H—HRDH, Wah I= THETH, 
证 显然 ,我 们 具 须 证 明 THU 是 级 大 负 的 ,并 且 有 分 解 
H = TH qr H-, 
根据 正则 下 弟 算 子 的 定义 ,存在 正则 分 解 H — H GH., 使 
得 H — TH_O(TH_ Y 成 半 ， 因 而 ;对 于 正则 分 解 
H= H OH, 


以 及 
H = TH (D(TH ), T = {Ty_, Ta T>) 

GEP Ta :HO— THO; Tn H, — TH; Tai H, — (TH )*), 

又 显然 存在 【五 -一 (人 *)) A GL, 6, 20 的 压缩 算 子 
4, nal = = < 1 (a ER). 使 得 H' = La. 这样， 

TH = T(Íx, 4Ax]|x€H ) 
= ((Tg.x + TAx, T,Axz |z € Hj, 
这 星 {*-，x+]j 和 (x2. 0.) 一 样 , 不 过 是 对 正则 分 解 
H = TH O(TH): 

而 言 的 ,向 量 <" + z, 的 另 一 种 表示 方式 . 

WEH THL 是 极 大 负 的 ,并 且 A = TH OUTE I 成 立 。 mm 
然 等 分 于 证 明 下 面 CO, (Gi) R. 

G) AT B— Ta + T,4 E (H_, — (5, -) 到 (TH_, 
— C, *)) HRH, 

(Gi) [7,4 B^| « 1, 

因为 对 任何 EH, x0, BE íz, Ar) 是 负 的 ,根据 工 
的 压缩 性 ， Ta. + T.A 必 是 单 射 ， 又 根据 工 的 正则 压缩 性 ， 
' Ta_H_ = TH., 
并 且 视 Ta 是 (H_, — (5, *)) SI (TH_, — (6, )) 的 算 子 
时 ， 


[Ta l| > 1, 
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所 以 ,对 年 何 zc H_, E 
ITa T Ax] = [RVT Ar = [RAO — DECR 
一 IY 5V*T,.Az|| < CR — DEVIT, Ax, (3.15) 
Ita L GG RERE Ta 一 VR 中 的 VQR. 根据 引 理 3.3 
的 Gi), Fh (3.15) 得 到 
{TE TAr] < IG + TfPT,— TITO Ax] < Arl 
RU TETA] mal. Bf, B = Tay oc TRTA) 便 是 
日 _ 到 TH. 的 双 射 , 即 G) 成 立 ， 
根据 工 的 正则 压缩 性 ,对 任何 > € H, 
lBxli-— ITAR = dz] [Ax 
rh |) °: | REGERE ELIT = TH OCOCTH 所 产生 的 范 数 。 因 
此 ,对 任何 ?E TH_, 
ixl — TA B 'ylli By — AB YIP 


= [( 一 A* 4)$BO yf. (3.16) 
因为 [4] ecd, MUAREN Y (不 妨 设 v < 1), 使 得 
IO — A*A TY] 2 vlr ll. (347) 


由 (3.16), (3.17) 立即 得 到 
lr,427 y] < (1 — 7», 
BO Gi) 成立 ， 
由 于 闭 线 性 子 空间 TH 一 TL) HAUTE DU SE 
IH = TH OQTH)- 
的 图 象 表示 是 Lra {{7, TAB yY|yeTH_ Y, 由 G), (ë) 
"Al, TH E-SCK 44893: B Sk A-7800, DA IER 
H = TH.OG(TH Y., 
由 引 理 3.3 和 定理 2.4 可 立即 得 如 下 的 推论 . 
推论 35 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (H, (3. 0) EEN 
压 纳 算 子 , 那 末 在 任何 正则 分 解 D 一 HOH F TERR 


TH. Tuo T N HL 
( jn. (Bi T = Ua. Ti, Ti), 


T= 
(H.) V O T, 
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We T, 一 VR RARO RH 

G) R'z l1, Ve 是 (H_, — (+, ')) £8 (TH_, — C6, 0) 
HEAT. 

(ü) 对 任何 ye H,, 

Ge 一 Iy 5v*Ts[ < |G — TITO]. 

C(HRO6 T Æ E WF HRS. PTASIE 3.3 9. Gi) rn P 25 3). 

推论 3.6 i T RSS GEEDEUER] GT, (5.0) 上 正则 
KERT. 在 正则 分 解 一 HOOGHOB. T = {Ty_, T, Ta, 
ME, SOT K = (R1— I) 5V*TQ(I — T*T,) à E. Hilbert 空间 
(GI — TfT)H.,(*,-2)34 Hilbert 空间 ((R2—1)H_, — (- ,:)) 
HERET. 

推论 3.5, 3.6 是 显然 的 ,证 明 从 略 ， 

下 面 给 出 一 个 非 正 则 的 有 界 压 缩 算 子 ， 

例 3.1 i H= H_.QH., H, =P, 假设 {ei} (i 一 一 1， 
—2,-:-), {aG — 0, 1, 2, -) 分 别 是 (H , — (5, 0), 
(Heo (+, ')) ABARCA ZR HATENE (ei G = 0, 
+I, +2, .小 下 的 左 移 算 子 ;Te = eal 一 0, +1, +2,-:-). 
显然 ;了 是 中 上 有 界 的 压 驯 算 子 ,但 TH_ 就 不 是 极 天 负 子 空间 ， 
所 以 了 不 可 能 是 正则 压 第 的 ， 

3. 1E RU ER £g 9 Et [k jk 

定义 33 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 UC, LERE 
+, OO) — H. (Ha D, -1)6 = 1,2) 是 两 个 Hilbert 空间 ， 
如 果 己 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 UDH, C, 20D, 10 到 完备 
的 不 定 度 规 空间 IPH» Ct, 29D, Jd) 上 的 丁 算 子 , 使 得 

T= PUl|,, 
此 处 了 是 MDH, 在 种 上 的 投影 。 那 末 , 称 (U, H, Hj E T ËJ 
Hatmos 意义 下 的 焉 膨胀 ， 如 时 H = Ha, [:, a nm [*, "l; 3t 
H . 


T" = PU?*|4,5 = 0, 1, 2, ***, 
那 未 称 (U, H, H.) 是 工 的 Nagy 意义 下 的 西 膨胀 。 


2128 3.7. 设 T 是 完备 的 不 定 度 规 空间 UI, (:,-)) 上 的 线 
HET, Z2(T) = H. FIREREN. 
(i) 如 果 了 是 压缩 【或 正则 压缩 ) 算 子 ， 那 林 对 任何 (H, 
(5,2). EBEÁT U,UT 仍 是 压缩 (或 正则 压缩 ) 算 子 . 
(ii) 如 果 在 正则 分 解 H — HOCH, 下 ,正则 于 缠 算 子 
T= {Tus Ti Ti, 
BELEE h, C,- 上 西 算 子 0, 使 得 
a) UTH_ = H; 
b) WE (U, H, Hj) ETR Hamo #4 THURE RE 
(U'U, H,, Hj) b D T BJ Halmo #£ X, FHB BEBE , 1 gk 
U' 一 Dl, 
c) mH (U, H,, H) E UT ff Halmos WX THAENE, D 
X (UTU, H, Hj) 也 是 工 的 Halmo 意义 下 的 西 膨胀. 
引 理 3.7 是 显而易见 的 ,证 明 从 赂 ， 
5[9 3.7 表明 ， 要 找 出 (如, (.,-)) 上 正则 压 绒 算 子 工 的 一 
切 酉 脱 胀 ， 等 价 于 只 要 考虑 具有 下 到 性 质 的 正则 压缩 算 子 工 的 一 
JEER TEESE H 一 H.H, TH =H. 下 面 给 出 
正则 压缩 算 子 工 的 Halmo 意义 下 的 一 切 西 膨胀 的 形式 ， 
定理 3.8 BEENS H= HDH, FEBRDEHOEET 
T = (Tu To T4), 
并 满足 TH =H.. 令 Ta 一 TR 是 极 分 解 , 那 末了 工 必 有 Halmos 
ELFER JALER (U, Eh, H) 的 一 般 形式 是 


H fi Tg. T, Y H. 
U = H. O T: Q 一 ro H, , 
H, UR — Pš x Z H, 
X —U,(R— 1) RVT, + VU — K*K)5(1 — TET), 
Y = — T,T*(1 一 TT yU + V(R! DEC — K*K)5YVE, 


Z = — [U,RK + VI — K*K)31]T*Uf 
+ [URU — KK*)š — V.K*]VE + W. 
HEWA Hilbert 空间 H,, R, ATAZA: 


H, = A(UDAUJBURQ)60)), 
H AUS me EU Q SV y, 
此 处 K--(m—1rivtnu- TITO 是 (U-— TITÓOH. 
CDE CR — DH, — (: , DERAT, mUo Us, V5, 
V,, WRERERH. 
U,(R(RI— D, — 6, D> CEU, C. BS 
U,: (GT TIT), (5, 0) (RVD), DL. 12; 
VaI KRU — TET), C, -) 
—* (Y., [*, E 


VaCAEQIL— KK»Q? — 08, — 6, 2 
—> (EF), Es, * 15 
W:CGA(UDOGG,)', Ka .].) 
— (RUDDA J) [: , * 1. 

XE 将 所 要 求 出 的 已 表示 成 3 x 3 年 阵 ， 

H [Tg T, A\ H 
5 0 T, a . 

H, Ñ A, 4, Al H, 
显然 , 算 子 口 己 福 足 方 程 T = PUjn Ruh pit (HGOH, L:,-] 
Oln” lA Æ H EUER. MA, 剩 下 的 只 是 问 避 是 否 可 以 在 适 
当选 取 有 界 算 子 As An 4. AAMAR, TECRA UPH, 
C, V)” d) 8A OH, 的 西 算 于 ， 显 
然 ， 品 为 西 算 子 的 充 要 条 件 是 UU? 一 lren UYU = Tnen,， 即 

(i) T Ta_— AfA = la 

GY — Ta TE + T,TË + AA? = — lg 

Gi) 一 TIT, + TTT, + APA, = In, 

GY T,Tf + A43 = Ini 

(Hi) — AtA, + ATA, + AFA, = In, 

GHY — AAT + AAT + A Až = Ius 

(iv) T T,— AfA = 0, 

Gv TT + AAF = 0; 
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(v) TÉ 4, 一 AA, = Å, 
(v) — Tu AT + TA + ALT = 5; 
(vi) — T* A4, + TEA, + A14, — 0, 
(viY Tid? + A,ÀY = 0, 
下 面 就 是 要 分 许多 步 解 出 适合 OD, (G)'—(vi)' 的 所 
有 可 能 的 解 。 为 了 方便 ,我 们 将 省 去 I 的 下 标 (在 有 可 能 引起 混 湛 
时 ,再 将 相应 于 某 个 空间 上 的 单位 算 子 附 上 相应 下 标 ), ! 
a) HE G. A Ta 一 VR SEA, PrI 3E HV E 
(H_,—(-, °*)) 上 西 算 子 ,由 G 可 得 
A, — U,( 2: — IE, (3.18) 
此 处 U, E CE — I), — C. 0) RI CEU), Dato HER 
+. 
b) 解 (vy)， 根 据 (3.18) 方程 Gv) 化 成 
RV*T,-— (R* — IPU}, = 0, 
利用 SV*TOCA(QR — I) 3) ( 见 引 理 3.2 的 证 明 ), 我 们 得 
到 
R(R! — 1yXv*T, + Ut 4 一 0. 
因此 , 4, 的 一 般 形式 是 
A, = A + A, SECAS) CF QUT), SECAT) CF QUT), 
» = U,R( R — 1) 5v*T (345) 
5 E] ie 
因为 K, = (R — D 5V*T, 是 有 界线 性 算 子 ( 见 引 理 3.3 或 推论 
3.5), 所 以 AS RA REB ,JEELAS" = KI'RUT. f 
e) Ré (G5), 因为 ACD 与 RUA K Oh. D, -10 中 
两 个 直 交 的 线性 子 空间 ,所 以 414. — AA + AA, 但 是 
TT = TI!VV*T, = K IK = AA — KTK,, 
因此 Gi) 化 成 下 列 方程 
4j*4; = (1 — THT) — KK,, 
这 样 ,根据 推论 (3.6), 对 任何 =€ H,, EU 
As = UE — K*k)30 — TFT zl, 
wR Ei FE CE —K*K)U — TITO), C.) 到 


CEUD, Do - 10 HAAT Y, 使 得 
A VQ — K*K)5(1 — TTE, (V) or (Ut), (320) 

4) GY., 类似 于 a), Af — Ui(L— T,TY)À, 此 处 局 是 
CRU — TTE), C, -) 886 CRUD, C, - 10 89983, 

e) RE GvY. BUR x€ CAT) (GB (I — TTF) = 0), HË 
AKOG—TIT)TIx 一 0。 因此 ,根据 推论 3.5 的 (ü), 有 

(R — I EP*T, Tx = 0, x € CAT), 
注意 到 了 是 酉 算 子 ,由 上 式 得 到 , 对 任何 
x€ (AP), T,TIx = 0, 

X, Civ) 可 以 被 AF 除 ,所 以 有 
4, = Ai WBA) = ET) — SE(U,)X CH), 


DUD QU GCCH), (3.21) 
A= — TTE — TTO hus, 
根据 引 理 3.2, 
A= — T, — TIT) 3TTUT = DETEY, 


此 钼 Ki = V*T,(1 — TITY}, K, 是 有 界 的 。 从 而 4,7858. 
D EGY. EDS «(AD LeAD, 所 以 
AAT — AlA + A 
KAU TITOCOFUO*T,)), SE(V*T,)C (R — rt), 


3 HBOV'nLnO-—TInYt E (A0 — TIT. C,- 到 

(SR — 1), — (0,0) FPE RET, Em (I 一 TIT) T*V 

CEARRETA CAR —1), C6, 0 8] (2U TIT), 

C. 7). 再 注意 到 V*T,| oryry 00 (W333 0 (D, Bh 
5 


T,Tf = VV*T,TIVV* = VK,KTV* — VK,T!T,KTV*. 
BUT 
B(A — AAF) = SEU), 
JE R 
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DU) = RUI 一 T,TT)O ZX(T,KT)," 
Brel 
AAT = VEQTFUTU,T,KIV* = VETT T,KtV*. 
这 样 ,方程 GY 化 成 
VER,KfÍV* + AA — V R! DV, 
很 据 推 论 2.5, 2.6, 上面 方 程 是 可 解 的 ,并 且 有 如 下 解 ， 
per [retn = 0, APV |an = Vu — KK*)8 (R: — r$, 
RUA) = RACOR). 


(3.22) 
此 处 V. 是 CAU — KKA R — DY), —(0, 0) 到 
CEU, [5, 1) 的 丁 算 子 . 
g) WE CO, 根据 a), (v) 化 成 
一 RV*A + (R: — 1)5U14, = 0; 
BHA (3.21), 3.22), EAER 
— R[— K TIU? + (R: — DIU — KK*)kV F] 
+ (R: — 1)8UT A, — 0, 
显然 ,上 面 方程 中 可以 在 左边 还 去 因子 〈 产 一 1)t, 得 到 
RKTÍU* 一 R(I 一 KK*)iV* + Ut A, = 0, 
Bn. EERTE HEA MWF. 
A= A+ Al, AL U,R( R — D AV A C URI - 
| — KK*)ivt — KT*US]), (323) 
S AS) = N UD, SIT) CIF QUT) H = RUD). 
à) 解 (vi)'。 应 用 已 经 部 分 被 解 出 的 A, PEL SE BAS 4s MAF 
的 表达 式 到 方程 《vi'。 它 被 化 成 
TA + KFRU?) + U — T,TE)EUT GAS 


m 


1) 因为 Ke VATO 一 TITY? 是 有 界 的 MAREA EU — Ty” 3, 
YEH, (Q -TIY h, Ty) pT, GQ — TIT, y) G, 
Kfy) ED TEVy € DCE- TIT) D), 并 EE G TIT, y I Ttvy = KIY, E 
18319 3.2, Ta = TU — TIT) TIV = G — T.TEY TTV, Bill, 

gG TY) STD. 
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m ————— ra mess, ora M RA ces 


4-OATVOR— I) *RUEF) = 0. 
根据 。?， 引 理 3.2 以 及 SECTQAU)CÓAA(G — TT), LE 
叉 被 化 成 
TI 一 K*KYšVE + UAY = 0, 
由 此 ,可 解 得 4 的 一 般 形 式 是 
"i = 45 + di, Ah = — VO — K*K)TIUS, 
AX) = RU), CAS) = 9 (0). 
i) 解 (Y. MRAZ, AT. A AR 全 已 得 的 表达 式 代 人 
(vy, 我 们 得 到 
一 VRCR* — TSUs + TTV R(E — 17) 5)U? 
+ AF) + ACATV RO? — D 3Uf + 43) 
m Ü; 
利用 —Ta4Th + TTY + AAt = — ln. 得 到 
T,Tf + A, = V(R: — DV*, 


(3.24) 


RÀ. Ex REST 
TA + A A — 0, 
它 等 价 于 下 面 的 方程 
CAST? + AAV = 0, (3.25) 
代入 用 和 AT ORAA. ST 
VAT 一 K*K)3(I — TEFT))YTEV + A U,TKTV*V 
' HPU — KKR — D) = 0. (3.26) 


由 于 (AR) = AUD, #2(V,) CS (U;)1, BiU (3.26), 
得 到 

V4I— K*K)M(1-— TITQÁT!V + V1 — K*K)ÓTTT,K* 

o0 4 AMV, — KR*)EQR! — 1)š — 0, 
Bp 

[V (I 一 K*K)SK* + ALVU — KK*)13] (9 — D? = 0, 
(3.27) 
利用 《 一 K*K)K* = KHI — KK”), 
Qi) = RI — KKR — D), 
+ 816 
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y) = St(1— K*K)(I — TIT), 
BALEIEIS £ITMEUE XX RT. 
e = diy + Abs Ain = — VK*V?*, 
EE AM) = (VA), E CAO) = ROV. 
D WE Cui), MA 43, 41, A. 4s 的 表达 式 到 方程 (说 )】， Gi) 
就 化 成 下 列 两 个 方程 . 
— UR — DU! + UR — IJ 5T$ T,Tf T4 (R: — PD UP 
-+ UR — P) kTE Ad¥Th (CR? — 1) US + AAF + aant 
= ETAT ( 3.29) 
AZA + BAF + AAN eM m Eau, (3.30) 
THE (D, PH (3.397 等 价 于 
AAF -+ ALAP — Q (HE AAS + AAT — 0), (3.31) 
用 6, ATARI ETE fA E HRS s, BI 
U,R(RP) — 1y 3V*T,MI* + U,R(R? — Py Áy* A, A98 
ER ACG) 成 立 ， 上 式 也 将 自动 成 立 ， 再 利用 (3. m d. 
(3.30) 就 化 成 
z (i 4143" +. AT m Lact. E (332) 
由 于 PI 与 DAD VIR £P ARX) 是 H, 中 相互 直 交 的 线 
性 子 空 间 , 所 以 方程 (3.32) 化 成 
VV + AYA = Pagi. 
所 以 4 路 必 是 (¿£(URt)S.y(V.), bolo 到 Clr) 
ORJ [*, `) BB T. 
£) MN (vi). AA 
V*4A, = — V*T.(1 — Tf Tj) OT UY + (RF 
— Da — kkK*yive, 
所 以 d (V*4)) c S (O9 — 175, 并 且 
TEA, = TFVV*A, = T'V(R — DHR 
一 I(R! — I) iy*A, 
一 K'RUU(R — I) 5RV* A, 


| (3.28) 
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— KI( R — ry lv*4, 


= AA! — KF(R! — 1) V* A, (3.33) 
55 — iu, 
T?A, + A*A} = T* A, + A%[—U (I — K*K TIU" 
— V,K*Vf + dis). (3. 34) 


根据 (3.33), (3.34) 以 及 有 关 算 子 定义 域 的 直 交 性 ， Cvi) 化 成 下 
JG gd. 


AYA = 0, (3.35) 
T*A,— A2%V.(1 — K*K)3TQU? — KfKTTU* — 0, (3.36) 
一 ATV,K*Vft + Kš(I —KK*)VrfI—0, ` (3.37) 


根据 VY, 是 S(—K*K)ig-— TTD) big T. En 
(3.36) 自然 成 立 。 EERE Vir, 也 是 AZV 上 单位 算 子 ， 
EX (3.377 亦 自 然 成 立 。 这 样 ， 我 们 仅 需 解 方程 (3.35)。 根据 
(3.35), 有 l 
CA EDT ` 5o (348) 
P) WR Gñ), WE Ao An A ARKAA (Qu), HBAS 
REG) 分 别 限 制 在 AUD) 和 SE(U,)^, 于 是 Gi) 化 成 两 个 方 
程式 ;然后 ,对 每 个 方程 式 接 值 域 是 否 蚊 于 AAT), RUDS 
RRADHE. K, Gu) 被 化 成 四 个 方程 ， 但 有 一 对 是 豆 宰 类 元 
的 ,所 以 实际 上 得 到 如 下 三 个 方程 。 
[aas AV(R — DAR — D 4 — Ak, 


— AIT AS = 0, (3.39). 
— AT VCR — Ly h( gi — r)-ly* 4, f 
— (Aiu + Aw)" Ak — 0, (3.40) 
(ap ~ AIFV(OR! — DIR — Dv 
— (A + Awt Al + A) = 0. (3.41) 


容易 直接 验证 ，(3.39)。(3.40) 自动 地 成 立 , ARAR (3.41). 
由 于 
lavo — 4I VCR) — Iy im 一 D yta? — Ayata 一 0, 


— Afi (3.41) 化 成 
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Laut egi, 一 A 一 Ail 一 AWAY 0, (3:42) 


ME Ab 一 —V,K* VE, Aes = 0, UL AU ARS = 0CUL(3.28), 
(3.35)), 因此 (3.42) 等 价 于 
laiatitesv o ee orti . (343) 


因为 AŠ. CERET CI). 因此 ， Aw 是 (ACAP 
SÆ), [:*, *h) 8 CA'(QUDDON(GQ(O S3. D. 3) WART, 

XH, se XE BL WERL IH Ais d, EN d, 的 形式 以 及 空间 H,, 
H, WJ p WE kE iOH (W 一 Ax. SECAF) = S2(U,)). 

反之 ,如果 所 给 出 的 Ao Aa ttt A REEERE, HA 
按 定理 所 作 的 器 必 是 西 算 子 ， SER ET t Halmos 3& V FAE 
lk, EF. 

定义 3.4 Vi T RESE Shu sP Ho B) FE ACT, 

f £ (T) = 
(U, Hi, H,) R T BJ Hamo WN TOARRE. Tud IPO GL, 
[.. DG 1, 2) BIEX pri £& BE P 23 LG = 2, 21, .使 得 
U 基 上 , 到 并 的 丁 算 子 ， 那 末 称 【〈D， Hi, H3) E T PR JN EE 
, WERUBUPNES BERERONE SE, E SE BE 3.8 立即 得 下 列 推论 ， 

jit 3.9 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (H, (3r) 上 正则 
压缩 算 子 , 那 末 了 工 必 有 Hilmo X BÉJERECHE, mA THERE 
Hes demi SET, Ban (UI, Hi?, Hf) (i = 1, 2) ET RS 
两 个 极 小 西 陪 胀 , 如 果 用 [*,*]】 ARENDE DI — HOOH. 所 
FERRAR, HPG = 1，23 了 一 1，2) 上 内 积分 别 为 [., T? 
(—1,2;:;— 1, 2);, 那 末 必 有 (GIL. IP E CHP, E. 19) 
HART WA 1,2), HES 

U, = HW +'U,W,. (3.44) 

证 按 定理 3.8, 对 于 满足 了 一 已 EER, (U, 

H,, Hj) ATER EEEE RERE — 0, BH 
= SK (USOS), H, = AUNDE.. 
fat 89— VENE IAS N AA, PUT 9 8 BE UE ACE. AE r >< 
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# (3.44). 
对 于 一 般 的 正则 压缩 算 子 ， 利 用 引 理 3.7, 4 AU E V EX. 
v. THE, 
下 面 讨 论 正则 压 第 算 子 在 Nagy EX FARE. 为 方便 起 
及 ,我 们 将 局 写成 2 x 2 矩阵 的 形式 ， 
H /T BH E 
U = H, " A, a B, = O B, = (Ais E» 
”定理 3.18 Vir RC T TEENS EI = HOH, 下， 
T = {Tas Ts T. &U f (Ti, 6, 上 任何 满足 
ÜTH_ — H 
WAST., WME THE Nagy wX FHER RKO- RERE 
U= (5. 4) B,— Do (y B, = (ån AD). (345) 
此 处 Arstt ts As 如 定理 3.8, 但 是 按 正 则 压缩 算 子 音 亲 所 给 出 的 ， 
FHE H, = H, D HERR FEA, 


- [e w'* CRY) OIRBA 


eie caeso 16 [t WRT) 


2-1 
QC )))9H8, TEE (4.46) 
EW, H Ep. 
证 PRHE CFG P E (men, C, 00D. 1) dE TH 
上 的 投影 } 1 
T? = PU’ jg 
等 价 于 
BB, = 0, (4.47) 
83 | 


D AFW EA 3.8. 
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ULM = (A) = (A) =H, AQ — HA), 
BLA) = H4,28£( 44), H2 5€ ( 4;) (i mu 3, £, 5), 
UZTE (H, (:, -)) 上 的 西 算 子 , 易 知 方程 C4.47) 等 价 于 
AA mm A 0, dud, — did, = ü. 
这 样 ,就 得 到 ZV), ZV), ZU) 以 及 AUW) 等 彼此 相 
互 直 交 , 即 
H, - [S£ (U,)«p2 (V) JKOL SE (U,) Qe (V. DBH. 
类 似 地 ,方程 
T? = PŪ*|a 
等 价 于 BFB {= 0, Es 这 又 等 价 二 ER WA = 0, i= 1, 2, 
1 一 4,5. WREN, W Si TEX, 
= [S (U,)GsS2(V, A | 


= [4 (U,) 9 JDP RUND; 
W H 
GIU (UB Gh]. 
Maie 我 们 有 AWA = 0, i= 1,2; j= 4,5; n — 2, 
. 这 样 就 得 到 


H, = -nosacore|h warn )eso»)| er 
w | 


temo )e[pwiccoeso,: | 
w p — 
GIA CU GAUGE, 
如 果 和 再 考虑 到 方程 (LWA) = 0, i= 1,21 = 4, 5; 
+ 一 2， 3, -…， 则 不 难得 到 本 定理 的 结论 ， 证 内 
我 们 再 引入 如 下 定义 . 
定义 、 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7, (-, -)) EBE 
F, QT)- H. 和 如果 (U, H, H) 是 了 的 Nagy 意义 下 的 本 
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ERE HARET H, 的 闭 线性 子 空谷 是 的 约 化 子 空间 ， 那 末 称 
(U, H, H) 是 极 小 的 【Nagy 3 CD) ERE. 

类 似 于 推论 3.9, 定理 3.10 有 如 下 推论 。 

推论 3.11 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 U, C, D) 上 正则 
EENRNCTS.SDAET UA Nagy WAAR METH Nagy 意义 
BU] EE 2 bk HC P e. 

证 REELI, CXUEASRCIYGAW Nagy 意义 的 西联 Fe. 
从 一 般 形 式 可 知 , 当 (4.46) 中 H — (0) 时 ,定理 3.10 所 得 的 西 脱 
HERE Nagy 意义 的 极 小 西联 了 胀 ， 由 此 易 知 ,它们 外 此 是 西 等 价 的 . 

4. 具有 西风 胀 的 压缩 算 子 ”在 第 三 小 节 中 我 们 指出 ， 正 则 压 
缩 算 子 必 有 酉 脱 腾 ,而 且 给 出 了 一 切 西 膨胀 的 形式 .。 本 池 中 我 们 
smua RS VS EBE BD Eq K THEE, dü B AFE SSK T 
MS 33 TE E RUE ARR. 

定理 3.12 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (I, C, D 上 有 
界线 性 算 子 ,下 列 命 是 彼此 等 价 . 

G) T GERE SR ACT, 

GD 了 了 具有 Hamos $ X RAEE. 

GD T 是 正则 压缩 算 子 。 | 

证 由 定理 3.8 和 推论 3.9 可 知 ， G) 必 可 推出 (i)， 

.反之 ,如 果 命 题 (ü) 成 立 , 即 工 有 Hama WHARE (U, 
H, Hj PÆRE <€ H, HUP (Ha [*, 1) 是 Hilbert 2 
间 , 所 以 有 

(Tx, Tx) = (PUx, PUx) < (Un, Ux) = (x,x, 

因此 工 是 压缩 算 子 . 下面 证 明 工 还 是 正则 压缩 算 子 ， 

事实 上 ,因为 NOH, = HOOH) REMAR, 因此 

ADH, = UH_DU(HDH), 

并 且 也 是 正则 分 解 ,因而 UH_ 是 极 大 负 的 闭 线性 子 空间 ， 因而 


l 这 里 (- s.) m (- DBE’ - L. 
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存在 (Go — O,- A Gl OH, C, 6l, -1) EAT 
A, (A) = H., |4l = 1, W UH. = La. & Pr, Pa, E 
HDH: 分 别 在 H., H, 上 投影 ,显然 ,有 
A= AL diy A, = PLA, A, = BA, 
因为 ADLA), 所 以 
maxCl 4, 1, Fs) < Mtl = 1, (3.48) 
M. (3.48) 以 及 下 列 等 式 
TH. = PUH_ = PL, = ((x., PAz=_Y]z € H} 
= ((x, Aux jjs- € H.), 
立即 可 知 THO 是 极 大 负 , 闭 线性 子 空间 ， 并 且 是 刀 的 完备 子 空 
疗 。 从 而 工 是 正则 压缩 算 子 . 
这 样 ,就 证 明了 G) 与 GO 的 等 价 性 ， 
显然 ， 对 有 界线 性 算 子 ， FE (U, H, Hj), 使 得 
T = PU| rz è 
成 立 的 充 讲 条 件 是 : 
T* = PUt|py, 
BB (U, M,, Hj) 25 TAY (Halmo 意义 的 ) — P3 
(Uf, Hi, HO) E Tt Bj (Halmo REDARE. I 
而 G) 与 () 的 等 价 性 已 被 证 朋 ， 由 此 可 知 G) S Gü) 起 是 
等 价 的 ， 证 毕 。 
5. Hy 空间 上 还 编 算 和 隆 ”这 一 小 节 中 ,我 们 要 指出 J7x 空间 上 
人 性 司 称 定 的 压缩 算 子 必 是 正则 压缩 和 的 ， 从 而 本 节 中 第 一 到 第 四 小 
节 有 关 正 则 压缩 算 子 的 结果 对 于 [7x 上 扑 缩 算 子 (定义 在 全 H, 
上 ) 成 立 . 
定理 X13 ” 设 了 是 FTx EFF W T, XU 那 未 立 必 是 正则 肘 
缩 算 子 。 从 而 定义 在 全 Me 上 的 压 绢 算 子 有 下 列 性 质 . 
(i) 工 必 是 有 界 的 ， 
Gi) 工具 有 Halmo WAA Nagy XOCT RUE, GB — 
切 极 小 西联 账 彼 此 证 等 价 ， 
” GD T' 必 是 压缩 算 子 ， 
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Ab RA DT 一 Pr， 所 以 在 ZO) 中 必 会 有 天 维 负 的 
子 空间 让。 由 了 于 对 任何 se N. 
(Tn, Tn) s (n, n), 
Br, TN 也 是 Me 的 K HUE Z= El, ATDA E 
Hy = TN@D( TN), 
这 就 是 说 ,了 是 Hk LiEWUHESHCT. 
PHEA 3.1, 推论 3.9, fib 3.11， 定 理 3.12 立即 得 到 本 定 
理 中 的 CO, Gi), Cii), IEP, 


$4 ME E TE EET 


LEERT “Hilbert 空间 上 亚 正 常 算 子 己 作 了 较 多 的 
研究 ，、 并 且 相 当 广 泛 地 杷 亚 正 常 算 子 的 许多 基本 结果 推广 到 半 亚 
正常 算 子 的 情况 ( 详 见 本 书 第 一 册 )。 然 而 ,不 定 度 规 空 全 上 亚 正 
常 自 子 ”还 完全 是 空白 区 ， 本 节 中 仅 给 出 这 方面 航 初 步 的 结果 . 

定义 和 1 设 吃 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (T, C, D 上 有 界线 
EET. mE €, 当 Ox 2c 0 BJ, (Qr, x) 0, MH 
称 人 为 卫 上 正 算 子 ; 设 u, o EELK ARARAT, S 

. Q = i(ur — 79), : 
TTE 0 RHET =€ H, (Or, 222 0, 或 人 是正 算 子 , HO 
相应 地 称 T uti 是 正 带 算 子 。 亚 正常 算 子 , 强 亚 正 常 算 子 ; 


MRTE N 上 有 界线 性 算 子 ,地 《7 + 了 ?7 是 正 算 子 , 那 末 称 了 


FERAT. 
20 RÉ.DIEEARTAMEILEGISUECT. 如果 工 是 六 上 ( 强 ) 
亚 正常 算 子 , 那 末 对 任何 复数 1，7 一 +1 也 是 H 上 ( 强 ) 亚 正常 算 
+. 

I 空间 上 亚 正常 算 子 和 Hilbert 空间 上 亚 正 常 算 子 的 定义 完 
全 类 羽 , 但 实质 上 是 有 本 质 区 别 的 。 例 如 ,有 限 维 Hilbert 空间 中 ， 
不 存在 非 正常 的 亚 正常 算 子 ,然而 在 有 限 维 不 定 度 规 空间 上 ,存在 


* 324 


非 正 常 的 亚 正常 算 子 。 
@ 41 设 末 ,是 两 维 空间 , e, e+ RA ERR, H 
—í(e.,e.)—10— (e, e, (e, e4) = 0, 
在 基 (e.c. FRA 


0 I1 0 i 
“i 0): “一 人 ,) 
是 H, ERIT Fi khu T, fu H. 
一 2 0 
| | ius — o = ( 0 >) | | 
RE r, biEBET.HUE To-—4crdedéH Wut AT. BIBT 
uv e vH, 
所 以 工 不 是 H, 上 正常 算 子 《而 且 记 不 是 H, DEMENS 
生 的 Hilbert 空间 上 的 正常 血 子 ). : 
2. 不 变 子 空间 
定理 41 设 T 了 mw 十 jv 是 Kpeñu ADT ERD A 
ERAT. EE EINE TEM a 和 自然 数 + ,使 得 
(au — al)yx--0, 
WE Qx = 0(9 = (wv — vu); 如 果 记 
Dulu) — {x| le — el yr = 0], 
那 末 e@,.(s)C 0D, (u), BD Dor(w) 是 u, o AER dE RTL. 
fa, ”限制 在 Oole) 上 是 可 交换 的 ， 
证 对 任何 S> 0, BF f 
e Sup ein. p m a Í eI Qe" dr, + -> C41) 
PRAES x € I7, E I 
(e yes" — rjr, x) = — N (Qer, ey} dt = 0; (4.2) 
设 H = HEH, 是 一 个 正则 分 解 ， 由 它 产 生 的 内 积 。 范 数 记 为 
Esthi- d. 4 J = P. — P,P, IL # H, 上 投影 由 (4.2) 得 


到 Hilbert s [E] (#H,[-, -]) ERF Je "vc" REA Hu 
TW 


. 325 = 


supll/ e Is yen < || Jell, 
将 £709. FR or UREIRGMOROT , ISa 


(gerens, eem) = 5) >: E 


n=0 m-ü nie! 


X(Q (u — al)"x, (u — al)*x), 
(4.3) 
利用 


(oo or， estan, d = r (Qe, e" "x)dt < c, 
LI . 


X] (4.3) 逐 项 积分 ,就 得 到 

(Ola — aly^x,(u — al)" !x) = 0, 
mom, Q(u — of) 0, Mfr (4.3) 右边 和 式 中 最 高 
次 项 为 7 一 2, 重复 上 述 讨 论 ， , 则 得 到 
f Ols — al Yr = 0, j= r — 2, t, 0. 
再 利用 ， 


(u — al Yv — olu — aly = > (4 — al)" Oflu — aly "7, 


: (4. D 
n rE Dalu), rz € Bl). 

因为 Ox 一 0 (=€ Pala), 所 以 w, + 限制 在 DuO 上 是 
可 交换 的 。 证 毕 . 

. 推论 4.2 设 T 了 一 # 十 iv 是 Kpeiin 空间 上 上 耗 散 的 强 亚 正 
常 算 子 。 如 果 e(U)C(— co, oo), JE B. 的 根子 空间 金 体 张 成 
的 闭 线性 子 空间 是 I7, WE Q 一 0， 即 工 是 号 上 正常 的 。 

由 此 可 知 ,在 有 限 维 不 定 度 规 空间 中 ,不 存在 实 部 仅 具 有 实 谱 
的 非 正 常 的 强 亚 正 常 算 子 ， 

.十 面 将 利用 定理 4.1 给 出 IT 空间 上 交换 自 共 固 算 子 族 d 
Z33609 K A 3: P KE 32x fede SER NET. 

推论 43 设 {dat A) 是 Be 上 一 —" 
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Sf. 如 果 对 任何 a, B€ A, Qu = (A.A — AA.) BE — Qus 
是 Fe 上 正 算 子 , 那 末 Glo € AY 必 有 公共 的 下 维 半 负 不 变 子 空 
w. 

证 本 推论 可 以 仿 交 换 情 况 证 明 。 BARRARE t 
出 它 的 直接 证 明 . 

尾 取 非 零 算 子 4。。， 它 有 一 个 KK 维 半 负 不 变 子 空间 s, 
Aura, 的 特征 信 为 如 ，--…，4。， 相 应 的 根子 空间 Da (A...) 
G= 1, 2, e, n) HETI, 0,04) = MOZDA. 显然 ， 


Dl dim( NDZ) = K. 
了 mt 
由 于 O14.) 中 向 量 的 最 高 阶 数 是 大限 的 ， 根 据 定理 4.1， 
P(A) 是 一 切 48 的 不 变 于 空间 、 因 此 ,只 要 证 明 {4。la& A) 在 
D(A) 中 有 公共 的 dim(N; 0 Zy). 维 半 负 不 变 子 空间 即 可 ， 
由 于 Palaa) 对 一 切 A, 都 不 变 , 所 以 
Zi = By AI ND CAS) 
也 是 一 切 A, 的 不 变 子 空间 。 由 于 Z; 是 零 性 的 ,所 以 
(Quer , z) = Ole € Z3), 
M Q.; 正 性 的 假设 ,只 有 2s|z; 一 0， 即 一 切 4, E Z; E Te nr >= 
换 的 . | 
在 分 解 DL UL 一 NADPIOZ; 下 ,每 个 Ay 可 表示 成 
Ag => {Ses 4j, FB € A), 
其 中 S, = Aslz;» Aa 一 Pujerjd s| jor; Fy = Pz, 4 s|wjorj; 这 
里 Pug, Po, 是 在 分 解 01,04.) 一 NIOPIOZ, 在 NOP, 
Zi 上 的 投影 。 类 似 地 ，9ws 一 (0, Qug, Failo 根据 假设 ， 易 知 
(Aus) — Aida) = Ou, (4.5) 
3t H. Qai 是 NDP; LIE T. ins U4,|8€ A) 在 x Sis 
E NDP; 上 有 公共 的 dimNi 维 半 负 不 变 子 空间 Tai HEX 
F DZ 便 是 (4,18€ A). 公共 的 dim(NHQZ;). 维 半 负 不 变 子 
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空间 了 , 

重 揽 上 述 过 程 , 不 难 知 道 可 不 妨 假 设 一 切 A,.(e € A) E mr 上 
都 只 有 一 个 单 点 谱 Aa) 一 a), JF B. TIk 一 0,04) CIE HI 
空间 是 4 的 根子 空间 )。 在 这 个 假设 下 ,由 定理 4.1 可 知 , {4o} 2 
是 可 交换 的 . 因此 ,它们 存在 公共 的 玉 维 半 负 不 变 子 空间 ， uem, 

3. 谱 分 割 

定理 44 设 了 一 “十 加 是 好 kx 空间 上 亚 正常 算 子 ， C(u) 
ETRE). 的 广义 临界 点 全 体 。 如 果实 数 a€ rla) — CC»), 
那 末 必 存在 实数 8, 使 得 a + sp € e( T). 

证 设 (EL) E s # [Tx 空间 上 的 谱系 , 任 取 开 区 间 A, 使 得 
«€ A, ANC) = 在 空间 ELis 上 考察 算 子 

T, = EAT Meng; pa Evan. : 

HA, T. — ú + ie. 是 Hilbert 空间 (Esk, C, +)) EWE 
RAT. 4A Hilbert 空间 上 亚 正常 算 子 的 性 质 不 准 得 到 本 定理 
的 结论 。 证 毕 ， 

XX 42 V T =s iv, s,” Bop&MUCg BE i (TI, 
C, D 上 两 个 有 界 自 共 轿 算 子 ，9 一 (uv — v), XX 

I] -—H OH, 
是 正则 分 解 ,由 它 产生 的 内 积 、 范 数 分 别 为 1"、，*'], 上 .小 ， 如 果 存 
在 常数 M > 0， 使 得 
IOT —iD eM, i€ (T), (4.6) 

WERT HEM ERR. 

@42 WI =P, HEt 

2 = (ai, ttg Ens s), Y, ot Yas EP, 
取 刀 上 度 规 为 | 


(w, y) = — xy, + > ri. 
"EE 


TEST T im F 
: t T. x= E PERRE ss n, x, 9) 
显然 ， 


Tt: Cat crate oO Er (C mem nn Xay tt). 
B (rTfr— TTtyx = (— s, 25, 0,0,---), KATEN 
上 下 正常 算 子 。 下面 验证 它 满足 M 压缩 条 件 . 
ULP ou Hardy SEH, AF TRETA ECT T, 
(Ff) = afle), FG) € EP. 
BUS el) = {alal e 1, 所 以 当 [2| 工时， 


Qr 一 多 一 二 二 一 KG. 


由 直接 计算 可 知 ， 
IIT — FENA — FD = NUS (fen 


HK, 
pit 
pie xp rep, 

(T'T — TT*)(31 — TY = (7-3. LED (z 


+A), o, 0, +), | 


因此 [THT — TTO — T) 'z|| < 3l|z || 对 4€ p(T) 成 立 ， 
即 工 具有 3- 压 缩 人 性 质 。 ' 

EAAS UT T EEBSME SIENDO, METEK 
算 子 , 那 末 工 必 是 N LERET. | 

证 对 Banech 空间 X 上 和 任何 两 个 算 了 4, B, 如 果 存 在 常数 
M > 0, 对 一 HJ 2 € pA), 

[B(4 —A1) ll < M. (0 (4.7) 

Xin z(4) 只 有 有 限 个 极限 点 ,由 (4.7) TARER T- AH B 
数 B(4 — AP) 的 孤立 非常 点 ， 再 利用 解析 水 数 的 Liouville 定 
理 , 必 可 推出 B 一 0,. 特别, X-— HT, A= T, B — Q 时 , 利 
用 了 是 紧 算 子 的 假设 ,立即 得 到 了 是 厂 上 正常 算 子 ,证 内 . 

定理 4.6 Z T = uiv EN BN EREM EARE 
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正常 算 子 , 并 且 z(a), olv) 仅 具 有 实 谱 , 那 未 对 任何 
à= x + BEET), 
必然 有 atolu), Ea). 
证 “显然 ,可 不 妨 设 1 是 T) 的 边界 Əc(T) 上 的 点 。 
(D ik ESTN) 4 Bu(T) 是 相应 的 特征 子 空 
间 。 由 于 存在 4,€ (T), 使 得 limi, 一 2, 所 以 ,对 z€ Bu(T)， 
由 对 压缩 条 件 可 以 得 到 19xlja — 2172 < M ell 从 而 Qr = 0. 
RERE TBu(T)C@Bn(T)， 即 Bu(T) Æ u, o 的 公共 的 不 变 
子 空间 ,并 且 z, z 在 Ou(T) 上 是 可 交换 的 ， 
W Pal) = N, DZ OR., 如 果 dim NZ.) = 0, E AU 
u,v 在 Bu(T) 上 必 有 公共 特征 向 量 *， 因 而 * 也 是 了 的 特征 向 
BL. BER, ala), olr) 是 实 的 , 则 易 知 只 有 
(u —a)<x= 0, (z — 0)= = 0, 
wE dim(N,QZ,)—, PTER YE Hilbert 空间 (P, 
土 的 亚 正常 算 子 ,根据 已 知 的 结果 也 有 ac o(a), 8 € olv). 
QD)  1€0e(T) 一 or(T)。 由 于 BLT) 中 点 必 是 T 的 近 
似 谱 点 ,所 以 存在 (ys M= 1,9 1,2, -, 
HT — ADI] — O(n — eo), 
由 于 Eoy(T)， 所 以 (fa) 中 不 存在 收 化 的 子 序列 。 然 而 从 
| ICT — XD. || — (n — eo) 


得 到 ` 
Cu — eI)(f, — f»). Ce — el), — fm) ) 
Go — 817), — 0, tv — BTC — £2) 
+ (Of — fa), Ga — Fs)) > 0 (n, m — co), (4.8) 
即 
IP. Ge oT HFa — fa P + |P,(s — 810, — 5? 
+ CQf, — f), (f, — f4)) — IIP-Cu — otf, 
— P) — P-E — BIC, — 1,3? — 0 
(n,m— o0). (49) 
因为 P 是 有 限 秩 算 子 , 所 以 可 从 A) 中 抽出 子 序列 ， 不 妨 设 为 
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本 身 ,使 得 
[PCs — a1), — f. MP + EP Co — 81). 
— fal? — 0(z, m — co). 

由 于 (L) 是 没有 基本 子 序列 的 ， 所 以 存在 某 信 8 > 0, 和 一 个 
子 序列 dfar MÉ — fall > EER 1. 2, 2. 将 (4， ») 中 
ff) FUERO) RE, EA ee olu), SEa), TR, 

显然 有 二 列 推论 。 

推论 47 ik Teuti R Ile EXIEMAET, 7o), en) 
[E WE 

(i) HHEH A — a + iE OI(T) 一 or(T)， 必 存在 一 列 1, 
fall 1, n—1,2,-:-:, #E f € ELI, 使 得 一 co 时 ， 

(s — aD, — 0, (ç — 81), 0, (T — Df, — ü, (4.10) 
IE (EL) JE = dE Hk 上 的 谱系 ,入 是 全 有 < 的 开 区 间 。 

(i) 如果 了 还 满足 对 压缩 条 件 , 那 未 对 尾 何 

L€o(T), £ = = + i, . 

必 存 在 一 列 {fe}, lii = 1, fn E Esli, n = 1,2, tt, 使 C410) 
ge M. 

REREH A. 6 证 明 中 的 UA TERTIAM 35 it 
Pr. EE., - 

注意 定理 4.5 中 关于 u), c(s) Fc 3KC3 38 0940 Re oK BB 
m. . 
@J43 te EH. LARRET, 1 + 1€o0,(0, GER s 不 
再 有 其 它 非 实 的 特征 值 ， 又 候 设 3f0(0), Onal) 是 ”相应 于 
1 十 的 特征 子 空间 ， 令 T = r + t. RË, T R: Hk 上 正常 算 
子 , 并 且 Sao) ET, 9, ç 相应 于 一 1] + 3:, 2š, 1 + í JEE 
子 空间 ， 易 知 一 1 Šo(2) (GM EE 土 ; 是 5 的 谱 )， 根据 假设 
有 3&e(»)., 
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第 五 章 ， 不 定 度 规 空间 理论 的 某 些 应 用 


Hilbert 空间 及 其 上 的 算 子 理论 在 分 桥 数学 的 各 个 分 支 以 及 
在 随机 过 程控 制 论 ,数学 物理 ,近代 物理 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 ， 
这 已 是 人 们 熟知 的 。 显然, 凡是 出 现 非 正定 双 线 性 Hermite 泛 函 或 
它 的 变形 (如 条 件 正 定 函 数 )。 并 以 此 作为 主要 研究 对 每 或 出 发 点 
的 地 方 ,从 头 则 上 讲 ; 那 里 就 有 可 能 需要 不 定 度 规 空 间 及 其 上 的 算 
于 理论 。 相 对 论 中 的 “时 - 空 ” 就 古典 型 的 不 定 度 规 空间 ， 上 反映 “ 观 
Jk EU ”的 变更 的 数学 形式 一 一 ( 齐 次 ) Lorentz 群 实质 上 就 是 “时 - 
空 "这 个 不 定 座 规 空 疗 上 的 酉 算 子 全 体 、 当 然 ， 由 于 “时 - 空 ”是 有 
限 维 (空间 三 维 , 时 间 一 维 , 计 亚 维 ) 的 ， 所 以 它 不 是 泛 浮 分 析 的 兴 
趣 所 在 ,至 于 对 无 限 维 的 不 定 度 规 空间 的 研究 ， 从 历史 本 身 来 说 ， 
宫 也 不 是 出 于 单纯 数学 上 的 定 度 珊 向 不 定 认 规 的 形式 推广 ， 其 至 
也 不 是 直接 夫 某 个 数学 问题 研究 的 需要 而 提出 的 .正如 引言 中 由 
提 到 的 , 最初 是 丰 理 论 物 理学 家 Dirac 因 量 子 理论 研究 的 需要 而 
提出 的 ;数学 家 Dosrpsrme 也 是 从 力 学 问题 的 研究 需要 而 在 数学 
上 首 尘 进行 研究 的 . 可 网 不 定 度 规 空 兽 更 论 是 有 着 广泛 而 深厚 的 
基础 的 ， 近 代 许 多 物理 学 家 、 数 学 物理 学 家 对 它 都 感到 兴趣 就 不 
EXAT. 不定 度 规 空间 理论 最 已 获得 一 些 很 有 价值 的 应 用 ， 但 
这 仅仅 是 个 开始 ， 本 章 中 将 仅 限 乎 介绍 作者 所 作 的 某 些 应 用 。 — 


$1 与 不 定 度 规 有 关 的 散射 理论 


LEk FEGAR G.C. Wick 提出 用 不 定 度 规 来 消除 屋子 
场 论 中 发 散 困 礁 的 一 种 理论 ， 在 本 节 中 主要 是 给 李 -Wick 的 理论 
以 严格 的 数学 论证 ,并 给 出 散射 算 子 的 形式 ， 

2. 散射 算 子 的 表达 式 和 它 的 么 正 性 
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LOT. M. Lal 


WO (R, [ae D 是 Hipert SW, H, EH BN S PP ERE TZ 
HHH H = H.QH,, POPEK H, 上 上 的 投影 ,规定 
1 = P, — P., 
(z, y) = [Jx, yl, x, y € H. (1.1) 
XEHE (H, (,:) EBK H” 一 H), 并且 
WH) = CIPCH)O HL) C2 (HD 0 HL), 
in 
H, = P,HP,, H. = p Hp., T = p.Hp,, 
TA HFHH, C, -)) BRW, BEA B, 分别 是 《sf ，， 
D (或 (Hs; [° , D) EBSEBESET JEE 
u= (Tn). an 
B. ME H ZIE Ga, bs D o bBIBT.TDE 
(WH,,[-,- DAC ,0-, ]) 的 稠 定 闲 算 子 , 且 AMD), 
PIDPH), WEH?) 所 定义 的 算 子 是 (HBH, ,*)) 上 
HERRAT. 
CEITUSME CENE 3- 
A(1)— 4L—H.--T(UL—H,)rt5, (1.3) 
称 算 子 值 解析 函数 AC) 为 日 的 特征 函数 . 
下 面 用 特征 滑 数 玫 达 昌 航 预 解 式 ， 设 iCo(H, ) 而且 à(A)7* 
在 ,这 时 从 (41 一 H)y = x 可 得 


fe Prem t (1.4) 
D*y. + (1 — By nut (1.5) 


其 中 x= r. dx. y= yot yles, ya € H,, ya € ZHE), 
并 且 有 

p -lI—HUs,— (1 —H,)"T*y , — (L6) 

y- = BAY x + RONTTI — H r, (1.7) 


D 显然 ;此 式 中 出 现 的 两 个 单位 算 子 /分别 是 在 Hu, A 空间 的 . 
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从 而 


(11 —H,) [I — P*AC(A Y" TCI 
— H,)"Ix, — TAA) x] 


(一 6 一人 | - 


LES 


[ia Tà&Q)'r(ar — B.) x 


(1.8) 

由 于 HH 是 作为 总 Hamilton Ern BET Yo ERRIA 25 8 x 

样 的 态 ( 即 高 量 )》, 它 是 相应 于 H 的 实 本 征 值 ( 即 特征 值 ; 的 本 征 向 

R CREARE) HAm, AAMT H 的 实 谱 的 庶子 空间 为 

H,, H f£ H, LERH H |u, 记 作 EL, 按 物理 通常 要求，H, k: Ei k 

HRI, P, 表示 (H, [- , - 1) YE H, 上 的 投影 在 有 量子 物理 学 中 就 是 
要 研究 如 下 的 算 子 UGO(: € (一 co, 00));. Ei x, € H, 时 ， 


| | 2/0 
Ux, = emp uns ( ) (1.9) 
xpt. 


利用 (1.8) 式 给 出 UO 的 表达 式 如 下 : 对 任何 e > 0, 作 围 
道 v.— r... + r.a, KB 
74 Ec ox + E, x 由 十 ooga] co 
Toal x — ox — i6, 由 一 吧 变 到 上 + oo, 
又 设 存在 一 系列 8 一 0， 使 得 4€ T, HJ. AU 存在 (显然 , 这 时 
(11 — HY" FE) (1.8)), PECE oH) 稍 加 限制 的 情形 
下 ) 


eP, = lim i. eI — HB, (1.10) 
so Zwi 
由 此 可 知 ， . 
UCOx, 一 lim — Lf oral — H) ie H, ( 0 ya 
2zi rs z, 


D 当 自由 Hamilión E H, LARAP Ho br En ERE RC HER, 
eb p CH ~ Ue Bre Ha, 
HEEF (H. HO 未 涉及 到 不 定 度 规 , 故 可 按 遂 党 场 论 方法 处 理 ， 如 虹 记 
ú, = dime H, U SERBE TE O*5Ó., ü s 是 Cl:20) ( 见 JR ED 
m+ o, ôs E23 21:128: 2: SOS E, 


EIER) 


A(A)"T(if 一 Hylet H e. 
= lim |- | Ë —H,y«t— rena ai, 
T. 一 H,) etu HM, f 

(1.11) 

在 场 论 的 问题 中 ， 一 般 可 不 妨 假 设 《Hi[*，*] RERE 

Cie, I) 是 可 析 的 利用 H, 的 谱 分 解 , READS UOS H. 是 

取 值 于 某 个 可 析 Hilbert 空间 (s+，["，"]) 的 强 可 测 并 且 平 方 
可 积 的 浮 数 空间 。 当 q()€ H. BJ, 


lel — |... oC) leo, pu) = opto), 


由 于 在 量子 场 论 中 所 采用 的 HH 天 都 是 具有 良好 连续 性 的 谱 , 所 以 
这 里 的 do 可 认为 是 通常 的 Lebesgue 测度 ， 对 有 离散 谱 ( 即 出 现 
束缚 态 ) 的 情况 可 作 类 似 讨论 ,这 里 不 再 闽 述 。 
我 们 再 假设 有 算 子 值 阔 数 (wo) (也 容许 它 是 算 子 值 广义 函 
数 ), 当 we o(H,) 时 , Co) 是 s, FIH 的 线性 算 子 , 并 且 
re | y, ECOPC, (1.12) 
那 末 , 当 8 € @(T*)hl, 


io, e) = [| EGO Codes, g] 


一 | _ (Goo), £Mo 
SSH) 


= l. Eple), ECo)*Bldeo, 
因此 
CEN e) = CCo)*8, (1.13) 
此 时 容易 算出 (13) 的 表达 式 : 
&(A)- 141 — H_ + | EGG Go, (uaa) 


TUER A — gc 


以 及 当 peH, 时 的 U(o 表达 式 ， 
UC) 
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yay" Í tCo)o Co) em dos 
uH À — ud 


I 


- lim ps etero, o) 一 £Go)'4(ay* à, 
We | Se doai. 
eua? 一 ð 
(1.15) 
现在 再 给 出 在 上 述 一 系列 假设 下 的 波 算 子 和 散射 算 子 的 表达 
X. 
和 Hilbert 空间 情况 一 样 , 称 FH. 到 H, 上 的 算 子 


Q, = lim UCG (1.16) 
为 被 算 子 (这 里 是 强 极限 )， 由 于 (1,15) 可 以 写成 
UQ = 
1 > itz—wM A( 一 0)" 
j "2 wf (x — 9)" 


站 oo 2a Vx — i — wo 
T AG a 2X) tlojpko)drdw 
v2) EQ)" "m d] | GR Lau) SOT 
7 CIR LS Lm) Ppl) es mn 
X dedo 


根据 Tichmarsh 定理 , 当 是 可 积 函数 时 ,几乎 处 处 有 
L. | — — Hade = Keo), 
一 dn 


ATQ 
fem: x — id 
1 | Li 
m —— —— — fixodx = 0. 
D—9 Tui rin 


DR db, Jale — 0) || 可 积 时 ,就 得 到 
NEC — i0) to) o( ado 


pla) — tes] aa Aln — i0) "LC ) poi) do | 


€ —- 10 — ¿o 
(1.18) 


* 336 * 


j Ate + i0) z (o) g(co)dco 
Q. = f eu f 
97 io» | BG 十 10) H Go )p Condos 


LIS e t i0— uw 


(1.19) 


种 Hilbert 空间 情况 一 样 , 称 算 子 
S= Oto, (1.20) 


为 散射 算 子 ， 先 算出 Q! 的 表达 式 : dd 


那 末 : 当 pE H, 时 ， 
teem [o C) s] (e: (C) e) 
(Ehee) [re eo 


| Alo 一 a) Eee Cade] 
"Ha ei — i0 — (- 


= ix, g] 


i m "E £n) Mon BET. Gel 


X do, plem) | du, 


n d [Elot o — i109) *x |, p(o)1dc, 
(1.21) 
M (1.3) PIA, AG). = AGD, AE 
(e, — 10)7* = (o, + i071, 
这 样 ,由 《1.217 推 知 
g: ( = xq) — ECUO 4C + i0) 
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I (oss Gods rt yn. 
x "n (*) — a, + :0 


+ ;0) x. (1.22) 
现在 导出 5 的 表达 式 ， E 01.19), (1.22) RA (1.20), 325 
得 到 
{SP Cw) 
| Ao + i0) !ECo) pl dw 
eU 


104 20) 15e) ipo dw 
pla) = glt . hom d FO EC 


H4) e, — o c 10 


= Q: 


Ao, + 10) elope dor 
T eo) n t(e)* w t9, — «co t i 


Ti 


— Zlo) "hla 十 加) | Ca 十 DEC p(n) des 


— tCo)*h(o + 0): | Flo) Pleo) go, 


TOM) o. — o + ¿Q 


: * 
+ CCo) *h (co 4 iof CCo £o) 


29H43 cr — qu, + i0 


h (eo + i0) !£ (o) g(o:)d vo; dus, (1.23) 
mc š to — (2, + zÜ 
& (1.14) 可知 


AG) 一 AA) Slo) gC)” don, 
EEr ! | (4 — e (4, — e) 
V 2 = o + it, à — wc oj)0 RAER, HANCA (123) 
WR MA 


1 
— ECo)*hCo + i0): Í 


= H +) qj c £5 


(Aio + :0) 
— b (o, + i0))A (c, + £0) 1 CGoi) p c) d ei 
+ Elo) Alo + i07 as Alon + i9)7* 


x two p(w a, 


SPa) = plo) — EG]... hos DEG) 


x | 一 -一 一 一 1 | 4e 
£0 — «o t 10 w — dw 


+ klo + DENM CCo) po) | 1 


+ i | eel. (1.24) 


o + m, 


利用 下 请 广义 函数 论 中 公式 (或 Cauchy 型 积分 公式 ) 


— Ll _ = tril aH — 1 
x — (a + i0} x—a 
X1 (1.24) 进行 化 简 , 就 得 副本 节 主 要 结果 之 一 , 即 散 射 算 子 的 表达 
式 ; 
(Sp)(eo) = U + rigle) hlo + 10) Eleele}, 
Es 是 下 列 算 子 
S(m) = I + 2miġ (lwil + i0) ! tc), (1.25) 
由 于 散射 算 子 的 么 正 性 ( 即 是 不 是 西 算 于 ) 等 价 于 5S(w) AEH, 
下 面 证 明 5 的 么 正 性 , 即 证 明 
: Slo Slo) = S(o)S(a)* = I. (1.26) 
M. (1.25) 易 知 S(a)* = 1— 2xit(o)* (o — i0) EC), PH; 
SCS o) = I + mh oA + y hw — i0) )z(o) 
— (Q2xiyt(o)*h(o — i9) "ECo)L(o)* 
X Aloe + 10) E (o), 
IRA (1.14) PI, A(a + :0) — Alo — 10) = —2xit(e)t()*, 
HERALA R X, Y BUR SQ)" So) 一 1， 同 理 可 得 
S(c)S(o)* = I. 
3. 李 -Wick 横 弄 ”现在 将 以 李 -Wick 模型 为 例子 来 说 明 第 2 
小 节 中 各 种 算 子 。 在 李 -Wick 模型 中 ,总 Hamilton 算 子 是 


H — m? V*V 十 | QO "(kya (Ok 
+J PUV Nelk) + VN*a* (dk, (1.27) 
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其 中 plk) ERAR, 只 是 了 粒子 的 静止 质量 ， 
o ( h) =a 了 + Ë 
(k= (W. P. K), E = (OY + (y + (OY, Pk Ep), 
Bl 0, fi V, N, afi t. N*, a* 分 别 是 PF 和 粒子 ,NN 柱子 ,6 粒子 
的 泽 灭 和 产生 算 子 , 而 旦 满足 交换 关系 和 反 交 换 关 系 
[aCÀR) , a*( Rk’)] = 8(R — R^), (1.28) 
IN, N*13— I, (IV, V* Y = — I. (1.29) 
这 里 [4,B1,14,B) 分别 表示 AB — BA, AB + BA, 由 (1.29) 
tg (V, V*3 = — I RSS Hi ML V Pr T ERES AE SR. sr 
EWE 惫 表示 真空 态 , 那 末 [A] = 1, Bikin y, Ó, 
JE Ln T WJ K PR T-BJSE in EK. Maium coc e 
人 FF 一 一 了 


有 

[F*5,V*6,] = [PV *@,, P] = — 1 + [— VV, @,] = — 1, 

RPE V rid V O B fa EE. 更 确切 地 说 ,上 反映 反 交 换 关系 
[V,vV*3— —I 

的 数学 框架 不 能 用 Hilbert 空间 , 而 内 能 用 ARIAN. EWE 

粒子 N, a 仍 是 Hilbert 空间 ,因而 描述 了 ,YY。，z 相互 作用 体系 的 

数学 框架 只 能 基 不 定 度 规 空间 .为 此 ,用 【《:- ，*) 表示 物理 态 之 间 

的 不 定 内 积 ,而 用 V’, NY, at ADRE V", N*, at, 从 而 (1.28)， 

(1.29) 分 别 成 为 


Lak), at (R')] = Ck — R^), (1.28) 
{N,N} = I, IV Pt 一 一 上 (1.29) 
| V + (z — 1)8 
we i a WEWER (n 一 D 个 9 粒子 


和 和 一 个 粒子 ， 以 及 全 有 ”个 8 粒 于 和 一 个 入 粒子 的 合成 坊 ) 全 
ERRIRE H” Æ H 的 约 化 于 空间 。 现在 来 表 出 HU, 及 
Hla. 
设 plk, co, k) 是 所， …， 天 的 平方 可 积 函 数 ， 而 且 
关于 Ah. ke EHRE YEN + 26 型 态 向 量 ， 
+ 3407 


0 = Nt [ous s Ra D) o! Oe) 
X dR d£. (1.50) 
我 们 把 态 Bs $0 o — prb xx RS CBE p) AEA HY ,这 时 由 交 
HER (1.28), (1.29)! 容易 算出 
(Py, Pp) =p! Í: : | p, "tts ka) [dki M P, (1.31) 
1i$065,, 0,)78 lp, p). 同样 设 (h. … ,1) 是 是, hn 
REH n] ER PEU, JE ELI k, "tt. kh. 对 称 ( 当 # = 1 nj. Ó$ E. 
78 3). lE THER 
V, = pt ff pik, Trta ka CR) -- 
X a* (Ck, JPR ds uds. (1.32) 
这 种 态 全 体 记 为 HO (ü n = 1 时， HU 内 是 一 维 复 数 空间 )， 这 
时 


Qr P) — — G— Dres | loss s h. OE 


X d, PEL, (1.33) 
将 它 记 为 一 [4,4]. WK TRE 
He) 一 HPRP, 
HO), HP, HP WE F— J brhi H, H, H, 


MEMA (7) dea o, + tu 把 县 在 三" 上 表示 成 (12?， 
这 时 ， | 
H.$-— (=H + s o) eG, ey kaa), (134) 


Hp 一 >; o(R,) CR, i, k.), (1.35) 
vel 
Cros es era) = n | ps ons Ras RO kee), 
{1.36) 
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(Tpk, `... ka) m E X1 4G cos hs i ka) 


x polki). (1.37) 
uu É, 表示 变 元 bi REHA, ARAH, T, TETUR BURG JUR 
算 子 , 到 此 对 它们 可 采用 第 2 小 节 的 方法 。 

今后 简 记 olk) 为 ej, dd o = o, db e. Au xx 
示 单位 向 量 ，dr; 表示 单位 球面 的 面积 元 素 。 令 = llei, 
amefa »ex(h,-**, faas Tis 177 Ta), 
dv= ] ] es TE drs, & — s, ke), ak — ]] et, 
在 变数 变换 k (»,w) 下 的 函数 行列 式 记 为 J. BK, 
dk = Idvdeco, 
这 时 pJ? 可 视 为 v 和 的 函数 , 记 之 为 名 (vy, o). Hte, 2936 
F dv 平方 可 积 的 以 > 为 变 元 的 函数 空间 , 当 ze s, 时 ,规定 
let = = | tana», 
MR pO, o) 又 可 以 看 成 取 值 于 e, 的 函数 plo), WKH” Bk 
是 取 值 于 e, 的 向 量 值 水 数 空 间 , 而 且 
let? = f, leCo)ldo =ar f. [1 plk, 


(H.g)Co) = upleo), 
此 处 mm 为 H. 的 谱 集 [sp co), PHEA T (1.12) 中 的 以 co): 
记 


g= (q. `", q. a), dq 一 TI za, 


EF AA 
Ela, 5) = ESI =. [808 — qu): eR, 


一 NN 
a 3425 


这 里 s UC 表示 关 于 k, coo 天。 对称 化 后 所 得 各 项 之 和 . 


由 于 £ E v 和 | o 的 函数 ,上 述 &G, K) JAAR g, P, t 的 函数 ， 
WZA ÈU, v, wm)。 作 算 子 值 菠 数 如 下 : 


to) p(n) = ILC v, e)», a)dv. (1.38) 
H (1.36) 容易 验证 (1.38) 所 定义 的 ECo) UR (1.12), 并且 
tr(o) 由 一 i| Ela, v, v)o(4)d2. (1.39) 


设 这 时 Ale + 0)” 是 如 下 的 积分 算 子 ， 
Áo + i10) (q) = LC 43,4 )9 (a )d4', (1.40) 


这 里 积分 核 À(o: q, 4) 可 以 是 广义 函数 ， 35 0k, d (125), 
(1.38)—(1.40) 就 得 到 


(SP) = d, o) + 28 | E, w, Cos 4, 4) 
x £2, v, o$(y , v)dr dq'dq 
= lv, o) + Hi ta, v,o)&(o: 4,9) 


x £(q',v', e qi »', o (o — w')dvdq'dqdo, 
APEERE k ARR. xag p 


Gg) (4) 一 pO + 2 | (a, hw; q; q) 


X £(4 , KIPRE 一 w')dk dq'da , (1.415 
xe 


SQ, E) 一 二 P (8(k — KD Be 一 入) 


SQ. t) = 55 k) + TE oo — a”) 
x £e, DACO q, PYET Kd dg 
= ó(£; 十 e Blw 一 o) $1 quí fei) qu fe; ) 
dx 
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X hla; kis ea ki, 0, Ros 
ki, e. k. `... Raa 
由 《1.41) 可 知 | 
(SP) = [sts POK. 


因此 ,散射 算 子 的 计算 就 化 成 计算 S(k; 40. MAREE Ilos 
49，4)， 但 由 (1.40) 推 知 , Alo 43, 9) 是 方程 

hlao + :10)5(0:4, 4) = 8(34, 4) (1.42) 
B9REÉ, Xh (1.3), (1.34) —(1.38), 应 该 有 


AAD) = (2 — nt — $ olg) ) #(2) 


j=1 
^ LC ttai ttg q»)qo(qi)qn(qu)d*q 
+ MI : . 
z 1— Folan) 


, (143) 
FERIER plk) 只 是 |A 的 函数 ,也 就 是 
o= V + Ik) 
BAR, HIA alo), Xd 
T = (Ty, ttg Pais ü 一 (o, ttis, (05) » 
IR k ARRA r 与 各 的 函数 ， 在 这 样 的 变数 变换 下 ， 
f S(&; K) = 6(z; vc)5C95; 9), 
又 因为 
S3; à) = ala 6^) + Bo — o^) > aGar)a(oi ) 


LE i 
X (o, cu, ttt, i, cry m.s, 
Bi» ctt, Ôj, ttt 02), 
Fi (1.42), (1.43) 可 知 函 数 
y = y(o,, ''', (az) = ho; (ig * t * y yky a, rry (05 4) 
应 是 奇 竹 丙 分 方程 
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s yo, "tta £j, ttt s c Jat co) )o( o, don 


(1.44) 


的 解 。 因 此 5 盾 阵 元 的 计算 就 化 汶 解 上 述 积 分 方程 . 

李 政 道 和 Wick 求 出 了 # = 1 (BD N8 "RI a = 2( 即 N60 
CON BOHASERHUTG. Mie = 1 时 ,只 要 解 函 数 方程 ; 当 # 一 2 时 ， 
问题 归结 为 解 单个 变数 的 冶 性 积分 方程 。 对 于 a> 3 时 ， 解 多 个 
变数 通 数 的 奇 性 积分 方程 ， 将 有 本 质 上 困难 ， 对 于 s= 3 (FU 
N808 节 ) 我 们 给 出 奇 性 积分 方程 (1447 的 解 (此 方法 原则 上 可 应 
HT n > 3 的 情况 ), 由 于 求解 积分 方程 问题 已 与 不 定 度 空间 理论 
EK RREME. 

4. 带 不 定 度 规 或 带 中 间 系 统 的 散射 问题 上 面 所 粗略 讨论 的 
带 不 定 度 规 的 散射 问题 和 emn 所 研究 过 的 带 中 间 系 统 的 散射 
间 题 有 着 十 分 密切 的 联系 。 然而 Te 的 理论 论证 中 有 些 地 
HERRAR. 息 本 小 节 以 后 的 各 小 节 将 以 严格 的 定理 形式 将 
它 和 带 不 定 度 规 的 散射 问题 统一 地 加 以 论证 ， 

问题 的 提 法 : 

带 不 定 度 规 散 射 问题 (H, COC, 00 是 不 定 度 规 空间 ， 

H = H €BH, 

EENS, dimH_ 一 dimH, = My hA H — H OH, 产生 
HARI Loc] Pr EH # H, 上 的 投影 ,J 一 P, 一 P_, H E. 
(R, C, D ER 353963, H'REHASSS4CT- 2:18], jd H' 一 H|y, 
H' iH 上 只 有 实 谱 ( 这 是 物理 上 对 能 县 算 子 的 要 求 )]， 考察 的 是 
以 为 散射 系统 的 物理 态 空 间 , H' 为 (Hamilton). 算 子 (注意 ,在 
下 面 的 数学 论证 中 ,必要 时 规定 H 在 H+ 上 是 零 ) 的 如 下 散射 问 
KR. 是 否 对 一 切 gre H', f bx, ba € Hy E 


lim Jeg 一 Mopy] = 0, 
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lim [e H° — epal] = 9, (1.45) 
m= 


其 中 于 是 自由 Hamilton 算 子 ， 它 是 在 其 个 闭 子 空间 H, 上 关于 
D: 1898 XE ROT, w (1.45) 满足 ,定义 波 算 子 
Waipa" b, W by — Ó. ü 
当 e P SOR REESE, BRA 
W, = GE) lim effe rhe, 
如 果 WuKkhH,*0H'BpH.xE VBRADAECT S = Www, 《显然 这 
5 (1.20) 是 一 致 的 ), 即 Sda = da. ERHETRIEERLEEDROE SAET 
性 ,十 性 及 其 表达 式 ， 
本 文 考 察 如 下 两 种 情况 (一) 假定 H, 是 正 性 完备 子 空间 ,这 
BIER HH. 就 是 Ho, Him 
H = ( x) (146) 
(有 关 工 的 假设 将 让 在 下 一 小 节 )}， 再 尾 设 ( 强 》 


lim eii Hae TH, = Ó, 
tego 


存在 , 并 且 是 B. 一 B, LART. 这 在 通常 散射 理论 中 是 熟知 
的 ,并 且 与 不 定 度 规 无 关 , 可 按 通常 办 法 处 理 , 因 而 可 搬 开 不 管 . 记 
VG) 一 eU V.) m e, 因此 散射 间 题 化 为 求 如 下 波 算 子 

9, = GiDim VG) C0. (1.47) 
由 此 可 见 ,散射 问题 化 为 O—0, HyeItMINREEGEXGAGR. 下 
面 不 妨 认 为 5 一 0-0, (只 要 不 误解 真实 的 散射 算 子 是 ISA). 
(=) 一 日 ， 这 时 仍 作 分 解 (46), ig 


H. 03 
H, = (5 u.) 


假设 


(8) lim e Bau iH — Š, 


存在 ,并 且 是 丁 算 子 ， 撤 开 它 , 记 VO = = thi, Bk3T[BIEN (E26 
求 如 下 波 算 子 
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Q, = GR)lim VOV), (1.48) 


DLE SERT. S — 0-710, HEEE BHES CIUADASR. 

' AXCp HUBRERDUFKBNB. 设 r€ H, db. TIPEXGE EE 
UT HH BEES (1), GB. (H 一 21)x(1) 一 x 成 立 ,就 称 = 
XC PRHREAGGÉBO z(-) 是 x 的 预 解 函数 。 五 中 关于 H 是 实 谱 的 
向 量 的 全 体 记 为 H, (未 必 是 闭 的 ), 称 为 再 的 实 谱 子 空间 ， 显 然 
HCH,。 如 果 (1.47) (或 (1.48)) 中 的 O, 存在 , EOS H. (或 H) 
SIH' WA RRRA, AA 

H = Q,H,0;! (或 H' —0,H,Q1). (1.49) 

由 于 我 们 只 考察 HH， GEHO HARA E Bg dA S. 所 以 当 

x € H, Bh, CH, — AD)7x 作为 4 的 向 量 值 解析 函数 必 是 C 类 ?的 ， 
日 ,中奖 全 体 记 为 Hi, HEALE CH. SABRE 

H =H}, 

带 中 间 系 统 的 获 射 问题 dE H, EHE RIER EREE BO IDEE 

态 (例如 和 粒子 n.o. 磁 撞 )。 把 磁 撞 过 程 看 成 先 形成 中 间 系 统 &( 复 

合 粒 子 ), 再 由 中 间 系 统 :衰变 为 碰撞 渐 近 坊 ( 例 如 a 十 a 722 

ata) VER RU OE DT TEL BE HE Hilbert 空间 CH_,[*,'1)， 

其 自由 Hamilton ATE HH., (5, D EBIEREEETO ,整个 
系统 的 态 空间 便 是 H = HIQH,, Hamilton 算 子 形式 为 

u= (F: n.). 050) 

Ji r, T* 分 别 描述 中 间 系 统 的 形成 和 衰变 的 机 制 。 我 们 有 时 也 

研究 物理 态 空间 为 及 的 子 空 何 形 (Bl HU, fü Hamilton 算 子 为 

H|, 的 情况 ， 对 于 带 中 间 系 统 散射 问题 ， 我 们 也 只 考察 两 种 情 


D) JG) 是 定义 在 上 \ 下 开 半 平面 上 的 向 量 信 解 析 函 数 。 如 果 对 任何 向 量 a， 函数 
L(A) a] HRR Cauchy WMA, MA fl) € L^, REED MAFO), 
VA), al 一 让 ;| EER do, REO 是 C 类 。 MEIC) ME A 
f: sap f IG + iy) Pdr <o, 就 称 1 是 类， 
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Wh. C) HRDRAUERETRRIDR D BL, CE 818 JS ipte pr 3k Rh Sk PE 
散射 情况 , 渐 近 态 为 Ha, 记 VG) = eH, Vele) = es CH, 是 
Am Hamittony， 这 时 要 求 对 一 开 p€ H, 有 dia, ba € H. 个 
(1.43) EZ, did 9, 2) 
Dd, = ó, Q _ ba = d. 
对 Q, 仍 有 公式 (1.47), 仍 可 定义 散射 算 子 5 一 Q-Q.. (ZA 
吾 为 渐 近 态 空 闻 (这 时 包括 弹性 和 非 弹 性 散射 )， 傅 可 引入 了 互 《 自 
由 Hamilon AF) UE VG) 一 < ba 按 (1,48) 定义 波 算 子 
S. 
可 见 带 不 定 度 规 和 带 中 国有 系统 散射 问题 是 可 以 统一 的 ， 今 后 
对 带 不 定 度 规 的 ,规定 ?一 — 1; 带 中 间 系 绕 的 ,规定 ?一 1， 又 
$ T = mtU*. JBR, (1.46), (50) 统一 成 
"= (T n.) (1.51) 
下 面 和 第 2 小 节 一 样 ,对 (1,51) 引 人 算 子 { 称 为 特征 函数 )， 
AG) = 4: — H_ + r(H, — 21) FT,(RG0(H,)), (1.52) 
EE H- HAT., WE (18), 对 任何 


AA) ix. + QT QI 一 ver 


(aI — H7 (t) 一 [e —H,) t + Tj(Ay"r(al 
* — He + PA) w} 


_ (1.53) 
LXX SUB OB 4 PAS SBS 2 xr. AERA 

KAJ — P.(AI — H)^'P., (1.54) 

S. 淅 近 态 空间 为 H 的 情况 ”显然 .散射 算 子 的 存在 性 、 丁 性 

等 是 要 有 条 件 的 ， 由 于 量子 场 论 中 真实 的 相互 作用 场 的 Hamilton 

算 子 迄今 无 靶 完 全 知道 ,因而 很 难说 应 对 也 加 什么 条 件 是 怡 当 的 ， 

而 下 面 所 加 的 条 件 只 能 说 从 物理 上 是 合理 的 (至少 对 李 -Wiek H 

型 是 可 以 的 )。 
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V H, 的 谱 具 有 全 连续 性 ,因而 可 不 妨 认 为 H 就 是 取 值 于 可 
析 Hilbert 空间 (s+, L5, 2D) Ro 上 平方 可 积 隐 数 p(') 的 
全 体 ,并 且 

let = | ola, Hpo) = ooo). 


”为 方便 起 见 , 设 再- 是 有 界 的 ,又 设 D(o) 当 o € o(H,) 时 ， 
E (5,, DODA, L, -D 的 有 界线 竹 算 子 ， 并 且 LO.) 是 
在 JUL) 上 强 可 测 的 算 子 值 郧 数 ,而 


rp 一 上 Spl), 


并 且 了 是 有 界线 性 算 子 ,这 等 价 于 
| leloj deo < co. (1.55) 
(Hr! : . 
ERS q> 2, 使 得 
| le Co [deo < eo, (1.56) 
wH +> 


id ho) 一 nlo)", HRA., M B€ H_ 时 ， 
(T,8)(@e) == GGoD B. 
因此 , 当 EH) 时， 


&Q)- i — H_ + j sob) yo, (57) 


SH.) c5 — À 
对 上 、 下 开 半 平面 上 的 算 子 值 [ 向 量 值 ) 解析 永 数 JG), 33 o SE 
数 时 , 记 falo) 一 蕊 w 士 各)， 由 《1.57)， 根据 Cauchy 型 积分 公式 
知道 ,如 果 对 几乎 所 有 实数 oč), AF Aa Qo? 存在 , 则 
hila) — h (uw) 一 rigla) glo), w EH). (158) 
4 多 表示 Fourier 变换 : 


LF pG =l | e*tp(o)do, 
e 7x e 
Pos 表示 L'o, wœ) 上 的 投影 算 子 : 
Pop = Kap, 
其 中 Xow ÆRE Qa, 52 的 特征 函数 。 当 Pp 之 1 时 , 作 L'(C— o0, 
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w) 上 算 子 


DAH 1=< p < oo 时 ， 
Q4 -— S IP ua , e = F Porn F a 
因此 ，8: BE L'(—00,00) (1 & p o0) EHBE(GIUSSLEE 
等 算 子 ), mE 
Ü, + Q0_ = I. 

定理 1.1 设 对 o(H,) $B — UU, 87100) 存在 ;而且 对 

JU BUE o, halo), Aale) 都 存在 ;对 每 个 < 五 -， 
GA) lim Alaa = halo) ta 


对 几乎 所 有 wm 成 立 。 叉 设 A Ga) V(o) 是 有 界 算 子 。 


[Us Go EG) Pa < oo, (1.59) 
又 有 数 2 2， 使 得 | 
| Gon Eda < oo, (1.60) 
那 未 有 H. FH, 上 的 线性 算 玉 中。 满足 
Qo 一 ( ise Gee Gre 上 (1.61) 
9c ZxibiQ Aie 


CREATO, Qua 一 1:84, OLBI OT) 是 有 界线 性 算 子 旦 光 
j] 


alà? ) = ex mith Osto + haha, (2) 
P 
并 且 适 合 
O10, = |4,, 9,Q1 =P, (1.63) 
Q, E H, 到 H, 的 再 算 子 (4 = 一 工时 , H, 按 不 定 度 规 }, BEH 
到 H; 的 投影 算 子 (a = — 18, PI = PO. wn 一 一 1 时 ,不 定 
度 规 在 H; 上 是 正定 的 ,而 且 | 
Hl, = 0,H,0,', V(O = Q.V ON, (1.64) 
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9, 就 是 散射 问题 的 波 算 子 : 
Jim jVCO9.o — V«(e)pl — 0, pE Hi, (1.65) 


lim [U (z)z 一 Vair = 0, € H; , (1.66) 
i>f e 


而 整个 渐 近 态 空间 就 是 H. ERAT 3 一 0-0, 的 形式 是 
Spl} SC (1), Slo) = E — Ixiti(o)5. (o) Cm), 
(1.67) 
SE H, 8| H, HART. 
此 外 ,如 果 满 足 条 件 4, 即 当 一 一 1 时 , 有 一 正 数列 {Ea}, 
ss -> 0, f Alo + ie, MERE 4 一 士 1， 有 数 +, 有 


Lerat, 
q+ 2 


E lar 
sup | (Nao + ie 777 + ao + je Y ) do < 00, 


HEX H, = H, C4 y= 1 BD H; — H). 
证 分 成 七 步 来 证 明 本 定理 . 
(1) 关于 0 的 有 界 和 保 距 性 ， 答 记 4(w6) EC) 99 La (0), 
令 a= (glg€ H., suppp ER, LupeL' si(— oo, co)), 
H (1.59) T 81, 4 p EH, 时 ， L,gp € L'(— o2, o), 因此 
p [Lodo 


EH, — H_ 的 有 界线 性 算 子 ， 设 peg, BOX 
(of — HLip(o) € Lio(H:); H), 
E. 
Qol — W.)L.e = Gol — 8.)0.L.e — 25 | Lido. 
(1.68) 


由 于 A.L. = 6, MA 
Q (G, — ol + H.]L.o = 0e — Qol — HLrp, (1.69) 
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H (1.68—1.69) 以 及 2- 885" Ej ce" kE Shan] 
Inl (P. 一 ul + HOL., Lg] 
-Insp Loo] 一 L [O (ol — H )L.o, Lap] 


m IIO ty, Lg] -al Legteodo |. (1.70) 


由 于 O.L.o 是 上 半 开 平面 上 Ho SERA m (8 BG W. (H 
(1.57) 3ü2R fF. (1.56), bp, — ol + H = 2ziQ, LG wE EET 
平面 上 HT 类 中 函数 的 境界 值 函 数 ， sa f= (A, — ol + H_) & 
H as rh EROAREN. BTL >l, 利用 HO 类 函数 


的 Cauchy 积分 公式 得 到 


— ecd. Kojim a 
9-( ol - HQ Lag e — | oda — 0, 


(1.71) 
& 3f (1.70—1.71) 并 利用 O+ 8- 一 了 ， 立 即 得 到 
I4[Q.- (5, 一 wl + H.20.L.o, 工 + 中 ] I4[O £9, Lel 


一 二 由 asao |. (1.72) 
类 似 于 上 述 讨 论 可 知 ， | 
Ch, — ol + H.)O_L,p € LI (—c0, oo), 
利用 D. d" tB” ECL (1.58) 又 得 到 


Ia[Q (0, — o + H.)0.L.v, Lep] 
ml CA, 一 ol + H.)Q.L,9, Q Lig] 


= iG — ol + H.) — (4 — ol 
21 


十 H219.L.o, 0 L,9] 
= n=lz,0_L.olP. (1.73) 
合并 《1.72 一 173)， 当 p € € 时 ,由 8+ 的 定义 (1.61) 得 到 


loso? = ||| Lovell +lplP — 2Ret2«i 
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x O Lip, pj + As lA Lp 
= jel + pl artoa. ao 


再 证 (1.74) 对 p € H. ER. fH pE H4, 必 有 p. € Af, 
使 得 有 ps plo (HX RER 


palo) Konno) of (1 + + IL lopo) 
+ + lelo) ) 
n 


就 可 以 了 )。 由 于 【1.74) 成 立 , 算 子 0,—29.,1:4 上 是 有 界 
的 ,所 以 Qi nin — HERES ER H, 上 有 界线 性 算 子 ， 延 拓 后 仍 记 为 
Qi, RREH Q. = 84, 就 可 知 Q4 是 有 界 的 了 ; 而 且 由 于 (1.74) 
dixo dé PRERE, MA (174) 对 一 切 p € H, 成 立 ， 为 证 
O, = 9,, 
对 pe€H,, 取 PrE AË, 使 得 lo. — pl -0. TE 
m (atte e L PS (— 00, co), 6€ R.J, 
ÉE qe ot ,cE H , SB (1.60), LfQ £f € E/(— 00, co), 


因此 
[%..(2)| ~ sefere (Š) 
= ÉmiLfZieude, a] + Dp», 4] 
一 2xi[ 4Q L pa, $l} 
- [|+ oao, a| 十 [e.4] 


— 2uil p, L1Q E*9]. 

然而 [o LIO £t] = [50 L,o, 0], 而 且 Z HL. 由 此 

"E O9 一 018， 因此 9; 是 有 界 算 子 ,而 且 对 一 切 p, (1.74) FË 

X. "4 — 1 时, (1.74) 表明 O, AREE T S4 n= — 1 B, E 
(9.9, 9.9) = Opl? — 2 | too | Í 


IRINA (Qo, 0,9) — lol’, BD Q, 是 保持 度 规 不 变 的 ， 对 品 - 


可 一 样 讨论 。 -— 

(I) 令 C 一 Q,.H,, 由 O. FEE HI ASE BE Vr BEAT , 9, 
E H. 到 G, 上 的 西 算 子 。 当 ?一 一 1 时 :因为 Cs 是 Hilbert 空 
E CH, E, D ARRAT Q, ARR, MA (Gz C, 
i Hilbert 空间 ,并 且 易 知 G, TE CH, C, 0 ERE G, H S 
非 零 零 狂 向 量 【〔 事 实 上， 如 果 有 非 零 零 性 向 量 zc Ca， 必 存 在 
y € Ga, (Bi (y, — z, ya — z) 0, Mii Uyay) RE C. 009 
本 的 ;但 O, ERER E H JE ER Si AR Ory, 成 为 (H.[.. 2D 
上 上 基本 列 点 ,从 而 存在 极限 rE H,, 因而 

(ya — Dixo, ys — Qux) = (OL(QFY, — xy), 
OQ (Ov, — z,)) -—> 0, 
由 于 ox. z, BÀ (ya. y (s, z) 0, JA fü Ogy — 0, 
再 根据 0, 的 走 续 性 可 知 ， 和 一 O.COl'y.)— 0, TARS E 
Ya — z > 0 Mi ED LESE $ 3 5| £8 3.16, G EH, C) 
上 完备 子 空间 ,所 以 相应 于 G4 有 投影 算 子 ren WR, 
O10, = Iny, O49! = Po. (1.75) 

以 后 将 证 明 Gy = H.. 

535b, 可 仿 本 节 的 第 2 小 节 的 证 明 方 法 可 以 证 明 (1.62) 式 。 

n ur 


HQ, —Q,.H.. (1.76) 
ER pc Z(H), 由 peH, opc H., HAAR 
P,Q, p m olp — rit DL p) 
= wp — 2zit1Q. L wp 一 L, [Lido 
= P,Q op — | Lrgdo (1.77) 


ET L'(C— co, co), MA P.O, pE Z(H.), Dil Q. p € gH). 
Xp (1.77) 及 (1.61) 立即 可 知 
Hay — (= | L pdo + | todo — oett ume) 
P 9 wp 
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然而 | 
H. | L pdo + | todo — 2i | LOL pdo 


- j (H.L,p- tp — ilO CLL oMo, 


利用 
` À, = ol — H_ + 20th, 
即 知 
P.H0, o — | Got — 0L. o + Celo 
° = Í L Lodo, 
BERA | 


HO,p= Q,H,o, pE ZH), 
立即 得 到 (1,76)。 由 于 


IAI- H_) || < 


u p 
且 工 是 有 界 算 于 ,因此 , 当 Ist] 充分 大 时 ， 


GI 一 H) - QI — n) ( I 一 GI 一 ED 


具 友 有 界 的 逆 算 子 (47 — WH) :又 由 《176)， 有 
(AT -= H)Q, Q, (41 一 H,) * 
REH DIA] 充分 大 时 ， 
QT 一 再 7 一 了 

然而 上 起 两 边 都 是 有 界 算 子 ,因此 

9,(Al —H,)" = (1 — H) :0,, 
BS S Q GI — Hu) = Q — HW)9,, 因此 

O.H, = Ho.. 

所 以 ,只 要 证 明 H. 一 QLH, 就 得 到 (1.64) T. 


or 
D o 


D» 


(1.78) 


(V) 今 证 H, = Q,H,. H (1.78), 9 à BIERRA, 


(41 一 H)O, (21 一 Hy" = Or, 


因此 对 任何 向 量 x = 0.9, pe H., TE TIRES 
x(4) = Q. (21 一 H Je. 
由 于 W — H.) ee C, EX O, ,(21 —H,)'o€ C, xsFRBB4S 3 
xz = pE H., Ei G, = QLH CH}. 
PHE H,CO.H, (ER s€ Hi, Wig] Q.OTIv€ H; 可 知 ， 


"l2-—9,00ecH (1.79) 
(,) ( — Q,jL)r € Hr, ` 
HE (1.75) 可 知 
[r1 
21 (7) v. (1.80) 
Bi ESI 91 的 表达 式 (1.62) 得 到 


pla) — bGo)& (o) [+f Feee de = 0, 


«iH e — (o, + 
o € o(H,). (1.81) 
x ñ - 
6(1) — = + m Hengelo) do, 
并 用 2z£(0) E (1.81) 两 边 , 有 
9 (0) — $, (o) + (à, (o) — 5 (2))h (0) *B (o) = 0, 
Bil 
B.C) P, (o) = h (0) D (o),0€c(H,). — (1.82) 
8) 
yE) 


8) a 
GI — H) a3) B (ç). 
根据 第 2 小 节 (14—1.8) 的 算法 可 得 
AOG) = 9). (1.83) 
ER a tH., HERRE] 
£8(22, a] = [PCA AG Ha, 
4 À — atit, 得 到 
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另 一 方面 ,从 《1.79) 可 知 , 有 解析 函数 { ec, E 


dim LPA), a] — [0,4 (9), A+ Co) ta] 

= [halo ) ty (o), a], 
BH Ka Goa Co) = lo). FA (1.82) 就 得 知 , 当 o € oH) 
时 ,几乎 处 处 成 立 

lim. PO), a] = Jim [6G a]. 
然而 , 4 o J: o(H;) 外 的 实数 时 , AG) 7 EE, 所 以 w 是 隐 *) 的 
正则 点 。 因 此 ,对 几乎 所 有 的 实数 o, plaza) = B Coa), 这 里 
Balza) = lm [8(2), al, 
由 于 8CO€C, AAR (0€ L'(— eo, o0), 使 得 
(800, 1 一 +f FACHA do, 
2t 


m — À 
D loia) — ploja) = flo), HEES T A fle) = 0, 
从 而 e = 0, ED @(z) 三 0。 再 将 此 事实 代入 《1.81)， 立即 得 
9-—0,0—0. EJ (1.7) 得 到 v — 0,01 € O,H,, 因此 
H;CO.H,, 

准 伺 地 讨论 S., 则 可 有 Q,H, = H;. 

(V) 设 条 件 4 被 满足 ， 现 证 H,— H, (W a= P PF, Bn 
H=H.), Ju (IV) 情况 相仿 ,但 任 取 o € H,, 这 时 


"NLG-—Q0,0Dv€H 
(.)- — Q Ql) € H., 
易 知 (01.83) 成 立 。 关 键 在 于 证 明 PEC. 人 “要 证 明了 这 一 Hs 


ELSE 
= 
(ç) 一 0， 
而 c€ Q,H, BWH, 一 H.. FE FC:)€ C. 
由 于 ¿€ L22(— œ, œ), MEA 
iA) — 11 + H_ -| OMROP 


t9 — À 
RTH”, With HO BENE CL Hoffman 的 [11, p 125), SHE 
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dj 8220, 
上 A) — 31 tH HID, 


lim 
本 下 于 有 
KEKA EY Rs, 使 得 当 : 在 集 
有 一 人 1 之 9，1ReilmRe 或 1104| 2 Ra) 
PET, Aa) 存在 而 及 
A; = P TAGY < co. 


然而 Ep€ Les (— co, oo), 所 以 0( 一 se， 因此 根据 
Hoffman! 的 p.122 的 方法 可 以 证 得 
B, = ,sup IPO] « o. 
SN lyla mh, (1.83) 得 到 
ip Hinar m [o DG e inc 


|... £D 


+ iy) ldr < At B; | 


— dx 
riiy e Ds |z + iy|' 


As B; 


a 
此 处 C, ERS r 有 关 的 常数 ， 由 于 条 件 4 成 立 ,就 有 
supf [7 dote + ie ar Y? 


& C, 


(1.84) 


= ZI Hals + ie) ls Y llel 


3g— iia 


E dra 
+ sup(1 jale + ies) 1 || 1577280 ax ) 2gr 


x (V. p(x + iy) — alere) < co; 
再 用 Hoffman 文献 [1] p.125 的 方法 。 由 上 式 及 (1.84) 先 得 到 
[1,A| 25 8 中 当 |4| 一 00 时 P(X) —SEESCT 0, 青 利用 Hoffman 
文献 [1] p 127,128 的 方法 就 得 到 gC-)€ rC. RA b 
(IV) 相仿 ,可 得 H, = H,. 
(VI) WEBB (1.65), (1.66), ti (1.64) 可 知 ,只 需 证 当 p € H. 
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时 ， 
lim l0, — DV pl = 0. (1.85) 


今 以 1 一 一 oo XPE. H (1.61), 4 ge H, 时 ， 


(Q, — DVD 一 m e eL. (e)e(e)do ) 
一 rib Lie "gp 


由 Riemann-Lebesgue 5128,). Lype L'(— œ, co) EI, 


lim | e “L,Ce)p(o)doel| = 0; 
Fr—m SOLA 
不 容易 算出 
Qpe") = emt F P ues b). 
NN = 
Mi pE A Lupe L23(— c, 0) F Lp) € L, 
所 以 


Jim Peona CL gll m 0 
(R L 6 (— co, oo) 范 数 )， 因 为 


Tm J- 2n50- Lie" el 
—— az. 
< 2 Em E al F Pg Ll S 


EE —= 
< Ree ||; |z: Jim Pe-e CL plz «3 = 0, 


所 以 在 pe. mp (1.85) 成 立 。 然而 由 于 
CQ, — DV < 1 + esl 
ERARE, A = Hi, ME (1.85) 对 一 切 p € Ho RAT, 3X 
样 , 就 证 得 (1.63). (1.66) 是 (1.63) 和 (1.65) 的 推论 ， 
(VY) 证 明和 散射 算 于 的 形式 为 《1.67)。 显然 。 只 要 证 明和 由 
(1.67) 定义 的 5 满足 28-5 一 O. BD), 
由 于 (1.67) 中 的 Se) RAF ANED: 
L(e)S(o) = (I — 2uit(o) Ga) 5 (o) DEC) 
= [i — GG) — 8 (9))4 (9) (em) 
= h (hla Elo) (1.86) 
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内 此 5 满足 LS-—L., BI 


0_sSp— ( La qdo ) 
Sp + riha La 
但 是 ， 
Sq + ms O L qp = p+ 2rth Lip — 2xit0 Lap 
p = 2mh- Lap, 


l 


所 以 有 站 -3 一 2,. 
至 于 S$ 的 本 性 可 以 仿 第 2 小 节 进 行 直接 计算 ,并 可 以 
5 = 070, 


Hm. EHE, 

RMA AT, 4 H 3 (151), X Q, ER (1.49) hj. HH 
的 基本 形式 可 以 定 出 Q, 的 形式 0.61). 利用 第 2 J Sa ES 
过 直接 计算 可 以 得 到 妃 - 到 焉 的 投影 算 子 只 的 表达 式 。 

推论 1.2 P—2,01—2 O0! 具有 下 列表 达 式 : 


P [O-o 1 78. G0) at QUE Co) eC) Mo 
= 一 £o 
(5) [eG tlo) d" [ 262—962 co) wn |, 


+ Ofw je ] den 


其 中 Olo) = (Qla) — (Q. A7 )(e). 
”下 面 对 定 理 1,1 中 的 某 些 条 件 作 一 定 的 说 明 ， 
E suit o)] < co, sup |&#+(<e) 过 (co < co 成 立时 , RE 


《157) 中 积分 有 意义 并 满足 (1.59)， 则 定理 1.1 的 结论 就 成 立 . 当 
然 ,对 现 有 的 定理 1.1 中 的 条 件 《1.56) 和 (1.60) PETUAH, M 
不 知道 。 另 外 ,定理 1.1 中 假设 “对 oHs》 外 的 实数 o, (o) t E 
在 “这 个 条 件 是 不 能 除去 的 .例如 , 当 《 = 0, A = (oH )), 
又 设 (Hgo) = opla), pE LO). BR, 
A) — A1 —H., 

Tfi à € o(H. I, Ao) REEE o € (HU) bJ, (o) E 
在 而且 定理 L1 中 其 余 条 件 都 满足 ,然而 这 时 o, 一 PL, RUE 
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f H; = Q,H,, 
m 定理 1.1 并 不 包括 这 样 的 篇 单 情况 , 因为 这 时 渐 近 志 空 间 为 
整个 及 ,所 以 要 讨论 汤 近 态 为 匡 的 情况 。 这 将 放 在 第 65 小节 讨 
it. 

号 一 个 在 数学 上 比较 简洁 的 特殊 情况 , 是 当 Cw) 与 wo 无关 
HE «(H,) = (— o», oo) 时 的 情况 ， 这 时 仍 记 5(w) 为 5, 3648 
设 它 是 有 界 算 子 (T 仍 是 无 界 的 ), 这 时 《1.55]，(1.56) 并 不 满足 ， 
然而 仍 再 假设 (1.57) 中 积分 按 Cauchy 意义 是 存在 的 ,而 且 

LG) 一 E- m + zit, d 0 
—H. — «tt, Ipd =< 0 
这 时 只 要 定理 1.1 中 条 件 满 足 ， 即 对 实数 o. Ao) FE M B. 
(159), (1.60) 满足 ， 那 未 定理 1.1 的 结论 仍 成 立 {只 要 对 定理 
1.1 的 证 明 作 小 的 改动 即 知 )， 如 记 SGo) 为 Sle), Bj 
Sml = 】 一 2x:£" (dI —H. + mibtt) E, 
Soolo) = 1 + 2x wol — H — xitt*)?5- 
因此 Solo) — Sola) GXEHBOMPERRIECGIBEZT. Mewe Br 
引进 的 关于 非 自 共 罗 算 子 H teigi” HEERE (W, Bpoackait 
和 Jlunamn 文献 [11)， 
ERE, 4 — 1 时 , 记 

C. = H Fritt", (188) 


(1.87) 


BB (1.87) 可 写成 | 

Slo) = I — ritt lol — 4€ Y E (1.89) 
(pk RU ERBEN F, JImumu([1], [21) 所 得 的 关于 中 间 系 绕 的 
散射 阵 公 式 与 (1.89) 一 致 。 但 这 种 情况 在 物理 上 难以 出 狐 。 因 为 
它 要 求 B. 的 谱 充 满 全 直线 。 然 而 一 般 说 来 ， 作 为 能 重 , H. 是 下 
半 有 界 的 , 但 当 cf(H+) = (— co, co) j, WARE H. 为 
L'(— o, co), & Hi = PenpH ULTERA (H) 上 特 
征 函 数 所 相应 的 投影 算 子 ) ， 那 未 物理 上 要 求 的 渐 近 态 空 间 即 为 
Hi, 而 真实 的 物理 态 空间 就 是 OH. EORUERDOIHI,—O0 HL, 
而 真实 的 Hamileg 算 子 应 为 Hjo. 这 样 的 神 型 有 可 能 近似 
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tr dE ese ji dus ER, 
下面 再 回 过 来 讨论 一 般 情况 。 当 a 一 1 时 ,说 
SX Lo) = H_ T sit(o)tt Go) + | EE , (190) 
BE klo) — ol 一 PZ lo), AEEA 11, 应 有 
S(e) = 1 — rigla) (ol — 9€ ,(0)) t(o), C191) 
散射 算 子 的 形式 《1.91) 是 Jem ZA (IL Jena 文献 [1], 
Bponckat 和 Jlaenmu 文献 [1]) 的 改正 和 推广 . 
再 考察 中 间 系 统 的 态 向 晨 随 时 间 变 化 的 情况 ， 设 fe Ho, 如 
TRAE t = 0 了 时 处 于 状态 天 在 时 过 二 的 态 向 最为 了 ,f, 8b 
"E Wen rna p_e 5). (1.92) 


利用 类 似 于 《1.8], C1.11) R (153) 式 可 得 


T,f 一 一 ii e IenH Cus ot jey do, 1 > 0, (1.93) 
nt 


Tj zi co Cu — ie) fda, r0, — (194) 
Ti 1 


其 中 s REER., p gle) 0, cH.) = (—00,00) WJ 
可 得 m" 
es Tm. + Z= 0. (1.95) 
推论 1.3 在 定理 1.1 的 假设 下 ,对 一 切 f€H., 
Em IT = 9, (1.96) 


证 从 (192) 得 到 | 
Iza emp — mem (Ty 


=i lep. cm ( Í ye. 


1) | 表示 Cauchy HARA. 
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在 上 式 中 令 Ro, HF 


ot = lim Pre BH, 
IET. 


所 以 
i i * f 1 
Em ITA = we — tor (5 Ye — o, 
证 毕 . 

(1.96) ) 物理 意义 是 参加 散射 过 程 的 中 间 系 绕 在 作用 前 不 存 
在 ,而 作用 后 全 部 衰变 掉 ， 这 是 非 弹性 散射 的 特点 . 

下 型 作为 例子 ,考察 只 有 有 限 个 通道 的 情况 (但 4 一 + 1), BD 
BAH plo) 的 值 域 张 成 的 空间 。 是 有 限 虑 的 ， 为 方便 起 见 ， 
仅 考察 离散 谱 的 情况 ， 令 9 为 H- 到 。 的 投影 算 于 ， FERN 

5) = OH — i70 
LER tlotla) 可 以 视 为 31 e 的 算 子 (因而 是 有 限 阶 方 阵 )， 
作乱 降 值 函数 ' 
Z(X) == | t(o)tiUo) do, 
t — À 


id hlo tlo) 为 ple), WEDA A. Co)p(o) = tlo) 可 写 
成 
(wi— H_ + 09Z,(0)0)g(o) = to), 
当 o€o,(H.) 时 ,由 上 式 解 得 
plo) = (1 — Hgh) — Gol — H.) '0Z,Co)0e(o), 
HO ZS: EX ME 
Oplo) = — (L— E(2)Z.(»)) &(o)tCo), 
因此 
S(o) 一 了 十 2nit(o)*(1 — S(O) Zo))  EQo)t(o), (1.97) 
Mb alt(o)*e ht, HERAA S(o)a = a, RE, RESE 
S(o)t(o)* 就 可 以 了 。 由 (1.97) 容易 算得 
SCe)t(o)* = tGo)*SCo), (1.98) 
Slo) = U — E(o0)2,(0)) (I — E()Z (0)), (1.99) 


META 


EETTLCOERDIOAESLZTERSTER DASR, Slo) 


Eikii, mubEA So) PR; cA o E H 的 特征 逢 而 月 
Z.(o) FER, So) = Z ley'Zlo) `š m = 1 ft, (1.99) 
类 位 于 著名 的 Wigner-Eisenbud AACE Bpouckni 和 JIagtunu 文 
WEL), 

6. 渐 近 坊 空 间 为 歼 的 情况 ” 记 (H) 一 5。 在 这 一 小 节 中 
我 们 对 Hi 将 作 如 下 假设 ， 设 H, 是 cs 上 取 值 于 可 析 Hilbert 空间 
e, 上 强 可 福 平 方 可 积 通 数 全 体 所 成 的 Hiber 空间 L'(s.; E), 
(Haf) Co) 一 ofla) fE Hu, XH WR v] Pr Hilbert 空间 
AR o CREW e. 到 ARREA TARAR ao), vlo), 而 


f. lelo} de < oo, f. po)Pao < oo, (1.100) 


E peH, 时 ， 


PPO) = sop], po) odio — (101) 


这 里 实质 上 是 假定 H. 的 说 具有 基 种 和 连续 性 CRCEOGER 38 S T 
o. 
作 e-s, 和 ee EIERE | 
vlw) 0 v(s)* 0 
£o) -( 0 5A ¿t (o) 一 ( 0 ac 
这 里 mlo) 一 alo) SUPER AERE UTER 


Z(1) = | malato? do, (1,3 == 0) 
20) -| ee) do, 


RATAR EXEL F FPE FIS E. PRÉESECT- UECOPT EEUBE 


EA) 了 , 
| sO) -( I zo) 
在 渐 近 态 空 间 是 总 的 情况 下 ,8& HERRI LRE AIA EA 
的 作 月 一 婵 , 下 面 先 给 出 的 三 个 性 质 . 

引 理 14 ga) 存在 的 充 要 条 件 是 
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r mr 


: EG) = (1 — ZG)8(1))y! 
存在 。 当 E(A) 存在 时 ， 


a /UEQZO) — EQ. 
O^ T( nn. ^ my CD 
. XE WE FO) 存在 ,证 (L102) 成 立 ， 先 注意 等 式 
( i20 HEN, Tel D) 
ED" — — S(3)EQ/ I ZQ) 
_ (yg — Z(138(A)) o ) 
£(1)*8(1) — EUO) ECD" — SONNE ZO 
(1.103) 


并 容易 推出 下 面 的 关系 式 : 当 6G) 一 (0 一 Zü)80))^ 存在 
时 ， 一 
EC — G — 8G)Z0)Y^, EEO) = BURG) 
I + E(1)&GO)0 ZO) = EQ, 
由 此 可 知 。(1.103) 右边 是 单位 阵 ,所 以 (1.102) 右 过 的 阵 是 gO) 
的 左 逆 ， 祖 仿 可 证 它 又 是 &(1) WAR, 


反之 ,如 果 ROC 存在 , 那 未 对 任 一 ge s， 有 唯一 (^)« 


s Ds， 使 得 
VIP LIN 


BU SOJE + $= 0,8 + Z(G — p. NiE, 

U — ZEUE = p, 
Wir AU 一 Z(1)8(2)) = s. 80 XU p, 使 得 

(I — ZUJE = 9, 
Ek 4-500585 此 时 . 
f B8) T A Ü 

( I PSIMLIM 

由 于 e) FE, Br 8,— 8. 因此 G ZOO80))' 存 
在 , 且 定 义 域 是 £, W, 


* 865" 


今后 还 要 用 到 £O"! 在 实 轴 上 的 境界 值 . 
引 理 15 y=] 时 , 设 | (oz*(o)da RAARD., M 


未 对 非 实 数 A, LA) 必 具 有 定义 在 8 bn Ag, 
证 o HOLULBBEP [QA 0 EB, SU 存在 且 有 办 。 作 正 算 
子玉 ,使 得 


R° = | pwdr dto, 
因为 假设 RU AR, 所 以 8 = Re, 作 o_ ESEIEBCT DIE = 
如 下 ; HER o 中 Bord AMR E, 
T(E) = | R-wC0) wo)* R7 do, 
gi Hairwapk HEM, 必 有 Hilbert 空间 go 和 £ Fij £ 的 投影 算 
F O, so 中 谱 测 度 z, 使 得 T(E) = 07o(E)1:， 令 下 是 56 中 的 自 
RERET: 


K = N ors du), 


BE R 'E(A)R = gK — 11) O, 

di A= 9KO, B — (I — Q)KCI — D), € = QKU — 9). 
分 别 视 4, B, C 为 第 4 小节 中 的 H., HH;,T. 作 相应 于 (1.52) 的 
h(2)= 21 — At CCB ADC, 

那 末 伤 (1540, HAGO = QUI — K) 10. 因此 , R"ER" R 
ARA AU) F BSQ)'—-— RCAQ)R^C 是 8 上 有 
FRERET, 

再 证 U 一 Z(OOSQ))" 存在 且 为 8 上 的 有 界线 性 算 子 。 这 
BT, (1.52) 中 的 AOO) 形 如 

A(A) = Lí — H + »*z (| vGoMo, 
根据 第 4 小 书 末 的 结论 。 当 1,42 56 0 Pf. AG EXE, EE XR 
AH. 因此 , 任 取 ace, 必 有 a(4) EH, 使 得 
h(A)a(A) = v*a, 

Bi 
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UU ———— — ———— _ 


(G — B.) + v*z (0) | »Gs)do)a(2) = va, 
两 边 以 | Codo — A7. 作用 , 即 得 


U — 8020) Í sGoMdas(A) = S2, 


由 于 AUD — s, 因此 AU — EJZ) = s, MWAH 
算 子 Ou —ZGO)EQO)) AMARA REE. 38 229 À BID, 
al 一 Z(3)8(1)), 


但 是 ， 
1 — Z(3)E(A) = EG) — 8GOZ(UD)8(1), 
因此 了 一 ZORO) OERE s, 所 以 了 一 ZOE) RAA 
界 递 ， 再 由 引 理 1.4, 立即 可 知 (3) 具有 有 界 逆 。 证 毕 ， 
出 于 了 的 表述 式 《1.101) 并 不 是 唯一 地 决定 着 v,e, MARI 


以 后 总 挑选 上 使 |»Goyv Gode 具有 有 界 逆 。 今后 这 作为 一 


ARR. ERABAT. A q= 1 时, 8(4) GU &CA) FORE 
XE e 上 的 有 界 逆 .但 是 当 5 一 一 1 时 ,就 不 能 做 到 了 .事实 上 ， 
此 时 g(4)” 可 能 有 非 实 数 极点 ， 

引 理 1.6 对 于 I, >e 0 BS L, A 


ea (F 2) eloa = | £001 - noo: — m e 


(1.104) 
证 由 于 
{1) = | va)(tH_ — AI) !v(o)*do, 
ZA) = | so) — 1)" Goo, 
所 以 
z) =Í, oJ+ | t(e)(B, — 27640, 
由 此 可 得 
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(^ 7) [eene = [eed + [£601 


— Ay" ti(o) ( N . ) [ito dodo, 
由 于 
r= v(o)* | nodos, 
ri = (e) | vo), 
所 以 
A 
由 此 可 得 


ed) (7. 2 sena = [sta 


+ | t(o)(H, — DD”: (5 °] do, 


BH C1104) 成 立 。 证 毕 。 

由 本 在 六 近 态 空间 为 互 的 情况 下 ， 当 站 一 一 工时 会 出 现 s E: 
非 丁 的 ， 基 此 我 们 分 3 一 1 和 3 一 一 1 两 种 情况 讨论 . 

定理 1.7 设 4 一 1, 而且 对 几乎 所 有 的 实 o, FERR 
galo) KRC AANE g0, MEDEE e 上 有 界线 
性 算 子 ,而 且 有 数 q> 2, q > 2， 使 得 


fs) lr <, | lga 07 EGO e < 0 (1.105) 
B.E 


Q4 = Í = 2s£*O.c;t (1.106) 
EHA H; 上 的 西 算 子 ,而 且 
Hl, = Q,H,07', VC) = Q,V.G)Q;. (1.107) 
所 以 , O, RET, B 


lim IGQ — V,G)s] = 0, z€ H, (1.108) 
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TUBE EET 3 一 020， 的 形式 是 5:x(*) n S(Ox(O, 其 中 
S(t) = I — migla "g, loy Cw), (1.109) 
S EHS) H, LÄBARA T., wE i 


O I PD 


SEX H: = H, 
证 (D 先 证 O, 的 保 距 性 ， 和 和 定理 1.1 的 情况 相仿 , 取 
om dx|z€H, gyte Lti( co, 00)}, 
那 未 Z = H. 任 取 re, BR erir ROHTO rh ROG 
的 境界 值 函 数 ， 但 是 ,由 《1105)， 


-à 95- 人 (2 Doa 


是 HAS rh ERO CR T EEG DR 


—H oma, 
q 4-2 


所 以 从 WW? 和 5 中 函数 的 Cauchy 积分 公式 得 到 
T 


= zi f(ex) dw 


Z2miJ «, — (c — 10) 


vem (0. 


ER UE, d OQ. —1— D, 得 到 


D 20) EE TIPR PITERS OLII 1.5, B lime m ( 515) 


OQ l 
所 以 lim Q= ( —  ), Bk O 不 属于 任何 H^, 8 
= 10 


i» -(7 1) 
HEFTA, 
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Qo. (z. 一 " ^y Q.giir 


u o t - (7 f^ 


i o) Q-grtr; 


| (0 n P pee LIO 
mafe h o) oerte e LI (— eo, oo), gre L 


(e. — (7 L)ye-este. o-er 


一 |9- (e. 一 " MIS gets] 


O I 
= [Q Zr, gi'5x] 一 [( I 5) Q gir, ets]. 
取 上 式 的 虚 部 后 再 利用 zg, 一 g- 一 lrig" 得 
lgt O gp tr IQ oIx,zs6Ix] 
O I 
—1, [@ 5) 9-8ts, z cx | 
= Lalor, gx ixl, 
《上 式 中 用 到 8 一 9_)。 RAMELLA O 一样， 可 知 


2+| BEDE EG BJ, XE O. ZEH F FE DC EE BJ, muB TE SETRH E 
(1.106) JIR KA SA. X Ot] — EEHOSEER, 


e 
p 
H,Q,x — Q,H,x — £* | gr tdv, (1.110) 
E—J E, HW yg, 


g(o)* O | 
$a) 一 ( O ay 


(D) 3 r = ( \e ZH), 易 知 9.«c P), mE 


由 于 
(E JCG Dia 


a 370e 


_ (° I 

roo 

- o) (G) e) 
-(, ater C nr) 


-v| ydo, (1.111) 


E (1.110) € (LIID 合并 就 得 到 HO4x 一 O ,H.z. 对 于 号- 也 
可 同样 讨论 ， Bie, HO, 一 O,H,, VCOO, = 9,V (D). 

至 于 (1.108) 可 和 定理 1.1 4 EIEH, ME. 

(ID) 证 Q.H = Hj, 显然 ,Q4HCH。 由 93 的 保 距 性 ,只 要 
HEBH Qiy == 0 # H; BBS Y = 0 RENA ye Hj, 而 且 8247 一 0， 
PRH 


JE trdi — mi | tO -7d0 ) 


Qiy = y + wit g7 Q4tY, (1.112) 
EM I 
yG) — (Gs Gy] Ene dm ma, Quia) 
FERRES 
pa) = | mdi) dio, , 


对 《4.113) KAERA æl), BN 
Eala D. (0) = g (o) 9 (o). (1.114; 
但 是 ,在 C1.104) BU 538 (41 一 B) iy Bt S] 
PU) = g(1)8(2), 
其 中 


say = (^ D) [zar mosao, 


由 于 假设 re Hs, MA (41 一 Hye C, Wibe) c. XX 
和 定理 L1 89 (IV) 中 的 证 明 方 法 一 样 " 得 到 8C) — 0, RI 
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OC) m 0, Xf» 一 0。 这样 就 得 到 H; 一 0,H. 
Oo I ELM 
当 C), o) B, RIEM oto tig 


3 如， 并 和 前 面 一 样 可 以 得 到 (1.113)， 由 于 
£CO€ L*(— oo, oo), y(.) € Li(— eo. o0), 


KELEY € Ly2(— oo, coo). Ei, O(-)e Hes, 从 而 


O=O = (aco - (7 2)) eo 
+ (1 0) 


为 HU Heer 中 函数 的 各 。 对 这 个 函数 6(-), Cauchy 积分 公式 
PRX AE (1.113) 推出 8(-) 一 0， 因 此 y 一 0， 所 以 


Q,H = H. 
(IV) 计算 5， 作 出 用 (1.109) 定义 的 算 子 5, 今 只 需 证 
Qs-—-2O, (1.115) 


HALT. HF 

QS — (I + 2ei5*Q.g-L)(I 一 Zeig ert), (1.116) 

g—L(I 一 Raib gyt) = gI 一 gaitt git 

= gJL-— glg, Ber = git, 
BE Q= 1 — Qo, Bi CL 116) 化 成 
: QS = I — rigg E + eit O grt 
一 了 一 2k" Q gyt = 9., 
EN% (1.115), X S = QO l'EZo ATAP, BAR UR RET. 
证 毕 . 
对 于 带 中 向 系统 的 散射 问题 ， 颇 感 兴趣 的 是 考察 参加 磁 拉 过 


程 的 粒子 的 渐 近 态 空间 Ha 上 的 散射 算 子 S. = PLSP;。 并 考察 何 
村 3 为 H, Egg T CBU3ESE PE RETRO. 
推论 1.8 在 定理 17 的 假设 下 
(S.p)Go) = Slapta), (1.117) 
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Suo) = I + Ixiu(o)* S, (o)(l 
— Z.(o)8íG)) teko), (1.118) 
当 wtr. dj, Slo) 是 s+ EARP Tü 78H. LARTA 
条 忻 是 对 几乎 所 有 e€o., Bird 
v(o)*(1 — ZíQo)E4(09)) tako) = 0. (1.119) 
特别 , 当 o No 的 Lebesgue 测度 是 零 时 , 4 E H, Dg T. 
证 Res (1.102), (1.109) 立即 可 得 So) 一 


( 十 2xiv(e)'EQ(e)Z.(e)v(e) | — Gn Sr 0) ee), 
— 2mig(m)*E (o)'v(e) I + 2xin(o)" E, Qo) Eo) ue) 

(1.120) 
如 果 记 


S_, (o) Ala) 
s(e) = ( BG») G^ 
APR (1.118), (1.117) ÈY. EF 
Slios la)" = S(e)*S(o) = I, 


(1.121) 


有 
S(o)*5(o) = I — 4(9)* (0) = F — (aP pla)" 
X £Go)*v(o)v(o)*£ (o) alo), (1.122) 
Seo) ka)" = 1 — B(o) B(»w)* = I — (2xY n(c)* 
x £ Go) *v(c)v(o)*E (o)n(o), (1.123) 
从 上 两 式 即 知 。 Sle) 为 西 算 子 的 充 要 条 件 是 (1.119) 成 立 . 其 
余部 分 是 显然 的 .证 毕 ， 
注意 TAXT pg"*H Wi, sp = 0, BDE Sq = o, Bp 
以 ,只 要 对 aH. 中 向 量 由 一 nt" 来 表达 S.lo)ó(o) 就 好 了 ，。 
这 时 由 (1.118) 得 到 
Sie) &(o)* = pO) — 8, lu) Zla) 
x O — g,(2)Z C0)), (1.124) 
这 个 公式 与 (1.99) RM, Æ Wigner-Eisenbud ARAIRE. 


OI 
推论 1.9 在 定理 1.7 的 假设 (包括 假设 Oh 。 


€ HET) 下 , 当 f€ H_ 时 ,中 间 系统 的 渐 近 态 有 公式 : 
Em ITAP — I+ 2e *2 Z= Qa yf| 
= DP — l2eutitO. Ho. (1.125) 


onec em] 


所 以 由 (1L108)。(1.112) 得 
IG) 
( 


iz? = |e- of ' ) 
+ 2=: (s i 


- [GE 


=- 证 一 | 人 S geo. (7) 


再 利用 (1.102) 就 得 到 (1.125)， WE, 
对 9 二 一 1 的 情况 ， 了 志 有 相应 于 定理 1.7 和 推论 1.8 的 结果 ， 
定理 二 10 设 j 一 一 1 又 设 对 几乎 所 有 的 实数 w, 存 在 境界 
fH gilo), X glo) 存在 并 且 都 是 上 有 界线 性 算 子 ,而 且 有 
数 q> 2, 477 2。 使 得 


| (ofae oo, Pe < e, 


* 


im, 


| lee Co) elo) doo < co, 
BR BA HB 本 的 有 界线 性 算 子 
D, = I F 2xibiQsgiit, 
它 按 不 定 度 规 是 西 算 子 ,并 且 


Q1 = í tsi 
T E L pR kE PE F Gm B. 
I oia, = 1, 9.91 = P, 
P, E: H, i] H; (zk SSE BE 3 BL RRETA 
Hi, = O,HO;!, V(O) la = Qa VGA, 


ru H. 

lim [VGOO,r — ViCOxl| = 0, x6 H, 

lim iV Gr 一 ViGOOix| = 0, x€ H, 
如 时 对 几乎 所 有 e, 

»(o)* £,(o) elo) = 0, (1.126) 
那 末 散射 算 子 s= 010, HH EUASUEÉR EET, E. 
o I + 2zxiv"£,2 va 

° » ) 7 f 一 MP 
本 定理 的 证 明和 定理 L7 以 及 推论 18 的 证 明 相 优 ， 所 以 从 


路 ， 
$2 条 件 正定 广义 函数 的 表示 


正如 用 Hilbert 空间 及 其 上 的 算 子 理论 可 以 研究 正定 广义 立 

数 的 表示 问题 一 样 ， 用 不 定 度 规 空间 及 其 上 的 算 子 建 论 也 可 以 讨 

论 条 件 正 定 广义 跑 数 的 表示 ， 在 这 一 节 中 将 以 共 空 间作 为 典型 ， 
研究 它 上 面 的 条 件 正 定 广 久 函数 的 表示 ， 

1. 条 忻 正 定 广义 函 数 Vk K, 是 具有 有 界 支 集 的 吉 个 实 变 元 
x xs) 


HEIRE E, MA K., LEN (g.) KAT 0 Et G) 
UJ supp pe 是 有 界 集 ; Gi) p. HEIR SENE C MERT 0. K, 


表示 Ks PERRE, SR EKn Kn LERZ, K. 
中 每 个 元 下 就 称 作 Ke EP AER., M qe K, 时 , 令 


PC) = eC72). 
K, 上 卷 积 运算 内 定义 为 
(o = [oG — Data, p, bEK,, 
其 中 de dá dis. 
设 F e Km， 如 果 对 任何 p< K,,, 有 
| E FGJ = F(e”), 
# FE Hermite 型 的 ， 
EH K, 的 一 个 子 集 ， 如 昌 对 任何 2 = (m, tty dm), S 
PEH Fi, plr+a)c H, WERE ht S ERS, 
EAEE Y PBB Aa MU SRU, 51 A kU! FPS $s gp E yE 
广义 函数 ， 
定义 2.1 HHE K., 中 平移 不 变 的 闭 线 性 子 空间 。 如果 存 
# 个 不 属于 玉 的 缓 性 无 关 的 qp e€ K, G= 1, 2, ---,02) 使 得 
K 一 span{ pi} LH, 
Wi$kec5EMSE d FCEL, FEE Hermite 型 的 ， 当 
ge € HI, F(q*o*) 20, WHF E KEK. LISER s 的 平移 
A 3ET-2#[B]H EEEREN XAR. 
定义 2.2 设 Ft Ks ,并且 是 Hermite WAG, MEH K, tH 


任何 一 组 {pal 1, 2, *...s ap 二 次 型 >; F(qu* pr )iE, 


的 正规 形式 中 所 合 的 负 二 次 式 不 超过 =、 而 且 确 实 存在 某 个 和 
一 组 (p.n 1, 2，……, 站 ,使 得 上 述 二 次 型 中 合 有 7# 个 负 二 次 
ARF E Ka ERU EUN z 个 负 二 次 式 的 条 性 正定 广义 函数 ， 

这 两 种 条 件 正定 广义 函数 有 着 密切 的 关系 ， 下 面 先 给 出 一 个 
定理 ， 

定理 2.1 如 果 有 是 具有 = 个 负 二 次 式 的 条 伞 正 定 广义 函数 ， 
那 未 它 必 是 在 某 个 亏 维 数 为 # 的 平移 不 变 于 空间 上 正定 ， 

证 E Ka LILAR (p, 0) 一 F(p* $^), ig 

Ki = (pl(o, d) = 0, 6€ K,). 

作 K = Ku/Ko, tC, ) 在 直上 导出 的 度 规 为 (，，- ), 由 于 


» 3476 = 


F Ri n 个 负 二 次 式 , 易 知 必 存在 一 组 
i isla = 1, 2, … DCK, 
司 得 
>` (de, pz, 


的 正规 形式 中 含有 n 个 负 二 次 式 ,从 而 存在 
ilu = 1,2, 717,9, 
它们 都 是 (ele 一 1,2, 7, 1) 的 线性 组 合 ,使 得 
一 Ga. dim Be, nom 1, 2, nns, 
对 任何 é e K, TRADE 
s= D- G, hda tà ee 210. Bd), Qa) 


"E 


id 


和 一 名 十 2 (ë, 62s, 
BR (Po Pah (n — 1,2, 5,0). 令 
K. 一 span( alu — 1, 2, e,n} 
由 (2.1) 可 知 , 有 分 解 i 
K= K. @K., (2.2) 
并 且 K, E K BET RI, 
按 分 解 (2.2)， 对 任何 6,#E K, t-J EE E, 
$ 45 c4, E. Fe K., £,, J+ € K,. 在 K F5» ATE 
O[E,5] =— Gu 8o (Ë, hs (2.3) 
RDK Z [o l] 66 68 20H... 显然 , KEN, pE. 
W pe K, ER pep, XTEG £m (5, 7n), EX 
— Be 
(U, p) = p(x — 0), 
由 于 e K, M, ple 一 科 € Ke， 所 以 上 述 规定 是 确 当 的 。 由 定 
Xp! 
(U,p, UË) == ($, $5, 
BU U, d T, CAREERS. XAD 


^ 。377 。 


DU) = HUY = ln 
F U, 是 连续 的 ,因而 UV PA ERR IT, LERT (GER 
后 的 算 子 仍 记 为 可)。 EA, (U, El, 上 mm 参数 的 西 算 子 群 ， 
H {U} 是 可 交换 的 、 因 此 存在 {0,} 的 公共 的 # 维 的 半 仙 不 变 子 
zm] NEZ, HB N, Z 分 别 是 负 、 零 性 子 空间 ， 令 
- (NDBZ): = ZQP, 
认为 Z 全 PP 是 {U0,} 的 公共 的 半 正 不 变 子 空间 ， 因 此 Z 甸 PP 在 KK， 
中 的 原 象 o 是 Ku C. 00 E 灶 正 的 且 平 移 不 变 的 ， 下 面 证 它 
是 亏 维 数 为 » 的 闭 线 性 子 空间 . 
TENGQZIRE--IERIEX: {e 一 1.2. ny, 做 
ho) = (g, si. z€ Xe K, i= 1, 2, 站， 
显然 ,每 个 上 是 区, 上 线性 泛 荡 。 由 于 对 任何 z, YE K,,, 

[fC — fC) TG — 3,6 = ell — li. 
HERH LOO] 在 KK 上 是 二 元 连续 的 ,因此 fi 于 1, 2, ^ n) 
E K, LEXAR QGXSB |. | 是 由 内 积 《2.3) 所 导出 的 范 数 . 吻 
知 . 


H = ( GIfG) = 01, (2.4) 


P1 


因此 oe 是 下, 的 闭 线性 子 空间 ， | 

注意 到 (f) 是 线性 无 关 的 , 由 《2.4) 可 知 , oC 的 亏 维 数 是 =。 
证 毕 . 

2. 条 件 正定 广义 函数 的 积分 表示 ( 单 变 元 情况 ) 为 了 得 到 条 
人 性 正定 广义 函数 的 积分 表示 , 我 们 先 给 出 2 Bjrh ROSE IR 5 #E 
数 且 平移 不 变 的 闭 线 性 子 空间 的 一 般 形式 ， 

XH 2.2 ” 设 互 是 开 : 的 闭 线 性 子 空间 ， 那 末 总 具有 二 维 数 n 
且 平 移 不 变 的 充 要 条 人 性 是 存在 *# 次 多 项 式 0a), 使 得 


9 的 由 


D 因为 研究 的 是 单 变 元 情况 "所 以 这 里 是 导数 运算 ,不 基 仿 导数 运 委 ， 


T 


这 里 o (2 ) K 是 K, 中 所 有 函数 经 算 子 o (Z) 作用 后 的 象 


证 ZH E K, 的 平移 不 变 的 闭 线性 子 空间 ， 并 具有 亏 维 数 
n. Hi 是 它 的 一 个 亏空 间 ，dim 开 一 n, iE H, 中 取 一 组 线性 基 
Qui. ***3 Prs 那 末 对 尾 何 p € K,, 必 有 一 组 揽 数 L.o), 使 得 


e — 5 L,(9)o,€ HB. 


v=1 


国 为 K, 一 R,-L H, PR L.C) E K, EREZA, 令 
H” = span{ a], 


显然 UL) = HLH ERRETZE, 所 以 工 , 是 连续 的 , 即 
L,€ Ki, 


Wp € HW, gr) 02 e H, 因此 oë H, 这 样 就 


所 以 


OW, L, E L... La BEES, MEERE Cu 
Cu, v = l, 2, Ty n), 使 得 


2 L,- Xie. »—21,2, 5, n, (2.5) 
dx 


作 1 的 多 项 式 QO) 一 det(C + AD), Kb C HUBER (eu. 由 
(15) 容易 推出 


9(— -2-) 1. — v, »-—1,2,-,m, 
这 就 是 说 


对 任何 p€ KK 成立, 所 以 | 
n2o(-4- 2-)K. 
LEHORRE, fo o(—--)o o] 中 有 一 组 
RELER (o.01» — 1,2, ---, 2). 4 $é K, Bt, 
o( o2 
在 K, 中 有 解 的 充 要 条 件 是 
MOTTO 
所 以 ,9 (-) K 的 弓 维 数 是 x, SSH SSSSUHEI. KEBE 
H = 2 (2-)&. 
因为 如 果 | 
H= o (+ 22:9 


w o (+ A) K entitas 1, 因而 9 (2 也) K, 的 亏 维 


数 将 至 少 是 s 十 1、 这 是 不 可 能 的 。 必 要 性 证 得 ， 

又 从 上 上面 的 证 明 可 知 ;充分 性 是 亚 然 的 。 证 毕 ， 

下 面 建立 K, 上 两 种 条 性 正定 广 尺 表 数 的 积分 表达 式 , 和 而 且 将 
FERREE XGRIE EOR, 

设 oQO = z' + --- 是 一 个 = 次 多 项 式 ， 


-1 -2) 
H= K., 
9 dx Ë 


Fe Ki， 并 且 在 及 上 是 正定 的 . 令 
PG) = 9600), G — P(i +) s. 


由 于 


* 380 = 


(+r) - - r (4-9), 
所 以 对 任何 p € Ki, I 
Glix p*) = (PG) F) (p p*) 


/1 4 pil dV 
- (e(t) e= (9 L4 e) 
Ek, G E. K, 上 正定 广义 函数 ,利用 正定 广义 函数 的 Bochner E 
理 , 存 在 正 整 数 N 及 唯一 的 正 测度 a(4)， 并 适合 下 列 条 件 


° dalh) 
— = 00 
MN Tas . 


使 得 当 p e K, 时 ， | 
Gtp) = [7 #G)4e(0), 


这 里 PU) 是 pC) 的 Fourier 变换 ( 6C) 一 |^. epar], 
下 面 的 任务 是 要 解 向 分 方 各 

TAY 
P ;二 F = G, (2.6) 
先 构造 (2.6) IS— EH: HE, sv 是 QG 的 


KH, 其 阶 数 分 别 是 Mis ey mgs LIL liris .... Àp 为 Qa) 
的 非 实 根 , 阶 数 分 别 是 m a, cot, mp, dd i 


k 
Py = II (z 一 tp", 


Bia) = [| G— 1)m=(z — 227. 


vaæk+i 
显然 , 品 , 吕 在 实 轴 上 都 是非 仙 的 , 而 且 
Pie) = PROP GG € C), 


+ 38] = 


容易 知道 ,在 实 轴 上 ,总 
附近 的 Laurent 展开 式 中 主要 部 分 。 作 函数 


和 # ¿= 1, 


k 
S(2, x) = > a (4, x), 
v=1 
以 及 
$(1,x), 1341 < ps 
sa oc, DETA 


这 里 p> max 14,|。 id 
l&wk 


dga) = PED, 


再 作 广义 通 数 Fe: 
Fr) TY E Ies $e] ec] ac. 
注意 到 emus, x) 是 + 的 次 数 不 超 过 2. 一 1 的 多 项 式 ,所 以 


(4 — A)" wA, x) 0, 因此 ,对 任何 ç € K,, 
dx 


f ma, a)P (FE) pla) 2 


ILC <= )= (2, | p(x)dx == 0, 


= S,(A, x)P (t +) qx)ix = 0, 


(P 7) - n (r(2) 9) 


- E ier zv] 
da(2) 
B) 


= Glg), 


Bl F, 是 方程 (2.6) 的 一 个 特 解 ， 令 o, = F — Fo, EA 
. 

P (i-2-) o, — o. (2.7) 
D FRE Hermite 型 的 ,又 Fp 也 是 Hermite 型 的 ,因此 o, 必 是 
Hermite 型 的 。、 容 易 知道 ,方程 (2.3) 的 解 必 为 普通 函数 ， 所 以 

iu —x) = opke), 
这 样 ,方程 (2.7) REA 

k 
oux) = Sie ?v Ox) 


t=1 


+ > (e70,() em Ol) }, (LB) 


um K+ 1 


这 里 Q,(=) 是 与 有 关 的 多 项 式 ， S rel, 2,1, A 时 ， 次数 
为 2m, — 1, XB O,) 三 如 (一 r); 当 y = k + 1, e PBI, 


k 
次 数 为 m, 一 1,918 21 m, = x。 由 此 得 到 下 列 定理 . 


定理 2.3 设 F 是 (i) K 上 具有 个 钠 二 项 式 的 条 件 正定 广 
XER, RE (u) 在 一 个 亏 维 数 为 ”的 平移 不 变 的 闲 子 空间 互 
上 正定 的 广义 函数 , 那 末 必 存 在 一 个 = 次 多 项 式 Q (a), US 


o (ie (于 S.) 是 正定 广义 函数 .并 且 在 (的 情况 下 有 


-oll 4. 
H=9 G dx ) K, 
同时 ,唯一 更 存 在 直线 上 正 测 度 J8(1), 适合 


| 3801) j < co 
-= 1 + |a|” 


(N 3 ELA EIOS EE RE p € Ki, 


F(g) = olp) + f. MATO 


iis 


一 $,0,2) v GOds) dBA), (2.9) 


* 393 ° 


此 处 PCa) RASA 90) 90) 的 实 因 子 全 体 的 积 ,而 SCA. x) 


P, "s 
S,(1, x) — 0 
(o 是 适当 大 的 正 数 ) o,GO 是 常 微分 方程 
-d \pirl 
o(: +) Q "E £) ias (x) = 0 (2.10) 
的 普通 解 , 形 如 (2-8). 
反之 ,任何 形 如 (2.9) 的 广义 函数 必 在 某 个 亏 维 数 为 ”的 平移 
maurs H ( 一 9 (二 4 )K,) 上 正定 ， 而 且 挫 有 不 超过 ”个 
负 二 次 式 的 条 件 正定 广义 函数 ， 
证 OMBRE GS WINE 
上 是 正 害 的 , 科 下 的 只 是 要 证 明 它 具有 的 负 二 次 式 不 组 过 沾 ， 


k 
取 一 列 直线 上 正 测度 Pa, 使 它 在 集 UJ (2 — +, 
LESE! m 


t, + D)WSR (— o, — m), (m, oo) 上 为 零 ; 而 在 它们 的 余 
集 上 与 48(2) 一 至 ,同时 合营 通 阴 娄 
FG) = 6) [27 
Ë K; ER k F. E 
G) — a G) — EAO AOF 


EG) = 50,2) 48, (1) 


那 未 便 有 


Fu) 一 os (x) = | Er in 
PLE CIS 


由 Bochner jE, Fpl) 一 oG) 是 正定 连续 函数 ， 所 以 只 要 
证 明 wm(x) 其 有 不 超过 ”个 负 二 次 式 即 可 ， 


* 884 + 


因为 os) 满足 (2.10) 并 且 
"CY = Pal 一 x), 
因此 o.) 形 如 《2.8)。 先 取 (2.8) RIEN eo) = 1, 8 
实数 ) 的 项 来 萎 虑 ， 这 时 ，0 (Cx) 的 次 数 不 超 过 z 一 2m, 一 1, 而 
B IG 一 0( 一 D), R5 | 
G79G)) p) = 0 (1--) IQ) Ple, 


这 里 名 是 9 的 Fouier 2838, W TO) 一 QU), BOR T EXC 
数 的 上 次 多 项 式 。 由 于 
di? 
Wk TD =at az + -ee + sas", BA 
2 (i-2-) PA) Pham lim 2 


5n A" 


P 
|@(a + va) PE eec 
S'ulé( + > r , 


== 


IEO) Plim Bm 
B>D 
LE 


x JI 18(e vn) po 1)" (D, 
其 中 


calh) = eg ep pop oaee H (a E E e 
pn Lr 

S3 A 365r SE ARRAN v, col 和 2 0. EJ, e") 显 
然 是 不 超过 m, 个 负 二 次 式 的 条 件 正 定 函 数 ， 

对 于 (2.8) 中 形 如 c7, + c7 0,C- x) 的 项 ,也 可 
类 似 地 证 明 它 是 具有 不 超过 ms 个 (ms 0.G0 的 次 数 ) 负 二 次 
式 的 条 件 正定 函数 .总 之 , wmke) 是 具有 不 超过 = 个 负 二 次 式 的 。 
证 毕 。 

现在 考察 F 退化 成 普通 连续 函数 的 情况 . 


F ERAR, 而且 F(x) = F(— z), BE Fo JU” X 


函数 
Fip) = IROTO 


. 385 = 


是 Hermite WAJ, 容易 证 明 , 已 具有 2 个 负 二 次 式 的 条 件 正 定 广 
六 图 数 的 充 要 条 件 是 ,对 任 一 组 实数 Ë, ttry Ela 二 次 型 


H 
D) FG. — Eust, (2.11) 


的 正规 形式 中 最 多 含有 ”个 负 二 次 式 ， 而 且 确 实 存在 一 组 实数 
&.co 5 En E (2.11) 的 正规 形式 含有 塘 个 负 二 次 式 。 这 时 我 们 
也 称 F(x) 是 具有 7 个 负 二 次 式 的 条 忻 正定 连续 函数 ， 
WE FG RERO n P f GNI AR EETEGE XE EROR, BRR 
EE AAH FORDERARGARGAGAS (2.8), $ 
FQ(x) = F(x) — ole), 
Fo BEL IEXESRBREXR. 设 gE Ka, MEAL $00 在 
l= llv = 1, 2, --- , k) 
附近 的 Taylor 展开 式 中 最 低 次 项 为 m, WB, OR) GC) 在 
1=1, (e-1,2,---,À) 
点 附近 的 Taylor 展开 式 中 最 低 为 Zm, 次 ， 因 而 ,如 记 
pO) = plk plt, 


中 
一 | eI o(x)dr dg) 
Fole) j. (P. "ed | BOY 
fg 
1 .——— 
s. Cn) a M, EA tr] LE, 
0, ilz 8, 
此 处 M. 是 使 


{sas = 1 
的 就 范 化 因子 。 性 取 有 限 个 复数 y. 及 实数 Ea, 使 D) yee ed 


4 一 lj。 的 展开 式 中 最 低 次 项 为 m, (e= 1,2, --, K) ik. AE, 
当 取 


* 3867 


d.) = X yau (x= — Ex) 
时 ， 
d x) = (> yaesu) & (1) 
AAH Taylor RAE fk pub, T quc sk ef. HE 


"e > yue ^n | 
Falp) 一 |. š P.C) |g.02)12480a). 


易 知 当 6 — 0 HJ, 0A) 在 任何 有 界 区 域 中 一 致 收 化 于 1。 


eok, 
imf, (p) = im || Foly 一 09.6) VOD 
= > F (Es 一 E,)Yay,, 
所 以 对 任何 有 界 的 区 间 D , 
Í |> yae a| 
s “PGD #0) 
|> ype ita |. 


-= lim j, š P,(2) EACH l'28(2) 
== lim F, (pe) == > Ft En um Es) Yuys, 
从 而 
r > asal 
e B g8(2) =< 2; F (Ea 一 E,)yay,, 
由 此 容易 证 明 | 
NECEM 


l>e eX) 
事实 上 ,可 肥 有 限 数 组 lya, Enst E 


而 当 


* 387 * 


23 Yese I = RO) 
É 


在 点 1, 有 m, 次 零点 。 然 而 D. IROP 在 al> o 中 有 下 界 
A, 于 是 
4| PDE F(E pr E, »)Y n utn „3 


>p P,(2) 


- 
puma [5 D PO xg G 中 


对 * 的 积分 和 对 1 的 积分 可 交换 顺序 这 样 得 到 定理 2.3 的 如 下 
ae. 
Jib 24 设 PC IER ”个 负 二 次 式 的 条 件 正定 连续 函数 ， 
那 未 必 有 多 项 式 QG), 使 得 o £.) o (1 rs rn x 
dx i dx 
Bu. FUR 


FG) =o, + |” = s,G,2]40), (2.12) 
这 里 dB(2), PLA), SoC, x), oL) 的 意义 同 定理 2.5, 

反之 ,任何 形 如 (2.12) 的 连续 函数 FO) 必 是 具有 下 超过 n 
个 负 二 次 式 的 条 件 正定 函 煞 ， 

3. 条 件 正 定 双 线 性 泛 函 ” 比 条 和 着 正定 广义 函数 祖 鸭 更 一 般 的 
基 所 亩 条 和 件 正 定 双 线性 泛 阵 。， AKO, O E K, LAUREE M, 
如 果 对 国定 的 pe K. , KO, b) € Ks; 对 国定 的 € Kns 
K(p,:)€K2; 那 末 称 KK(' ,:) R K, EXESOXEREETEDE, Dn 
K, EX«£EREEITPE KO, 满足 

Klp, 6) — Elb, 9) (p, 6 € K,), 
IRK KO, +) E Hermite BJ. X k= (n, --", ha), E 
(pa) tr) = plr + A), 
如 果 K,, 上 观 线性 沦 范 天 (人 ，:) 满足 
Klp, +) = K(gi, da), A € R”, P $ € K,, 
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那 未 称 KC, 4) 是 平移 不 变 的 。 再 引 人 如 下 定义 。 

3EX 23 ik KC, +) R K, 上 连续 的 双 线性 Hermite ZZ 
画 ， 如 果 它 在 某 个 亏 维 数 为 # 的 一 个 平移 不 变 的 闭 线性 子 空间 如 
上 是 正定 的 ,并且 K(+,-) 在 五 上 是 平移 不 变 的 , 则 称 KC, +) 
E En ES HIE REOSURIETE BR, 

由 前 面 讨论 可 知 ， 在 K 的 情况 下 ， 必 存在 一 个 = 次 多 项 式 


Q(1), (i8 
H= 9 (+ -| K, 
容易 知道 ， 
E 


在 整个 K, 上 是 平移 不 变 的 ,并 且 是 正定 的 。 
定理 2.5 di KC.) E K, EARIEXURBSEEB. X 
P 
oa) = II Ga» 
(I,A4,— D, 1 =< x =< K; Ini Pe 0, K + lv Ko 为 
平 称 不 变 且 正定 。 那 未 对 任何 p, JEK, 
Klp, 5) 一 Í Q 2) Z (AF482) 


(—e0,00) (A, Ek! 


k 
+ > LT 


DESI 


h 
+ > [b L, (0) + euLu(p)l 
+5 5) x pi Cui uyii s (2.13) 


这 里 PQ) 是 直线 上 一 个 正 测 度 , 送 合 


| - A82). < co 
-» 1 + lal" 
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(N 是 某 个 自然 数 ), 并 且 存 在 s> 9。 使 得 
| Ü Aloch ls QG) QUAJA) < P, 


fy = 0, Ly 是 Kı ERZE, A un = A ui. Xi 


= og). 
Q,0) G — As) me 


有 


A LOT, 


而 Ps È = P, 中 的 Fourier prion 


mt 


P 
qox) = pir) m > »» Ži Pri (x), 


v=] j-—U0 


P "al 
qu = o) — $1 31 cou), 
v=] jzn 


其 中 p, E K, WS =. 
[2E] P Bal, 
Qaka) 11-24 " 
DM d»; $ 2925 Pos Pos Pri 的 Fourier 变换 ， ` 

反之 ,如 果 K(-, -) BA (2.13) WARR, WEEDE R 
正定 连续 双 线 性 泛 函 . 

证 首先 利用 一 个 已 知 的 事实 ; ED K, 上 任何 对 平移 不 变 的 
Hermite 连续 双 线 性 泛 函 均 可 写成 (F, gx") HE X. Ub B 
F € Ki, BA KO, O 是 平移 不 变 的 , 所 以 存在 Fo € Ki, 使 得 
Kol ps $p) = Fo(pxX plp, b € KJ. 对 XEK,, EX 


r (o (7-8 (T 4.)z)= rco, 
这 样 的 下 定义 在 
H= (+Z) o (a K, 


^: dx i dx 
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上 ， 由 定 到 22, H ATER 
| n=? y; mt. 


u=1 


将 下 延 拓 到 整个 K, E (SEE SA BE etib RU SD), ESE S USC 
为 ,显然 Fe K... HT 


(o (i) 0 (1) r)eew = F (o (Z £) 


x 5 (+ £ )(e xen) = Koly, d), I 


因此 9 (1-2) (4) F 是 KK 上 正定 广义 函数 。 由 正定 广义 
dx dx ! 
函数 的 Bochner 定理 ,存在 直线 上 正则 度 dal), HEA 


r dala) < o0 
— 1 + li" , 


UN 是 某 个 正 整 数 )， 使 得 


retejo- eGteo 


= V paal), 
这 里 名 是 中 的 Fourier 变换 ， 设 pe H,, A% 
~ dal 4 
FG) = | $00 Seer 
JBS, = (— co, oo) — (4,]» — 1,2, --, 9, EEA a,( = 1, 
2,:-, k) 是 6(2) 的 不 低 于 2m, 次 的 零点 ,所 以 
lim f) = Ph,) 
OE) (Om) QADA) 


id 
dala} 


d8( 1) = ... 
$a) QG)9Q)* 


Rp 
k zm, 
Fip) -| PAMPAY + M alo) Eran o, 
s. = (2m,)!' O,(4)G,(2,) 
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e -9(i 4) Pis -o(- $3 Ju, 


i dx 


Kle, 4) = Kolpo $0 = F (o (T 0 (7 2 


-— FG - | eue) 


M > 2: (2m,)109,(1,20,,(1,) 
SOOLE 


天 —— 
ea) {ED [79 [ $Q) |>, 
s=: (2m) e NM | Qll w 
为 了 得 到 K Co , p) 在 整个 KK, 上 的 积分 表示 ,再 建立 两 个 引 理 . 


id 


. Q,CU) 
Osistm,—]1,l«vsp 


simze o(. £) K, = Ku. 


K, = {ple K, 


ich, 


` l d 

证 首先 , 吻 知 oà) K CK. 

反之 , 设 pe KoCK, 那 末 KOD EEFDE s y) 为 
极点 且 在 4, 处 堆 点 次 数 不 低 于 m. 的 灶 纯 函数 ,因此 可 写成 


pCa) == — My, 
D {A — AàJY"re, (1), 


其 中 p 是 至 多 以 AL( a == v) 为 级 点 的 半 纯 函数 。 又 


Eo 一 Pah) 3 
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BU q,C1) 实际 上 与 » 无 关 , 因 而 它 是 整 函数 。 由 p 6 K, 可 知 ,存在 
po € K, 使 Gio A) = pu), Té 


证 毕 . 
引 理 2.7 存在 序列 [o EKO < = ma, 1= x= pP), 
使 得 


[2 Pep = 8645,64, 
i=l, 


证 R reK, (s £(,) —0(0 xv«p), fr 


bw = ]I (+ donf” (A do n)" " 


uml £ dx F dx 
ar 


经 直接 验证 易 知 | 
= 0, > v” H ;= mas 
ba t) . , 
Ë R a= v R i <k 
# la, I 
> 0, = v, j = V, 


再 作 


n 
r 


Pon = D) apu (0 < m < m,, Lszv < p), 


tmo 


那 末 
G) 对 任何 一 组 1 有 一 0，1， , m y 有 


EM = fa = 0, 0 < j < mua). 
(ii) 存在 一 组 人 ell = 0,1, etta POST, 使 


Ut 
[5] | “s, O X PE m), 
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ximo jam ono (| Se) 0 im osi, e mw) 是 上 三 
fale 354 aL Eo | 
[=]: > 0. 


# (ü) 中 取 0 =< m = m,, 1 =< >= 得 到 一 询 [o1], t 
(0, G0 到 知 它们 满足 引 理 的 要 求 ， 证 毕 . 

现在 继续 证 明定 理 2.5. 

对 任意 的 oe Ky, 利用 引 理 2.7 的 (out. TE 


vu = eG) — 33 >: [o [7 vato. 


于 是 有 
BJE =o, tml <. <. 
由 引 理 2.6, 


出 上 面 的 证 明 有 


kam 


P 
p — eG) 一 >; SI bpi) e 0 (4 2 LK, 
-1 j= 


P m; 
do (x 一 d) — > 2i caput) c o (+ 4 )&. 


因为 KO, *) RXESUSUXTEIP ER, JE H EE Hermite 的 ,所 以 
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Klp, P} 一 Klgo, $0 + 9] 21 TbsK(pr, qo) 


+ EK (Q, $3) + M M >° bait sl 


=” d d 
' X K(qu, pu), 

而 

k 

KGps, óD =] $0) PRODI) + > Gel bom ome 
对 回 定 的 2 与 1, KO, pp E K, EXETRERIEZZ DR 1009 Lu (p), 
这 时 

" Kl pris d) = Lath). 
BiiEXSU 
即 得 K(p, 6) 的 形式 是 (2.13), 

BRE. K(p, $)7229 (2.13) dr, P| E ERE RERBA 
件 正定 双 线性 泛 函 ， 证 毕 . 

4. 甸 元 条 件 正 定 广 沁 七 数 ”多 元 条 忻 正定 广义 函数 的 情况 是 
比较 复杂 的 。 这 里 将 分 别 给 出 具有 = 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 广义 
函数 及 在 具有 有 限 亏 维 数 的 衬 移 不 变 子 空间 上 正定 的 条 性 正 定 广 
义 函 数 的 积分 表示 .。 虽然 出 于 定理 2.1 后 者 的 积分 表示 适用 于 前 
者， 但 是 ,由 于 方 社 及 表示 形式 的 区 别 ,我 们 将 首先 写 出 具有 #5 个 
人 负 二 次 式 的 揪 件 正定 广 忆 图 数 的 积分 表示 ， 

5]: 28 i$ FE Ks 是 具有 2 个 负 二 次 式 的 条 忻 正 定 广 N 
函数 。 那 末 , 对 任何 一 组 数 a = (@ am) ERT, 


Sa-i, 
必 有 ~- 个 变数 = 的 = 次 多 项 式 9.(z)， 使 得 F 在 闭 线 性 于 空间 


we 


a ` 8 
1) æ ax D xy 
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ls. 
证 市 定理 2.1, 存在 污 维 数 为 ”的 平移 不 变 子 空间 已 , P 在 
其 上 正定 。 对 任何 一 组 s = (0, ……，9qn)， 
> a) = l, | 


"mi 


X6 g € H fj, plr + ra) € H, r€ R, 因此 


9 
--—pEH 
G 8r n 


仿 定理 2.2 的 证 明 , 可 以 得 到 对 * 次 多 项 式 Qe 有 
u2o,(1 ec 2) K.. 


这 样 , F 在 子 空间 i 2 
H, = Qa (+e ` &-)K. 
上 是 正定 的 . EE, 

值得 注意 的 是 , H, 的 亏 维 数 不 是 有 限 的 ,因此 H, = H. 

现在 ,我 们 来 研究 F 的 形式 . | 

对 pe K,, EER Fourier 变换 汐 dq, K, 的 Fourier dif 
记 为 Ze， 百 。 是 如 "中 国 数 的 Fourier 变换 全 体 。 显 然 ， 

H, = Q.(a - 2)"Z,, 

g X Z, bur xg F x FO) Fe), 

Hub FÉIEO(«-1i)).(0-1)Z, ERDER. 因为 
F 在 Hs 上 正定 ,所 以 当 OE Z, 时 ， 

FCQ.G - 1)O,(a DAABA) 2 0, 
记 
F(A)) = Ë (Qa e 2)0,(a- Da, (2.14) 

这 样 就 得 到 Z% ERU-—iESE] AER. d Bochner 定理 ， 有 正 
测度 dali), CHE 


1) w. A= OEIL 
jn 
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"CL TER MIR 


Í dur) _ — oo 


1 + | 4|» 
(n, 为 某 个 正 整数 )， 
P= Mu 
使 得 E 
Fr) — | FOA). oO (245) 


Ro ERARE Sm Rhe, 63, EO) 及 (2.15) 有 
[EDKP DDE aml) 
= FOE - 1948 s, 1)0 (a : à) 
Q.(a - 1)9(4)) 
~ | TOON - 10 0 - AJILA), TOYZ, 


dp, LA) = dus( 3) 2.16 
I$. x) ^ fox - i" Cnm 
、 dm) x nian: CN arra NL 
BRER DP 与 “无 关 , 因 此 记 作 dela), tum 
(2.16) 知道 ,对 尾 何 e RAL t ez... RE : 
F (0. DOte : WF)) - io Q.Cx - 2)0 Co - X9 (d TEN 
其 次 ,讨论 使 da(i) HAARA. du 
P.(a 1) — Oo 1)Q. (n2) | 
W,-— (4| ieC^, P.(a , i) = 0}, I 
| _ = (fw. 
S AEW de CR £ 2n 个 | EE 
` k P.( BEAR d. e, ND, RYU m, e, 
mi. TÚ e, = (8,,)( v». — 1,2,---,m), 于 是 
HW =, = pa EC， Prae, , 1)—0)-l4, = fite e ul 1 =< Dx. LA 
+ 897 < 


显然 ;有 
We W. 


PEE 


而 右边 的 点 集 至 多 食 有 H Pr FAQ K.W RTB. E 


W = (5, e. Bp}, 
于 是 对 任何 a65,, A Pola -5,)—0 (1 < v =< p), BD 
f {a + 5,|» — 1,2, ---,. P} 
是 P, (0) = 0 的 根 . 现在 再 证 存在 aS; 使 得 ie ba) 各 不 相 
同 ,这 样 就 有 
>, mi?) < 2n. 


Vv 1 


如 此 的 «存在 性 的 证 明 如 下 : id . 
Ey = (a]la€ Sm, Cbg — br) * a = 0), E =< y Eys 


这 是 m — 1 HSn 中 至 多 是 m—2 Ao, 所 以 s, — E dE 
m. ARR “Sr — E BI, . 

(C033 5,07, b EWERS, BARNERAT du) 
Zub. 现 来 确定 奇 性 的 阶 数 . 

o: JE Veacrlelee Sm, m = ky. 对 任何 国定 的 »， 有 


E - d va. so 00. (2.17) 
4m1 


在 Vanes ``, Vam 中 可 能 有 此 Ve 完全 合 在 某 个 过 原点 的 
m — 1 维 超 平面 上 ,这 些 超 平面 的 和 集 记 为 D,、 另 一 方面 , E 是 
Sn 和 有 限 个 m 一 2 维 或 m — 1 维 的 过 原点 的 超 平面 的 交集 , 因 
db, M, 一 Sm 一 (D,UE) E Sn LAR, H (217), BA k, 使 得 
VfiM sje 9. KE OBRORUINÉDS m. FE, E Vin 上 
可 以 取 到 不 在 同一 个 过 原点 的 wm 一 1 维 起 平面 上 的 wm 个 点 
人 这 样 ， 有 
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AC... 


N, = ini 5 Iw - a|" > 0. 


WE Sm sma 
因为 是 Pu Co, - 2) 的 m, KEA, 所 以 存在 常数 9,7 0; 当 
id >, 的 一 个 在 R" 中 的 小 环境 中 变动 时 ， 有 


> to "- au > 2E 


>, > VETAT edm 


== N,Q,l2 一 b, |", 
此 时 ,再 利用 (2.16) 得 到 


DI 
»-1 » 


la> 一 名 [ea 人 一 1 一 名 1 
Z9 DP. 
| «MIA. 
2i. UM. 
TON ú |a = b, |" pa) 
是 一 个 普通 的 正 测 度 ， 
现在 仿 定理 2.3 的 方法 在 K. ERI" X ECCE darin 


Ul, z) = r Ç loci —):xy, 


取 e> 0, 使 得 mu 

p < 1l min |P, — bl. 

Do. 2 . 

FAR QLCS) 如 下 ， 
S= b 

0, S Z= š l BL 
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Q,G) = p 


FRR 
pe . 
| Sra} = 21 U.U + a)0,Cla — 40. 
对 pKa, ENX 


Fo) = | {| E D oyan}. 
II EE 


当 ce M, M. eC) 在 = — b, 点 具有 不 少 二 m. 次 的 办 
点 :所 以 | 
P (ia £)u, (4 - z) = - 0, 
从 而 得 到 . 
MP PEE 
erg 


x P. (+ a 8) "e di A) 


-fif eco (ia: 2) [€ i e " 


Xx 4g( X) - |». Co + PCa eC) 00 | 
1 aN 
-F (e. (7o . 2) p). . (2.18) 
记 T= F —F,, 由 (2.17) 知道 , 当 a€ ^ M, BP, 
0. 9 
P (i - Z) T= o. | G2.19) 
现在 来 讨论 不 的 形式 . 我 们 有 如 下 引 理 ， mE 


BUR 2.9 jk T E K, Lj" X P834, dm Re # Y Á 
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B), V PUO) E mudusEBMDSN e, ter, s, EH : 


Pa| a, *2-) T — 9. (2.20) 
那 未 工 必 是 普通 函数 ;其 形式 海 sl 
N ` 
T = P e PPQ (x), (2.21) 


这 里 QR) 是 x 的 多 项 式 . 
证 REZIA, MTAB e cu, DOO (2.20) 成 为 


DIM (E)r -9. | B (2:22) 
今 对 六 用 归纳 法 来 证 明 引 理 成 立 。 i 
ik riir), tty Yn) 是 微分 方程 
rr 0 
f n C) "0 
MEERA. POLER my ……， ms E8 
SPa) o Dur, am ye TAL Qs) 
由 于 行列 起 deut? Gn) = 所 以 由 (2.23) 可 唯一 确定 四。 …， 
tgu Ac 


PEDE m 


这 里 Du) 是 已 个 解析 函数 . H (2.23) MEI Ss. 并 利 
H (2.29) 就 得 到 
Vy) - o, g= 0, 1, "tna À — L 
vel Ox, 
puc fa Su 
LL 
Ox, 
当 m = 1 hhi REUESSIRRIL. B m — 1 时 引 理 


* 401 ° 


=, v-1,2,--*, k, 


ERTE- - E 
22 Ou, . 


— = 0 


Əx, 
知道 ,是 m — 1 个 变数 的 广义 函数 , 即 当 
[eG t, xm)dx, — 0 
Bf. w(Q)—0, 对 ecK,, fE | 
OG run) = eG, s ndn Ka, 


定义 AEKn 为 Ap) —an(o); BARE 3 Weiz 0. 当 
Bu 2i A 


(Palai) e) e =e ((- 3) 9) 


(Ee) os 


| -S paeo n e) r] 
21» 8 I | 
Ps) —0, p=, m, _ 


“* 由 归纳 法 候 设 ,和 EENEN, MERERI f, e, ta 
为 变 元 的 指数 函数 与 多 项 式 乘积 之 和 , 记 为 n,n Pe 因此 


uCp) =A) = [« Gus es en) Ps cs ndn; dx, 


- Ju, s sn) pr ns nnde, 
从 而 有 


k f - 
Tig) = Í > y, ru n,, `. xa)@(x,, MI" x»)dxi, tt dx, 


9025 


证 毕 . 
为 了 应 用 引 理 2.9 来 讨论 满足 (2.19) 的 工 的 形式 ,首先 必须 说 


明 C] M。 中 存在 m 个 相互 生计 的 方向 。 这 是 因为 f) M, XSi 
去 有 有限 个 通过 原点 的 m 一 1 ER m 一 2 维 的 超 平 面 与 go 的 交 ， 
M) ,中 除去 了 那 此 和 这 有 限 个 起 平面 大 直 的 单位 向 量 .显然 、 


(| M. 除去 这 些 向 量 后 所 得 的 集 思 仍 在 S; hAg, BA, $ 


o 也 时 ,与 “垂直 的 向 量 也 属于 D， 所 以 ,在 D 中 可 以 取 到 ”个 

相互 重 直 的 方向 aj tt, aw。 由 引 理 2.9, 满足 (2.19) 的 工 应 该 

具有 (2.21) 形式 。 | | 
现在 证 明 在 满足 (2.19) 的 表达 式 (2.21) 中 ,有 P.(e ap) 一 0, 


这 里 ak n Mn 这 是 因为 当 ae A M, 时 ， 


v1 


M 
LIE d 2) T -» erimus. f 
Or 


x (in Še t a au) 9, — n, 
于 是 立即 得 到 
o... _ eqs 
P, ( ia 8 +a an) 9, 0. 
设 On I: k, 次 多 项 式 ， 其 中 的 最 高 次 项 组 成 Er AFR “G, 85 
Ed c 


Pala + an) 十 次数 低 于 k 的 项 ) = 0, 
因此 Pa > ax) = 0. 


id WV — N w., 因为 N M, 中 有 个 相互 垂下 的 方向 ,和 前 


s£ flu; Um] 


面 同样 可 以 证 得 F RARE, mA, WCR, HT 


s 


P, (a ` an) = 0, f 
所 以 ac W. 不 妨 设 W = ta， … ,ex}， 因 为 如 果 谷中 有 点 
不 在 avc. os 中 出 更， 那 束 把 这 些 点 再 放 进 去 。 而 取 相应 的 
O, = ORNE, 不 站 又 设 avos aa SRE D e bi. 因为 be W 
时 ,86 馆 ， 所 以 还 可 以 假设 有 an, = Evai (P md: 2, +s; 
Nt. 因为 F, FAR Hermite 型 的 ,所 以 了 也 是 Hermite 型 
的 ,因此 ,7 可 以 进一步 地 写成 下 列 形 式 


7 一 六 -nm Ce 十. > Le "e I 


+ ¿zy “Q (— x)], 
当 vl I. . 
QV) = TE x). 


最 后 ,讨论 9,60 m 当 a € ñ M, 时 ,有 aEE, 所 以 


`a (a = 1,2,.'", N) ENAKEM. ik me JE. PG) dE 
t= an KERZ, BRA ` 


x> " 2n, 


vml 


da. 9 YT ae — 
. GESMEE sla) 7 ° 
在 R" 中 cQ) 一 D 是 不 超过 ”一 1 维 的 维 面 ， 记 它 与 Se 的 交 
为 gw 显然 : tc 


”同时 容易 得 到 


N Ma — d, = Sm 


PE 


H 
GU N Ma—a, 


Mw] 


+ wn 


mid ta) 
0 一 (° . 2) * aka) lemn = a^ to, (za) 
x dini? 


def? 


pec 


因为 aéo,， 所 以 ao,(6) 9e 0, AR k, < mio. KERER | 
atc A M, -(U sa)» 


-. io, Ca) 


就 有 
N N - ` 7 
Dies >; mi < 2n. 
总 结 上 面 讨论 ,就 得 到 、 


定理 210 ik FE K, 上 具有 =” 个 负 二 次 式 的 条 御 正 定 广义 
函数 , 那 末 必 唯一 地 存在 R” 上 测度 U), EAR 
人 < | 
Sea 1+ 2 lo ciue 2 
(M 是 一 ESSO, 还 有 IPRA scs bi EAS sns 
oc ARISTE E man mim, 1,72, 还 有 多 项 式 OG, >, 
ACE), NE), s NAO), CARREIRA 2m, ss, 


2mj,fJh,-*'*, fas M 


»L rn, + 5 n, <s, 
使 得 E DEM 
Fg) -| {f e — RG, x) 2 poa 4g) 
Il la— 6,1" š 
Y=1 
+ | RC py, 
这 里 
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t 
RO, z) = > QA — 6, |)e rt 


x 总 二 一人 一 到 


AM p < Shi, Q,CS) = 1; 1024 e > s BJ @,(s) = 0, X 
e « L min|5. — bl. 
Z ayr 


同时 
H 
R,() = M e t, 
+ DL HN G) + ce 一] 
而 且 


EG = o x) (2—1,2, 5, D. 

TRES dE T 48 EXER Eu SCR. 

8I LID WH E K, 中 亏 维 数 为 4 的 闭 线 性 子 空间 ， 那 末 
HAPUS? Us eG) m p(x a) 不 变 的 充 要 条 件 是 ， 
存在 DI as 及 多 项 式 O S GO CE d.e. N; p= 1, 
2, Pe) 适合 7 I 
s> Pa. = = n, 


LIS . 
MENEH a E k, Q., (z + a) 必 是 AO) [r= 1,22, e, Pa} 
， 的 线性 组 合 ,使 豆 成 为 Ke 中 适合 条 件 


[^70 eo Go dx = 0, >= 1,2,+ bei = 1.21... N 


的 eG Bed. 
证 必要 性 仿 定理 2.2 可 向。 有 广义 一 数 L, = 1,2, =, 


2), BHDR n A LER Ze EE 2 EL HT HOME e 4 
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pus 所 以 存在 一 mwa es | 
2 L, = Ei B 2 2 m. 
再 仿 定 理 2.2， 可 以 证 明 存在 多 项 式 O0), W% 
o, )=0, 27127 pnl = 1,2, jm. 
ti i 


由 引 理 2.9, 存在 点 a, ttes a MBIA Doly 192, 777 
mi;nu-—1,2,--,N), wa 


"n 
L,= Mew.) 


nmi 
EI (U,) 的 不 变性 ,所 以 当 Q < H 时 ， 
0 = LIU ap) = >; u Í e at (x + a)g(s)de, l 
因此 ,对 任何 ee B”, 成立 | 
I Í e Itu Cg ap = 0, 


Huu I ABRE eala 十 a) 的 公共 零 空 间 ， 于 是 , 存 
在 一 组 常数 ee, EE en utu CX) 一 eE ERA EA 
ete" 的 项 即 得 d ta) X dera = 1,2, UP) 的 
线性 组 台 。 D 

JEDE d 


L, = Sete aum L, 2, emus 


Hw] 


Bai aus L, 的 公共 零 空 间 ， 因 下 充分 竹 是 显然 的 。 irre. 
现在 建立 有 上 正定 的 广义 函数 的 积分 表达 式 . 
设 QGO 是 一 多 项 式 ,适合 条 件 
g (S) e7"w*Q (x) = 0, 
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v = 1, 2, 77t, Pa, 10m 1, 2, 75, N, (2.24) 
那 未 对 任何 é€E., E5|E 2.11 可 知 


o(- 2 NE 


Edit, F ËJ Fourier zr P geo | f 
FOO TO EA SQ) 2 0. (2.25) 
4 Fo(p(2) = F(0(2)0(2)e(2))(9 € Z4), Fo J& Z, LEE 
广 沁 函数 ,因而 有 正 测度 daoll), 
| do (22 < co 
Lla! 
(c 是 正 整 数 ), 使 得 ， 
(了 一 人 (aareCD- 
与 定理 2.10 的 处 理 方法 一 样 ， 可 以 知道 实质 上 与 9 无 
关 , 记 作 del). 于 是 ,有 
FCOGQ)0(29(2)) = | QGO)9009 (044). (2.26) 


Hb kx PXOCCOEUELES LEES EU OPEG 
00), AERAR ERATE SETS RO Ae To DRE E Bb us 
图 中 张 成 一 个 线 狂 子 空 刘 ， 记 为 4, PR A 是 对 应 于 二 的 多 项 式 空 
间 。 由 (2.26), 当 P(1)€ 4 时 ,容易 证 明 


FQ) 一 | P944), (27) 
由 dala) REL. Aaa 处 类 正常 的 而 在 A = a, 处 的 
环境 中 ,对 任何 PU) € 4, PO)daG) 是 正常 的 , 设 H* Za 中 
函数 pla) 在 = a, 的 Taylor 展开 式 中 , di 2n 次 多 项 式 属于 


4 的 那 种 函数 全 体 所 成 的 线 福子 空间 ， 称 之 为 有 的 对 个 空间 . 那 
Ks 


Ml%(1)) = | PAdala) (2.28) 
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是 H* LU AGEGESLBUERVETERS. Bio H* JE Z, 的 闭 子 空间 ， 而 
MUD 在 H* Est Z, 中 拓扑 是 连续 的 , 因此 可 以 把 时 延 拓 为 
Z, EJ XH 由 (2.27), (2.28) 可 知 , 当 PC) € 4 时 ， 
(F — MXP) = 0; 
设 Té K¿, i F = F — M, TES PO)EA 时 ， 


P(; 2) r = o, WU: 
x . | 
183188 2.9 祖 仿 , 吻 知 这 时 必 有 不 超过 2» 次 的 多 项 式 We), È 


T = 3e tn ws. 
XB, H (2.29) 易 知 ， PQ) € 4 时 ， . 
P: + 24 NOR (2.30) 
由 于 当 pe H* 时， Us 
TC) -E W, (i 2) wu 
但 是 ， PO 1= a 的 Taylor Wd Met 2l 的 项 必 
与 4 中 某 一 多 项 式 POL) 一 致 ， 如 果 我 们 能 证 明 
f w(i) POD =, 
MRH Q € H* 时 ,就 有 T(9) — 0, BH 
FG) — Mb) = Í Ade, 
实际 上 ,由 (2.30), l 
0 -| eet ( P: 2 + MEZO) "OT 
_ [owr (i -) venenis U 
| -| uS y as (+ 2) eds 
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= w(i $-) PEO 
对 任何 pA) EZ 成立， 因此 。 — 
wai EE) POD anp 0. 
这 样 就 证 明了 下 面 的 定理 、。 
“定理 2.12 WHE Kw 中 筷 维 数 为 + 的 了 线性 子 空间 ，HH 是 
平移 不 变 的 。 设 HT É rH fE Ze 中 的 对 偶 空间 ， 如 果 KL EP XE 
Š F EH EJEIESEI, BKYFEENE da(2)， 当 PO) JEN 
THÉSS Wiszspumt, fede E SH k, B 
J 580) < ç 
1 + laj? 
M qe K,, 而 @€ H* kf, 
F() = J [| paR dala). (2.31) 
利用 定理 2.12 便 可 确定 出 下 在 整个 空间 Ks 上 的 积分 表示 
XX. 因为 H* 在 Ze 中 的 兰 维 数 是 有 限 的 ， 因而 存在 有限 个 不 起 过 
24 次 的 多 项 式 o (o — 1,2, 7 ds a 1,2, um. 使 
得 POEA GEAR | 


"» .(: He =. (03 E (2.32) 


X Ti&é (2.32) NIE SA {owt2)}, 函数 pE H* 的 充 
要 条 件 是 


Aus. 


9, (eani. = 0. 
it 5,0) E Z, 中 适合 条 件 
oer (2) EO INNER 


的 函数 (这 一 组 函数 是 存在 的 为 议 pus GO € Ks, Par m Du, BI 
di (231) 及 (232) 可 以 得 到 : 当 o € K,, 时 ， 


F(o) _ | g Le™’ ibr Xe! ^p “our te) 031p dzdg(A) 
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E EF (9s) Í eter rp ds Lfxwce 
+ ZFG,GU | e [Mant y o, GO GOds, 


4. Banach RUE AME NIBUS EY Bench. 代数 
上 正定 泛 尔 的 表示 有 如 下 基本 结果 : 设 如 是 具有 单位 元 和 连续 对 
合 本 的 Banach 代数 ， f RK R LEX. 那 末 必 有 一 个 Hilbert 
空间 和 各 到 B(H) (SSC GERNE. As, 使 得 Cow ms 
: Fe Tœ 一 (Ash £o), FER, 
这 里 EH 有 是 循环 向 量 . 

” 现 将 这 个 结果 推广 到 咒 pn E 

定义 2.4 RR RASA BOSE, f ER EREB 
m uM 

G) 对 任何 a x, YER, 1o" æ) E % LEE Hermite ma, 

(i) 对 和 任何 3,93€, DL (n, 5), = fr IRAR EREM, 
(%,(-, dy) 的 极 大 仙子 空间 纵 娄 为 Üg c5 la 4 
那 来 称 f de EROS MHI” UR RELERETRB., 

- E bbc RUSe EJE IEZZEB f + y. 

Ry — {x EP 0, VER), D 
BAIR E RHEE. fE % = %/%. AETI, FER, xx. 
(£, y f(x), z€ X, y€ y, . 
BAR SEC, ENTFERNT: w= AOR, Ap 
R, R, 分 别 是 RPA 3E Rak ss TH]. HAAR 
[z, y = — (3 P9 Rs 

这 里 Z= Z. tF, Fm Ft Fpa Sa PER ,2,,5.€9,, 3E 
9t, 按 [… “1 完备 化 得 到 IT. 

CEN LS Hia HORAM EC GU PORE RAE RLRE 
指标 = IA HEIESEREPRBELPSAERS IT, sq], 32b f EG EHI 
jË: 对 每 个 ER, €N, FERT AL, fla HERE fok 

- O DA) = %, A may, O 


c8) 


133213 itx RE FE ESHA s RU Bach 0538, TER 
上 上 对 称 的 负 指 标 为 z 的 条 件 正定 泛 函 ， 那 末 ， 必 存在 不 定 度 规 空 
间 Je, K sn 1, HEZE ABE] BU) 的 一 个 循环 表示 r: 
r> 人。 各 为 循环 向 量 * 使 得 
` G) f(r) = CE E EE 
(i) Že = At. 
` 36 T uEBH2K AE SEL UE F EREA, DEM 
38244 i LE ELI NULLI EE 
SU 和 形式 单位 元 < 生成 的 * 代数 . MONO E X E EUN fA = B8 
A HERE. HUE f ERR Su 上 条 件 正 定 泛 郴 的 充 要 条 件 是 ， 
J 是 对 称 的 ( 即 JG) = T(x9), r ER), 并 且 Fei t Su 1: 
具有 指标 不 越过 # 十 1 的 条 件 正 定 泛 前 . 
证 BA, KO 一 x") (z< 9) 是 了 能 延 拓 的 充 要 条 件 ， 
”现在 证 明 读 拓 后 的 h DO fit FRASE s + i, | 
事实 上 , ÆRE ERER» C. 0, AB023831 
H, RADE 9 一 RGS, HAR JEU me, Oy 的 森 个 
极 大 负 线 性 子 空间 (所 以 dimt — a), HR 是 半 正 子 空间 。 d 
然 , 9, 有 分 解 % 一 X. LW, IX HUE IS R, 与 形式 单位 元 “ 张 
成 的 线性 子 空间 . Pa T f, Rh DER, SAUR XT C. Dn t 也 是 
METR. dni 9U 中 有 两 个 向 量 
d; = Lie + r, TE AQ(: = 1,2) 
Jk oT ARA -T- e RS (n BAR RITHE- 
. (s, a), = — Salis i= 1, 2). 
BUT 14 La;= Ax; han ER, 所 以 
T (|x! + PL = (iaa, — Aida, tad 一 1), 
= (3x; 一 An, Ax: — lari) =>. 0. 
TAY A 3e 0, 3e 0， 上 式 不 可 能 成 立 所 以 entes dR 
不 超过 s-+ 1, uh. 
3HR21S RERE DOCU Ext * " Banach ve 
ER ERAH n AR PEEGEDERI. ER, 如 果 * 一 =", B 


. 1i2 * 


E 4, 必 可 延 拓 成 f 的 表示 空间 有, E RASEARIRCT: A 并 及 
sup{ A| LE CA) < ilal 
《从 而 和 是 万 ,上 有 界 算 子 h， | 
证 WAR, ER 《否则 将 有 Kt) 一 Ce J) = w EET. 
URERI.GXSROHSUBES > HIPS. MEEH e X ICI f 
EET . 
dui jr, . . (2.33) 
显然 有 
` Gy (A) = Ron ALA) CAs JE Hraty MH Mies 
. Gi) BUR z YE % LAE NE #7 (#7 I) BAE 9s bw 
4. pM. Alm G E T, EERIE), M fes. ERE 
max iM, PR ELEME RIDE 
(i) 如 果 x = z", 那 未 对 任何 Ye 8€ 96, 
(CAF s), 一 ilet ley) = f(* x)*y) " | 
| = Kx) u)- ($, jr) ~ G, Ad) 
Bl A;C At. 
由 于 对 任何 r€ 9%, z = z*, * [3 lie. (Goa =, 
Cx — 1) ER, 所 以 由 (s) A 0. 
^EPCAL uU) — RU, — 3D), S AL) > _ "A. - 一 D. 
均 在 H, HER. 当 La se 0 时 , 根据 第 二 £ E ESO Ae tü 
Cayley dh, ERENT, FEAE. l 
: RU, T) = 
《从 它 可 以 推出 nag 
HY) = 
所 以 由 第 二 章 定 理 3.8 的 €), V. DRAPET., F, RREN 
F, 更 满足 . PES 
SUV, — T = TI,.: 
再 注意 到 DV) = RU — AP), S£CV 2) RA — 1I), iin 
H(A; om AD) = A; :— ATY) = ly, 00x ` 
出 易 知 保 距 算 子 了。 及 其 道 VI 都 是 连续 的 ,从而 7。 HIET, n 
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唯一 的 ,并 是 是 T, LEAT. X US 

P. — D = R,, 
所 以 :的 Cayley 变换 d, REDURRCT HRE A. 的 唯一 的 闭 
延 折 ， 从 等 式 - 

. (å, — 2D (3. = (3. — AD p) I 
ULRIBEESEN (ROS A.— al, d. — AI REST, Mom 
(d, 一 117, CA, 一 LL)? AEAT) SERI, à, XE oC), 证 
" t. 

定理 158943) ”利用 引 理 2.15， 先 将 员 扩 充 成 其 有 单 位 
BAI 96, f E Rp A ERU f f AR E B SH RARE + 1 
EUM EIEXEEHN. laf BtpetERO38 TS TRA MK < n ++ DA 
EOS Ee Hk. HR C. Du, TERR, 由 于 对 任何 rem, ` | 

pr = zc aaa X, 
所 以 E REMER. EA. TUÉS 的 一 个 表示 . 由 引 理 2.15, 9t 
中 自 共 者 元 x 的 表示 3, 是 x CARENT, 所 以 上 述 表 示 是 对 
称 表示 。 证 毕 ， ` 

UMEE SURE SETTEE SIE EE BB r AE RRUDERU. 例如 , 具 
有 单位 元 和 连续 对 合 * 的 Banach dUOLEGA EEUU ER, 
但 条 件 正 定之 隙 就 不 一 LEERT. 

— si Z1 任 取 一 个 无 限 维 实 Banach 空间 B, 4 TY: LER 
REMA, iU x — (x + iyl*, YEB}, ER LESARAR 
法 如 下 ; | | 
(a + ig)(x + iy) = Cax — By)  i(Bx + ay), 
| 《xz + ix) + iyi) = D. 
又 定义 | 
(x iy) = x — iy. 
. ije = yl] = 十 M 
易 知 和 所 是 一 个 对 称 的 可 交换 的 Banacd 代数 ,定义 
Fla + iy) 46) + JO), 
y 4t4 s 


P EE SA E— A 9 f TR 3F20 0 A, A FAEROS x` 
《对 任何 x HE : 

e + iy + Ael se: + 1E +. 217 
EXPO BS. 1- BJ apii ESE TE k, S HR k 35 RES 二 


$3 BORAT. 


| — T Hilbert TATE " d ipia 
示 瑟 上 内 积 和 范 数 。 WAJEH E AR 2 pk W T, in x 
0€ o A), Hi 4 SEAT U — AA, ARTE ABO R MYT. 我 
们 在 本 节 中 将 应 用 不 定语 规 的 观念 来 当 宪 鼠 的 说 的 性 质 ，D 与 4 
的 关系 ,以 及 反问 题 ， RH LEGERE RISE TU, Jepan 
Ë 二 4*'4 有 解 (同时 玉 演 宗方 程 解 的 一 TERR) 

LARA SUA ER EX ENT 

OXX 31 设 4 是 Hbst ilh DAORALENCT EH 0€ 
eC), hi4 SH E— —HPhEsb Xue gh C ; y; uns 7 

TA 5 008 00. 

WOO ID GR (H, 4) 是 非 授 借 的 双 号 性 空间 Q Q 

如 果 4 一 1， BE (H, D SEHR. 又 如 果 4 — 4*, W 
* nc D RUSSE SCSUS I, TREE, dits dn 
m 


- tá ME 


f : f 4 一 | uz, "E 
是 4 T3 H, H- 是 4 的 正 、 负 谱 于 空间 ， P Ra H; E 
HG T. SH OENUNSDD. JASAR o Oa, 

. [em EAD se tau 
- 易 知 这 时 有 
(r,y)= [x14 x; € H, 

其 中 J 一 P — P. | 
EXELXCIIIJICHGEEB DEARBHA Hiber 空 


m, dee 


f&fH ETE. XX HEDCRIUAEDUT SEdMUDR SE ELS] IEEE 
来 讨论 (B, Co, OY ERETT, RAATSI SE CH, 
S0 上 基 些 算 子 ,并 列举 它们 的 一 些 性 质 。 
EXI &RROBSDAMSmR (H, (0. D ERER 
子 ,如 果 存 在 常数 M ,使 得 


l tnana GB, y) «M, i 
MERRE H, Ca D 上 有 界线 性 算 子 . —À (H, 
Cr» rm, GC) 上 适 台 下 列 条 件 的 线 EET 
T', 

| (Tx; y) = (+, TY), z€ ICT), ye ez (T^) MC 
Ig y 80382 (ORG ACE ROISNCT T1 称 为 THRRET. as 
BENT TWE 了 一 了 T+， RTE, C, D LH ti. 
如 果 线 性 算 子 U, MUI z y QU. Bh, » 

200. GRÜUD S GUYS, ND 
Riu RE CH, (- ，, N EREKE. 如 果品 不 仅 是 ( 甩 ， [es e») 
REAT, HERH ENNY, 那 末 称 U 是 (H, ( - :» EB 
RF. (H, Coas LE E BARRE Ros a.c. S) EB 

ETDUUTTTMBN 2. mE 

SUN 31 JHEXORAMENBIOL C, C O5 2) 上 
下 列 命题 成 立 ， 

G) B 为 (H, 人 FARRER TORERE, 5 是 (8, 
D 上 有 界线 性 算 隆 。”… 

GD BEA 肯定 线性 算 于 。 那 订 pt EREE, 
并 且 有 


B'-A4*' p*4*, f . (3.3) 
而 BB 是 (H, A) LE 3ESEN-T BS EAT ` l 
A*B = B*A*; . GA) 


(B71)? C B WRRRHEB S AA 可 交换 GASERA 
446» 


AYA — al (ee 是非 零 数 一 一 下 一 小 节 中 将 知道 只 能 Jal = D 
时 ， 对 一 切 (H, A) 上 有 界线 性 算 子 B, J (BT)! = B, 

Gi) (H, 4) .上 西 算 子 必 是 有 界 算 子 ， 

(v) UU 是 满足 ZU) = H= AU) BRENT, 它 为 (H, 
4) EBECTIUASHAMUE FEEN RREN dala E 


Cab UYU = 1, P) UUt = 1, : a E 
2E e) g- 4*^ U"A*, d) TA*U = 45; e) U*AU = A 
(3.6) 


(d 对 于 a, p moe quor = U. ' 
(vi) o(B*) = e(B)C— (2|A € (B) D, 从 而 当 pi = BM, 
at) 必 关 于 实 轴 对 称 ， YUE (H, 4) LART, 


s) ~ {> frett) 
U} 
BITFA T A Sr SHE, 


(vii) # P RE (H, 4) EBERT, PEP 必 是 有 界 的 ， 并 且 
H= PH) (ny 一 q 7o), Hex uq A» LR 
ZAM. i 

通过 直接 计算 还 不 难得 到 (H, 4) LEX Cayley "m 
X. THO GRUH LEE SENT BUS EIE BLA dede LS 

RIR 3.2. ip BE (H, A LEER CP. Ze p(B8)， 
lat 0, 那 末 i Eoo 
U = (B — ẸDCB — D |o: (3.7) 
E (H, 4) 工 西 算 子 , 并 且 1€ o tU), Im, RU CH, A) E 
西 算 子 ,并 且 1e o(U), Sb E 

B = (tU — FI)(U 一 "E ` (3.8) 
是 (H, A) LETEELIESERCT, (3.7), (3.8) 互 为 逆 变 换 ， 

2. 极 . 积 算 子 宏 候 及 其 性 质 | 

定义 3.3 设 4 是 Hilbert 空间 (H, [ + , * D 上 有 界线 性 算 
子 , 0E (A), WAT U = 4* UA RARR RET. 

育 时 ,对 任何 ¿€ oC), 也 称 U, = (4 — 3* (4 — 21) 是 


+ 8 


ADERAT.. 
显然 , 当 dmH = 1, sR a 14 a > 0 有时， 


U = i a = =9(8 == arga), 
aq ， 


5138 $3 设 4 是 Hibet 空间 (H, [+ ，* D ERE E 
EF, 0€ o(A4), BERT U m AT 4, UT — ATA" RS BI 
(H,A*) 或 (1,4) 上 的 得 第 子 , 从 而 o(U) XXP tim SERI, 
AURV E (H, At) S (H, 4) LE WT. PKU E. EV TIS. 

证 dBUUSESUM, 又 由 于 A = A'U, 所 以 A* m U*A, 
从 而 、 
UA A= UU. o (83) 
HH 5138 3.1 的 Gv), UJ CH, A) & (H, 4*) EWERT. 再 由 
引 理 3.1 的 (7 .. 


< 一 一 
UY 
PTS 4) (GE. (H. 4*)) 上 的 两 每 子 ， CEE EST 
C(O = V, HE5 316G), V 5A" 4 (或 > AAY = 
UT) 可 交换 。 证 毕 . i 
3334 设 4 蚌 Hilbert 空间 (H, [+l) 土 有 界线 性 
算 子 ,如 果 存 在 <，Iwd 2 al > 0, PK 
(i) 0€ ptA), 
(ü) U = A* `A 是 Hilbert B (H, 1,4) EENT, M 
而 oU) ERAMA L E 本 有 下 富 的 约 化 空间, 
(ii) 1€ eQU), 
证 G) dd 4 = + ib REASRAM. 对 任何 rEH, 
(Az, x) = (ur, x) + (gz, r), ` 
(Hn, x) = (ux, z) — (er, £), 


ME ] 
ICAx, x)| > alx, Ar, zy] Zell, 
BETA, 4C. A" "是 (H, [- , ' D 上 有 界 算 子 , 即 06o( 4), 
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(i) 由 引 理 3.3 WJ (3.9) 式 知道 v — U*vU, BERIESISE 3.1 
BJ (v), U RE (H, v) LIRAT. 

Gi) AX — | 
“ A= plea t id), A*— vey —iD (3.10) 
EE su -o'(us)w-— ot (ss)s*, Bü eva E (He) 
LBJESEECT. Ri (H,e) 是 Hilbert 空间 , 则 一 i 必 是 Hr) 
F BST vu 的 正则 点 ， 

| AX (3.10) 知道 ,ww 的 .Cayley ZR ORC L = — i) EË U, 
从 而 1€ plU), TEH, | m 

类 亿 可 以 得 到 下 列 定 一 ， f . ` o apt `! 

定理 3.5 设 4 是 Hilbert 空间 (H, I? -D 上 有 界线 性 算 
T, D€ ptA)N 站 plIm4)， 那 末 U |= ATA 是 不 定 度 规 空间 (H, 
Im) Imwrms le p(U)。 特别 ,如 果 

: E, = (x|(ImáAzx, x) < 01 

的 维 数 dimE, < co, U 就 是 Hx 型 空间 上 丁 算 子 ， 

证 由 于 A= (e iD), 4" 是 有 界 的 ,所 以 一 3 gn 
型 空间 (H, v) LARIAT o ta 的 正则 点 。 从 而 I € e. E 
的 可 类 似 于 定理 3.4 的 证 明 。 证 毕 , f 

推论 3.6 设 4 是 Hilbert 空间 (HU ,- D) THARUN 

子 , 可 果 存 在 复数 z = re", 使 得 Imd) Z al > 0, A De 

eLA), U = A*' AR (H, Im(zA)) LEAF, HE e 8 e(U), 

证 考察 4 m4. 4 满足 定理 3.4 的 条 件 , 所 以 ， 

| U' — (A*A = U 

是 (H, Im(zA)) LERT, 并 且 16 e(U'), WUE, Im(z4)) 
LHET, 并 且 ， e= E pU), WEHE. f MEM 

X317 设 4 是 Hilbert 空间 (H, (-. 0D EERAK 
算 子 ,对 任何 满足 14| IIa 的 复数 1， ; f 

U, = (A — AI)*^(4 一 ir) 

必 是 某 个 Hilbert 空间 上 的 西 得 子 。 如 果 记 re, Er: 
' — e" € p(U,), 
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证 SRAT 4, 显然， 


B, 总 有 
lim Bl = sun. |GmBx, x)! < sup ,| (Bx z)| «IBI» 


所 以 
Im (二 A + i1) »( 一 js 中 p 0, — 


MGR E A + i1 的 极 - 积 算 子 UV' 是 Hibe 2 (H, Im (1 A+ 
$ . MAL 


T A | cl. 由 于 对 性 何 算 子 


1) ERETTE! EPU). MTEF | 
A—-Ab-4 (La + a) 


的 极 , 积 算 子 U, = enn PU hÈ (n. Im (à " 2) E e 


子 , 并 且 一 67 € QU), 所 以 定理 得 证 . 
显然 ,对 一 般 的 算 子 4 来 说 ， m 3.7 中 的 条 件 Ia] 上 zl 是 
不 能 改 为 lal > lal 的， 
3.U— AY'A 与 A 的 关系 IN 5358358 dto I 
子 与 4 的 关系 . mE 
定理 3.8 UAR Hilbert 空间 (H, l-e, D 上 有 界线 性 
算 子 ,而 且 存在 常数 oa,Im4 >al > 0, PAZERA E Hilbert 
(Hpo) G — 1,2) 使 得 
G) 4L A* NOE (H,o) 到 CH, v) 的 西 算 子 ， 
(ü) 存在 G, o) 上 谱 泗 度 集 中 在 la, 8]C C0，2x) 上 的 
谱系 {Eil e Eo, 2x]}, 使 得 对 任何 A — (1, ac, E: 
l .AELHCELH, A*ELHC ELH, l 
而 且 对 任何 *e ELH, H 4 
HA ams] < Alalle Al = a a), 
证 inco, nm AAt, YECH, v) 的 内 积 , 范 数 分 
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A Lelet- |... BS 44 4— UR (Hv) LERT, CH 
WRA i(Ejae€elo,24]), XEF 1€ p(t0)， 所 以 谱 测 度 集 中 在 
le,81c(0,-2«)rp, FENE A* & (H, o) 到 (H, a) 的 西 算 
子 ， 事 实 工 ;对 任何 z, YEH, 
[4*«, A*y], = [91x A*yT = [ 4v14*x, »] 
I 一 [rz y] = [*, fl, 

又 因为 A* EH LERH., Ara 4* E (H, vj) Fj H, v) 的 西 算 
To HT A = AU, 所 以 4 也 是 CR, n) 到 (H, 2 HAFT, Bn 
G) 成 立 。 

取 Ej A*EIAUU, EUN {Eila c [0, 2=]) 是 (H, ej) 上 

谱系 ,并 且 A*ELHCELH. i+ 4 — AU, 所 以 
A= A" KÉ c*a E) = Ë e^ A*d EL (3.11) 
从 (3.11) £40, AELHCEAH, EH re EH Df —— 
| ICA — e^ A*)x P um - If, (n — e?) A* Biz D. 
< Jata llet, os le n 

BF jH = Half, 所 以 G3) 成 立 . EE 

”下 面 是 定理 3.7 的 特例 . 

ARSS 在 定理 #7 前 假设 下 , 又 如 果 Rei miski +, 
WRF FR (e), kx, =b X È» n = 1,2,-,. B 
&Hr—»"8mdu rz (E. a 一 1, el] AUR 
限 维 的 闭 线性 子 空间 ES, 使 得 


WAH- > LE. 
(du) BENEH, QE MU ORR) R 
iN n EE, m 
并 且 
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Ax 一 Š erd"; CRR). 


证 ”因为 "是 (H,[*,- D 上 全 连续 算 子 , 而 (H, v) 
5 (H,1) HEt PA vu Ei (H, r) 上 全 连续 算 子 ， 由 
Cayley 变换 , 易 知 器 的 谱 是 可 列 的 ,并 且 当 ee alU), 
ei 3 — 1 
时 , 衫 应 的 谱 子 空间 是 有 限 维 的 , (e ta) 就 是 U 相应 于 一 1 的 
RETZE. HAARE 3.7, 易 知 推论 中 的 G), Gi) 成 六， 证 毕 . 
定理 3.10 设 4 是 Hilbert 空间 CH, [ * , * 1) 上 有 界线 性 
ATIR . 
G) -为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 à € pld), 成 立 
OU; u, = U, 90. SU, 
Ba 8," 


“a” ， 
这 里 e 是 方向 导数 。 


(Gi) 如 果 存 在 常数 a。 使 得 Im4 al > 0， 那 未 4 为 正常 
算 子 的 充 要 条 件 是 口 为 正常 的 ， 

Gi) 4 是 正常 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 ,4: lal > lal, df 
U, 是 正常 的 : 

-证 G; G), Gi) 的 必要 性 都 是 显然 的 ， FEREENA 
25. 

E «i à - D, " A" TET 记 4 一 x xd, 
容易 算出 . 


OU.| _ yatay gamt 
A » ATARA, (3.12) 
oU qn 4 
— > === * * 
| | gas c(t aat. 00 Q43) 
3 3g BE Æ 4 = 0 时 ,有 
BU, y, am， 
84 ða’ 
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s 
: U; BU, = 8U, U; : 
: Bà |: 04 ,, : 


从 (3.12), (3.13) 就 得 到 EE 
— ATATA p A um LAT ae APATA, O (314) 
| A7'A*" A + AT m AT A A AT, (3.15) 
显然 ， (3.14), (3.15), Ti BE JESÉA AURI 
- ` AE A TAA = A487 LÁ ATE AIT q, 
BU 4 RE BS. 
(Hñ) FH (3.9) 得 到 
u= Uul, eG eU, ` 
HTU EH, v) LEETMA oCU) SE LAORE, EE 
Hilbert Eh NEERA EAER METOE ION T. Ps 
U* = U^, 
ATAY = U = Ut A*A, "5 (816) 
BI 4 ROGERUS E 
。 Ci) 根据 定理 3.7 及 本 定理 的 (ii) 立即 可 知 ，4 dar 是 正 
eto. Mm edcE MEM. VER. — 
-FERRE FK. FW BROKER TENDE. 
PEII G) 54 H, l, D 'EWIES W BE 
对 一 切 1€ (A4), U, BERET: EZ, MAARA ic AAY, 
U,EESOLT UR 4 是 亚 正常 算 于 ， 
Gi) Toii gy IE sky AE LAC HB BJ RE o (A), 
oU) SKEARE. 
| Qi) 设 4 是 亚 正 常 或 次 正常 的 算 子 ， 如 果 有 ae e, Uu 
JOBS EE A i GT, 
证 GO 是 显然 的 . 
Gi) 对 于 下 正常 或 次 正常 算 子 4, 凡 及 Epl), WA 
IISI, 
所 以 e(U,) 包公 在 闲 单 位 留 肉 ， 又 由 于 Wo 关于 单位 圆周 对 
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称 ,所 以 o(D,) 落 在 单位 车 周 上 。. 

Gii) 如 时 U, REGE ERU, KH Gi), (U) EYE REUS E, 
根据 定理 3.10 的 (ii) 的 证 明 中 所 指出 的 ,Vi 是 (五 ,[ . ,* D Egg 
算 子 ,这 时 就 有 

(A — ADLA — 41)* = UT! -UI 

= (4 — A)*CA — AD), 

BU 4 — M BERR, Afia ATEGIETSBS. UE, 

利用 上 述 推论 ;可 以 造 一 个 算 子 口 ， 它 不 是 西 算 子 ， 但 能 满足 
"FPE. 

G) Juj — 1, 

Gi) e(U) WEXERRREIURL E. | 

Gü) 4 49[0,2«1 JE L0, 2r] 上 Borsl 集 全 体 ， 存 在 单位 
圆周 上 谱 测 度 ( 不 是 直 交 投影 ,而 大 平行 投影 ) | 

(ECB)UB € 22[0,2z]Y, 
使 得 对 任何 B € [0,22], 
UE(B)HCE(B)H, U^E(B)HCEGDH, 
-A31 HEX GL E-, D) 上 非 正常 的 亚 正常 算 子 4 。 再 取 

jal > fall; fg U, — (4 一 MD)*"(4 一 41)， 由 推论 3.11 知道 
QUSE 11711 BM MALA < :, BETAH 1. 
R, U, BRE L,- D 上 而 算 子 (否则 4 Rar M R). 则 根 
HEM 3.7, ME EXE Gü) 的 谱 测度 (ECE)|B e. Sg [0, 2«1) 是 
存在 的 . EE | 
: ”下 面 再 举 ~… 例 ,说 明 U = ATA 是 正常 的 ,然而 4 是非 正常 
的 ， 

例 3.2 dk 4, E Hiber Zy (H, T (D ERRER 
+, 06€ eCA). Waw lal 36 0, 1 ARA, f A= HỌH, 以 及 
Ë ERF 


* 424 。 


55i 


(ovas t. I M aes slnpAtA y 
Pm L aa a a 
. 1 , d: 

9s ar | V o aa 


oY 
^ ^ Zu iib L R aji 


TA AEA LEERT, 而 aa RHIESERIS i 

下 面 考察 4 的 约 化 子 空间 问题 。 | 

- 定理 312 设 4 是 Hiber 空间 H, t>,- D EAR 
ET. 

Gy dep( DU A74 ROCA EUER ME ZN (H, 
4) EART RE UT, v) ENIENCEP, d. LIRE 
O RRETHE P 可 交换 "， 那 未 4PH, 4*PH 必 在 Gib "H 
LEF 《1 一 PPH. 特别， * p= Pt aon PUR (H, em . 1) 
EREKTI, PH 的 化 4; 0c 

Gi) 和 如果 0€ p(Iut), PH (HÉ. E CREE. Gm 
来 PH 约 化 4 的 充 要 条 性 是 : E PE a, 4) 上 上 投影 算 子 ; B) 
PU 一 zi IEEE 
(0) BB w = UU, 并 且 . 
[ooPx (1 — Py) = O, < yB. 7C NEC 
又 由 于 A= A, 所 以 w ~ TD， v= U*vULA m a v 是 
HRD) MG. DRAN . l ev 
LZ w = Ut š tU, vw = U- LEICA Das G: 18) 
HI ri'm, sç V ESUTAR. 从 而 对 任何 =; y € W 
[ePr, (1 — P)y] 一 LesPos* 9x, (I 277 "rH 


1) 如果 Qus) 是 Hk mesi NE fix LN 这 种 
(^ BERTRS, 
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luPs, (1 — P)y] = [vopys lnr, (1 — P)y] = 0, vod 

BU APH, A*PH 都 在 (H, L, D BERT U 一 P)H, N91, 
M PEE (H,[ ` , ° D EREXIM, PH BHE 4, 

G) 必要 性 已 知 P= P, 又 了 与 4，4 都 可 交换 。 所 以 
Pr 一 vP, Bl 一 pe 一 oo 一 从而) 是 必要 的 ， 而 
5) 的 必要 性 是 显然 的 。 

充分 性 ”因为 PP", Bra), P= Pt 一 v-'p*v， 所 以 P 与 
?可 交换 ,利用 如 ,定理 3.5 以 及 Cayley 变换 便 知 ,P 与 

Uy “= QU + DX — D°: f 

TRR. 下 此 可 以 得 到 总 一 uP, MAT PA - 一 ` AP, PAY rds. 证 
Ea. 

， 根 据 定理 ,3.7 对 任何 pal > LATRUA, U, BUERT Hilbert zz 
i (H, o) LERF, iE (H, v) LEBW STK Pn, 立即 可 
得 下 列 推论 ， | 
， LE 设 4 是 Hilbert 空间 a, Du» LARAK 
FT, 2 E GU, EET ACA TREE 
"34d. WKT PES 的 1, 必 有 c | 
toas Pa (PIP* = P, PU, = UP, Pe Pah.. f (8.9) 
4. 算 子 方程 AYTA- U 0 NEG EMELTST u tsa 
4 后 ,研究 U = 4* 4 的 性 质 以 及 局 与 4 的 关系 。 现在 又 考察 
相反 的 问题 , 即 对 怎样 的 算 子 U, 方程 4*'4 — U 是 可 解 的 ; 在 
可 解 的 情况 下。 解 4 的 一 般 形式 是 什么 ? 

ATHRU (H,U-,- D 上 村 常 算 子 或 相似 于 菜 个 正 
常 算 子 时 方程 A'A =U 的 可 解 条 件 ; CLR RSS PS GR AE 
的 形式 ， 显然 得 首先 要 郑 察 方 各 A= U*AU 的 解 . 为 此 ,我 们 需 
要 下 列 引 理 ( 它 们 的 证 明 参 见 附 如 HARRE). | 

BIE N, N, 分 别 是 Hilbert 空间 CH, v), (E, e) 


FERET, N= UR 是 极 分 解 ， | E44 是 二 的 积分 分 解 ， U, 
的 积分 表示 为 U'(C-), BR, 4 = mdN， 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 
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AIRUR ACH), AC) E HG ) sim (Lm gene, H 
BACC ) 是 有 界 算 子 值 函数 ， 对 每 个 r， s 
| v(t f) ane ain 


, AS ESL ISR B HE2, 下列 是 引 理 3.14 的 直接 推论 . 
He 3.5 tN, N, 分 别 是 Hilbert 空间 (H, n), (H, v;) 
ET Cr. (H, =.) 到 (H, go 的 有 界线 性 算 子 4 满足 
NAN, = 4 
Bf. IP 4 A38 N, S ir iN TR Er BO T5 TRI RN B3 
is GE TELSI RR B HM TE 2 4. 
¿ME 3.6 BN, N 分 别 是 Hilbert 空间 (H， P (n, 2;) 上 
ERNT, (H, v) 到 (H, a) DARREN Z WE ` 
MAN = A 
时 , 必 有 NIAND- A HI. LEN 4 z; = 了 时 ， 有 4 一 NYANY. 
推论 317- (Fnglede-Putnsm = Nas, Aa BAS 推论 
3.16, 如 果 推 论 3. 16 h WE NA = AN, BERRA 
m NIA -AN . 
特别 当 n=l 时 ， .有 NEA — ANF, . 
推论 3.16, 3.17 即 附录 了 中 推论 3. 
定理 3.17 JEU 5 Hilbert 空间 (H,[ 5,7 DEERE 
+, th, R,, H, $r BUR UZERE E JEJE IBS 
谱 子 空间 , 记 U;— UlgG 一 0, 1, 2)， 避 的 谱 分 解 写成 


s= |... 2 Sas, x ee, ME, 
那 示 方程 AVA cU 可 解 的 充 要 条 件 是 ， lu 
(i) e(U) = -一 一 
ECT 


` AED 西 等 价 ， 


uli 


Gi) U, 5 UF”' = Í 
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“URE G), Gi) 时 ,还 成 立 | 
Gi) HDH 必 约 化 A74 — U 的 任何 解 4 + 7 Hi 
为 UI BLAME, BOE 4 在 积分 分 解 下 是 Thu, KIP b ERA 
有 界 逆 的 有 界 算 子 值 函 数 , 并 且 2 = bo, 
Gv) 4 在 MOM 上 的 一 般 形式 是 


ú U dp H 
Almen m ( 
Imon m, o), ^ 


A= ATU (320) 
而 4 的 一 般 形式 是 :如果 | Hat 一 122331 (unu, 


(UU) 的 积分 分 解 ; zy U, 的 表示 分 别 为 BUT, i U; QU, EE 


Hy ET). 那 末 通 解 4, 一 TAS, 其 中 v, 是 任 一 - 实 现 U, 
Üf^ BU ERNET, 它 必 有 积分 分 解 Vie», Xu vu LES 
E OBAT, Hü s # H, 中 有 积分 分 解 So, SC, 是 具有 界 邀 的 有 
APT. HH SU; 一 UbSe, 
| E G) BUREE ERK. 今 证 Gi) DAENT: 

HU. 为 Hilbert 空间 R = "HOMER IA 

Ü = BUBB U* 一 UfQUfGUe, U^ (3.21) 

Tomum. 所 议 存 在 HG _ 1, 2) 上 可 交换 的 两 个 谱系 
[E L + 0 < p < e), FACES <), Ll MEM 


. U, — - [pea ma, ! T, = -pers - 


AF A= U*4U, meses. 14, HH, 必 AR SUASIT n 
并 且 v 


y - (° NM mo 


4 0/H! — MEfIo/lHy 
由 于 42 8, DA Ari, Ap BER, Tü 
A'A | nen, kan U | sen, f 
就 得 到 
I AT A, U, Af 'A, = U;, (3.22) 
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"Ro = Wiper 


然而 (3.22) 可 解 , 等 价 于 方程 
A = UIAU, (3.23} 
ERARA DHE A. 事实 上 ， 如 果 《3.23) 有 具有 有 界 逆 的 解 
A, FAT = UFA, SIR 4. 4) EREG.22) BS ES BLZ, 94 (3.22) 
TENE i4, AY 时 ,由 于 Af A= U3, 所 以 Az = UIA, 代入 
AT 'A — U 后 就 得 到 Ai 是 (323) RE. 
HEERE (3.23) 4 RUECH FUE NE A 的 条 件 . id, = V.R 
是 极 分 解 ， V, k H, Ez 日 ;的 西 算 子 ， 从 (3.23) 5l, RU, = U,R, 
用 极 分 解 A, 一 VR fü) (3.23), 利用 R :有 界 , 两 边 消去 尺 ,得 到 
V, = UFU, BR UŽ = VU, VF, (3.24) 
这 就 是 说 , U U EAG Gi) 的 必要 性 证 得 . 
反之 ,假定 (3.24) pr, TI (3.23) 就 具有 有 界 道 解 VR, R 
是 H, 上 上 任何 与 U, 可 交换 的 具有 有 界 逆 的 算 子 ， 从 而 《3.22) 有 
e. 
下 面 来 求 (3.23) RAER NKE 4, 的 一 般 形 式 . 
记 


vi- | pagi, v; = [iam vi = [eni = 1, 2). 


ER | Hidat = 1, 2), Vhs Vis Vb, VÀ Br P, 


T Ui, Ul, 其 中 U; E Hi ERIT, RI UL, 是 西 算 子 值 函 数 . 


设 V, (E Uf? 与 U, 西 等 价 的 任 一 西 算 子 , BO (3.24) 成 立 ， 
根据 引 理 3.14, V, 有 表示 Vos, Vo 是 Ho 到 HO gi T. 
便 是 (3.23) 的 一 个 具有 有 界 逆 的 解 . 

如 果 (3.23) 有 另外 的 具有 有 界 逆 的 解 Al, 从 (3.23) 易 知 ， 

8 = FA 
必 与 本 可 交换 .因为 到 是 正常 的 ,根据 引 理 3.14 或 Fuglede-Putnam 
定理 ,5 必 与 URU, 可 交换 。 因此 , S 有 积分 表示 Sos LAX S 
与 V 可 交换 ,所 以 SoU) = UiS, BGF SAR, MN So 是 具有 
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PRG RUSC EA BELI A BJ OREN V Sao, 这样 就 
得 到 定理 中 的 (iv) 的 形式 ， 

HÆR AL = U 在 于 上 解 的 一 般 形 式 , d À Alms 
BÉ. AA h = Ua ATU E M. LAAT, BIOS do Uns 
(3.16) RRI, BI A E3 U, Tj, 从 而 Aa 有 表示 dos an EREA 


TENERA TERN, JE a $7) m e. < bg = a T 8 
到 56 一 bf, MAMAE Gü) 的 形式 ， 证 毕 ， 
推论 3.19 ”在 定理 3.18 假设 和 记号 下 ,如 果 4 是 4*-14 一 U 
的 一 个 解 那 末 
G) 4 是 正常 算 子 ， 
Gü) BG = 0, 1,2) 是 P BAKEZ, at vg H, 上 限制 
为 (Py, Ar (OU) = o( OP) = Vars), 
Gü) H,G = 0, 1, 2) 是 A*A, AA* 的 约 化 子 空间 ,( 4*4),， 
(AAT), 438] A*A, AA 在 HB 上 的 限制 , 则 必 有 
(dd o( 4 4*)) — o(9), 
e(CA* 453) = 0((4A4*)) = el SVr, 
e(CA* 4) = aCA A) = a(P), 
Joh p EHEM 3.18 m b. 所 定 出 的 算 子 ， 
证 在 HQDH, 上 ,由 (3.20), (3.22), (3.24) 得 到 
1 Ur!" ATA: o 
ML 一 0 auar) 
a (09 D ) 
o ViVAIViyispps/? 


AYA, O s Oo 
A* Alu an, -( " ) -( T ) 
O A*4, o ViS(Viyupg 


Add O S(yi)" o 
4A" inam = Í un .)^( (2) ). 
.0 AA? O — Ví,SVs? 
AEE 3.18 的 (i), 得 到 
4 


由 此 可 知 ,推论 中 的 G), Gi), Gü) waz. IË, 

ik 推论 中 的 (i) 曾 被 M. D. Choi 得 到 , 并且 还 被 证 明 是 充 
分 的 : 即 如 果 与 是 正常 的 , 那 示 Ú — 4* 14 二 是 正常 的 。 这 里 
也 提供 充分 性 的 一 个 直接 证 明 ;， 由 于 AA = AA’, 由 Fugliede- 
Putnam 定理 立即 有 APA = AAY, HETI A*A = UA. E. 
F U 8 315482] 4*4U = VAA, Bigaa 

A* AU* = U* A* A, 
从 而 UA*U*-— U*U AY, 现在 ,只 要 证 明 APUT = D*A4m 就 
JAT. ELE, H AVA = AAY, Mfg 
U*A*? = A*A 14: = 4*1 440 qM 


urs. 

下 面 考察 如 相似 于 正 带 算 子 的 情况 。 先 建立 一 个 引 理 . 

引 理 3.20 Hilbert 空间 (R, L, D 上 有 界线 性 算 子 了 相 
似 于 正常 算 子 N 的 充 要 条 性 是 ,TT 必 是 某 个 Hilbert 空间 (H, v) 
开 的 正常 算 子 。 

证 必要 性 ”因为 存在 具有 有 界 逆 的 有 界线 性 算 子 4， 使 得 
T = ANA. 22 A 一 Up ERDRE, N 一 U*NU, Ha uk 
HATARAN 也 是 正常 算 子 ,并 且 T = e Np, B e= 2, 5 
ATE (H, v) b RS CT Tt 一 PT*p 一 No, 并且 
TT = p !N'*N' a = TTY TÆ (H, v) .上 正常 算 子 . 

充分 性 ”因为 了 是 (H,v) 上 正常 算 子 ， 因 而 在 (H, o) E, 
TÉ] 

了 一 | EGG) EC) EC) = EC), 
4 E'() = EOW, A ECP = E(), 

E'(*)* = EC) ot = t RO i = E'(*), 
B) E'C) E (H,[:, D 上 投影 算 子 ,从 而 
T = | zd E ot , 
eT) 


而 | dEi (H, [tD 上 正常 算 于 。 IER. 


cir 
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BR. Gu sBUDUT TET ATR PT BUE UE 
个 Hilbert 空间 上 正常 算 子 ， 

定理 3.21 jU E Hilbert 空间 (H, r) 上 正常 算 于 ， 那 末 
方程 A*CA 一 U 可 解 的 充 要 条 件 是 把 (8,0) 视 为 定理 3.18 中 
(H, [e *]) FLATUR EEE 3.18 的 G), (站)。 当 可 解 时 , 方 
E AA = 避 的 解 的 一 般 形式 是 A= odn A 是 把 (Hv) 视 
为 定理 3.18 中 的 (H. [-, - D) 时 由 定理 3.18 所 得 的 通 解 。 

证 记 s74 = d. 方程 44 一 已 等 价 于 

A, = v A*U = ATVOU, 

因为 ste£9t(s t» = (v), BIBLE AA = U 等 价 于 
di = (97A) 'U = APU, 由 此 妈 得 定理 3.21. ur. 

推论 3.22 设 避 是 Hilbert 空间 (H, e) LAAF, WEH 
fg AA = U 的 通 解 是 

A= VU, 

Ku VRGEX T S Uni GI,.e) RAAR EAA 
AT. 

证 用 (H, e) 代替 定理 3.18 中 的 (H. [*, -D, MOUE 
(F, +») 上 自动 地 满足 定理 3.18 的 可 解 条 件 (i), Gi), 并 且 相 应 的 
(Hi,v), Gl, v) 都 消失 了 ,根据 定理 3.18 和 定理 3.21, 


-ie à i8 
Aez be, Uie—re 2 > V erba, 


IXH 下 一 如 AMB VE (H, s) 上 自 共 轿 算 子 . 
显然 。 任 何 与 媚 可 交换 并 且 有 有 界 道 的 有 界 算 子 w 所 导出 的 
方程 A*A = U 的 解 4 一 ooDi， 正 是 通 解 4 一 »VUS 中 
请 足下 > 0 (EHER (T, e)) 的 解 的 全 体 。 
事实 上 ,因为 4 一 *FDt 是 通 解 , 所 以 相应 于 款 的 焉 必 满 足 
FIA: HAEN, YEH, 
[vax, ay] = (a*vaU Us y) 


= [PUU s, y] = [vVz, y], 
所 以 了 是 (4,9) 上 正 算 子 ,并 且 V = g'a, 
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BIS mat vj He) LEST, 那 末 取 o= Yt, MAM 
R. EE. 

例 3.3 现在 举例 说 明 ， 不 是 每 个 算 子 4 必 有 A'A 相似 于 
一 个 正常 算 子 的 性 质 ， 例 如 , 当 dimH —2 BF, ERUERA cs 
ce 下 取 


于 是 


—1 1 
U = Ava = È 3. 


因为 e(U)—í— 1), WR UIRUUT ESA TN PEN 一 —I, 
从 而 U = — 1. 这 显然 是 不 对 的 . 

对 于 给 定 的 不 相似 于 正常 算 子 的 U， 有 下 列 定理 ， 

定理 3.23 设 上 UU 是 Hilbert 空间 (H, [+ D 上 有 界线 性 算 
T. 0€ e(U), 并 且 e(U) 为 单 连 区 域 。 这 时 ,方程 4* 74 = U 
可 解 的 充 要 条 件 是 存在 完备 的 不 定 度 规 空间 (H, v), 使 得 为 
H, r) 上 西 算 子 . 

当 可 解 时 ，A* :4 = U 有 一 个 特 解 4: 


TÉ 


A = 26 3 QU — D)? + D, Atm 26 I (U — D”, 
(3.25) 
如 果 有 另 一 个 解 A, 满足 ImA' = Imi, BR 2'= A. 通 解 
的 一 般 形式 是 4 = 4oF， 其 中 了 是 完备 不 定 度 规 空间 C, v) 上 
E Un SIRE NX S ELE Joi T. 
证 必要 性 ”根据 假设 。ol5V) 包含 在 一 个 不 包含 原点 的 单 
连通 区 域 之 内 , 记 此 单 连 区 域 的 境界 为 7 ,并 在 必要 时 可 适当 旋转 
角度 9, 使 得 1€ o(U). 如果 4 适合 4*4 = U, Bl 
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AU = U*'4(0B8D U* AU = A), (3.26) 
DIZHET a€ plU), iia — U) — 42047 — U*7)714,3€ 
此 式 两 边 都 沼 7 积 分 ,得 到 AUS = UiA, Bp 

U*i4Ut— 4. (3.27) 
由 此 可 得 
(AU-3)* 一 UU BU 一 A*Ui — A*UU-É = AU È, 
BR e = AUE EB3kgE-T. WASH (3.26) 可 得 
U*»U =v, 


即 条 件 是 必要 的 . 
充分 性 ” 汇 设 1€ pU), RT A Fi A 28 
A, — ilai (U — I)! H, AF = io (U — D 1. (328) 
FERAH 47 = C4". 因为 s = U*SU, Xy 
(U — D*e + (U — D) = — (U* — DetU — I), 
两 边 左 除 (U* — 1), A8 (U 一 D) 就 得 到 
s(U — I) ! + (U — I ry, 
[rit . 
CAF)* = — zZi(U — De = A, 
从 而 Af = (A)*. 
; VER, (3.28) 是 方程 AA = U 的 一 个 解 ,并 且 Imd = v, 
如 果 有 另 一 解 A, Im! — v, ji Re4d = u', rH 
A' = v(v ! + HI), A* — (e l" — il) 
DER AA =U, 立即 知 道 4. 47 JE (3.28) 的 形式 ， 
AUR V ESU 可 交换 的 , HLE (H, 0) 上 有 有 界 逆 的 有 界 
FIENT. BD VU =UV, V = ='V*, , TE 
A = AV = APUV = i20 V(U — L)?U = V^ AFU = 4*U, 
从 而 4 = AV 是 A*a = U B FZ, kn 4 E 


. d* 4 = U 
的 解 , 则 必 有 U*AU 一 A, 及 因为 U* AU = 4 所 以 
APA = V 


必 与 口 可 交换 。 再 从 4 一 4o 是 解 , 所 以 
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V*ATU = A*U = A = A,V = AFUV = AVU, 
RARR AT 的 表达 式 (28). 立即 得 到 V*e 一 eV, RU 
了 一 了 + 
一 般 地 , 由 于 0€e(U), E eQCU) 为 单 连 区 域 ,总 有 实数 日 
使 得 Úe (U), 4&4 U'= U, VU' 便 以 1 为 正则 点 ， 而 且 是 
(H. s) 上 西 算 子 ， 显 然 , 方 程 AA = U' JRE HERE 
ImA 一 Im 
的 解 是 唯一 的 , 通 解 的 形式 也 如 定理 所 述 ， 证 毕 ， 
由 定理 3.23 的 证 柄 易 知 下 列 定理 成 立 . 
定理 324 设 (H,v) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , U 是 (H,v) 
上 西 算 子 ， 那 末 ， 方 程 A*UAÁA 一 U 具有 有 界 逆 的 虚 部 的 解 的 充 
要 条 件 是 D€eQU). 4 l€ p(U) 时 , 满足 Im4 = o 的 解 是 唯一 
的 , 它 是 4 = liel (U — D + I](A* = 2ie(U — 1)7), 
最 后 ,我 们 举 一 个 算 子 4 ,相应 的 U 一 4*4 的 ptU) 不 是 
单 连 的 ,而 且 了 也 不 相似 于 正常 算 子 ， 
例 34 it H-—L[0,2«]QDL[0,2z], W 


o s 
A=;| ç se) 
2 


其 中 5 是 LIO, 2r] LE (ËO <6 < 2x) WET, RA] 


u= ama (S 7 °) - (* 一 ^) 
o 


Ex 0 P . 
TR., oU) FÆRA. HEW 13] oe 1, 
i e" 
二 en — ify - 
(Al — U} = 4 »| (3.29) 
9 1 和 QU 


如 果 己 相似 于 一 个 正常 算 子 N, B| 如一 XXZX， 由 于 olU) 在 
PERAE MANEH AAT. HF 
Q —U)' = X"(431 NYX (hl), (3.30) 
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(t +> et 


TESTS e: É, 


C1 teetti 


所 以 对 任何 如 上 图 的 力道 7 进行 积分 ,有 


1 
yale U AT—N 
右边 的 强 极限 C4 E 0 时 ) 存 在 ,而 且 就 是 X (Es, 一 Ea)X 
((Es]0 < 0 2n] 是 和 N 的 谱系 )， 风 (3.31) 右边 是 寡 等 的 并 且 
是 关于 SD ARRA TURN 然而 在 用 《3.29) 计算 (3.31) 的 左 


t dai = X! diX, (3.31) 


边 的 积分 时 , 由 于 acu 有 较 高 的 奇 性 ， 易 知 (《3.31) 左边 强 


极 赋 并 不 存在 (实际 上 是 无 界 算 子 ), 这 是 矛盾 。 所 以 ,也 决 不 相似 
于 一 个 正常 算 子 。 
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HO R A 
本 附录 将 给 出 第 三 章 $ 4 的 其 些 引 理 的 证 明 , 为 此 , 先 给 出 如 
下 引 理 . 


引 理 1 AE Hilbert ZH FE thak T, (EZ) 是 相应 
于 4 的 ( 右 连 续 ) 谱 系 。 疼 道 7 如 下 图 所 示 , 又 设 (D 是 除 实 轴 外 


"ETÀ PEE Bein 
` | 了 | 

stil ua . Ñ B LER? 
arh f . 月 一 起 
amiy Bi 


都 解析 的 (数值 ) 函 数 。 如 果 存 在 常数 M , 使 得 
1 L , 
sa f oomen. rel= œ, œ), — (1) 


并 且 lim -i f — (OM 在 实 轴 上 处 处 收 做 于 eA), HEX 


50 2 
GR) lim — f Qu — AY 10d = g(4). (2) 


证 由 于 《好 一 4 人 2 在 Y 土 解析 ( 算 子 值 解析 函数 ), 所 
以 对 乍 何 x,y€H, 


+$ (Al — 人 -air 一 ilf (A41 — A)" a) zd, (3) 
1 a : 
(5f (AI — AY" y) 


->f GAI — A) f(3)y ,y)d2. (4) 
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FT BEEN 
: 1 1 
g.(1) ui $ yTy 
是 {一 co, co) AA Borel 可 测 函 数 , 所 以 


&GDx = | AdE = L| f —L fa Ede, (5) 


G.G0s, nm d] f Ld fona Ges. (6) 


注意 , (3), (5) 中 积分 基 强 极限 意义 下 的 积分 ， 
为 证 明 (2), 扼 证 明 下 式 成 立 


1 -1 =l. _— 4 
i $ (41 — A)^f(3)dàx +| $ ;Ei ada Egr. (2) 
事实 上 ,对 数值 测度 didl Efx, y) 用 Fubini 定理 ,就 有 
1 m 
Gf (¿I — A) K)dàs, y) 


1 » | 
= PI ((À1 — 4)7f(2)» , Fah 


一 工 $ | -- 1 = 1d(Egx, Y 


= | fa Ed, y) 


di À 
i 1 ra 
(>f f PEY idad Ex, >). 
显然 ,下 列强 极限 存在 , 且 
GB) lim | f Ë fa Bhs 一 ( 强 )Hm | Dt 
= g(4)s, (8) 


Hi (7), (8) 可 知 (2) 成 立 .。 证 毕 . 

PAFA 1, 立即 可 得 第 三 章 $ 4 的 某 些 引 理 【下 面 引 理 编号 
采用 原来 编号 )。 

引 型 419 设 4 是 Hilbert 空间 五 上 目 共 力 算 子 ， 那 末 
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| G )lim = $ (M 一 Aa 
存在 . n {E7} SAC A EAE x€ H, 
lim — = f (AI — A) az: = Ex + L L (Eg — Ego)z 


+ i (E4 — E41), 


证 在 引 理 1 中 取 fO) = 1， 此 时 引 理 1 中 的 ge(t%) 就 是 第 
三 章 54 引 理 4.9 中 的 RAL 利用 C4.40)，(4.41) ARER 
的 引 理 1, 立即 得 到 引 理 4.10. IE. 

下 面 是 引 理 4.12 中 有 关 空 间 (P, (:, -)) 部 分 的 绪论 (有 关 
空间 (QN, 一 (部 分 结论 交 侯 可 证 ). 

引 理 412 对 任何 peEP， 下 式 对 任何 非 仙 整数 万 成 立 ， 


GR) lim —L f (I — 49) (i — 279p 


一 (CE — Ap) A CE — FD, (9) 
其 中 We (a,B) BF, FG) = 15; Ela, 8] BP, FO) = 0, 
证 在 本 附录 3 引 理 1 中 , 取 
A= Ap, f Ch — 2) 5, 
令 了 是 由 7 了 以 及 联接 点 对 (e + ie, «— i6) 和 点 对 (Bis, 
B + is) Wasika kam rH) 由 于 


= $f, { — 43) V" 434 = 0, & = 0, 1,2,*-*, (10) 


Iwi 
对 à € (we, 8), R Ai€[o, B] 都 成 立 。 所 以 在 了 上 积分 有 下 列 佑 
计 


lf (aj — 1) 93i = Cu — 1) * "ga 
TET 


1 
ij. 
= B8, (11) 
g= 0,1,2, "ttg 
其 中 5 EKS a; 到 了 的 距离 有 关 的 常数 ,由 (10) 和 {11) 可 知 ,对 
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Ef p € (E$ — EGP 和 非 负 整数 和 
(SB) lim ij (AI — Apy (4; — A ^*P pg 


"- (98) lim = (4; — 1) tpa — 0, (12) 


$ =Ü 


上 式 无 论 是 We (e, 8) R ila, 8] 都 成 立 , AREIK, (9) 对 
PCCE X — EP 成 立 . 


设 pE (I — (Ej? — E M45312 WET BL 4A EAI 5, = Ü, H (11) 
T| 81 TEE Eol), 3 0 < 8 < Bo) n 


sf (y — 3) (a — 1) 923 
从 而 仅 存在 依赖 于 9v, PRT, [U — Aj | < r 时 ,只 要 


s k=0,1,2,--., 


E < Balso), 
就 有 
1 tif 3. — 3378 Ap 8 
M au f G7 yG, ay vage 9. 3) 
A. 

(X — 4)7(4; — 1) a [(1 — 27 

— (4 — &)"!](A; — 1) 0*2 

点 十 1 
+ > (3j — 1) 8970(3, — ay (14) 


当 [Du — V ze r 时 , 根据 (11), 必 存 在 仅 依赖 于 的 常数 M。， 


= $ > (à — VYRO — 1)72A| SC M s. (15) 
pur "mm 
由 于 
1 EUN 1+ fiss 4; € Ca, 8) 
一 一 A ip dia m 
22i fi Ho) lo + Za, alap] 09 
GAES » d £x] = M£, (17) 


其 中 Mi, M: BLUNT 1 5 S Y AGER ATI 因而 
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1 -1 — 3:031 
fiaa G — 11141 


B fo —1) —Zu, € (a, P) 
Fw) 一 En, Ele, 81 
对 给 定 的 ee (1 — (Ej? — EDP, 利用 (03), (18), 并 
注意 到 (17) 以 及 FO) 的 定义 ( 见 第 三 章 §4 引 理 4.9), RAD 
(9) RE. WERE. 
TRIER 4.13 中 有 关 (P, C, 0) 部 分 的 结论 . 
引 理 4.13 对 任何 p EP, 下 式 对 一 切 非 负 整数 下 j 成立， 


[- (Ad — Aey eeo[5 1 


(18) 


n= o"! 
d" — -6H1 — d 
dis (3,,— A) a, (Ap— hml) 
(38)lim B.P 一 x (I — EG) + Re, 1 十 1; Ais 
s. A 
k+ DECR», (19) 


SP € (o, 8), batia, 0] 时 
(AH — Ap) 4*9(1,1 — Ap) Ut 
X (Edm 一 F(s, 3), 其 余 情况 
其 中 , 当 ¿= 1,, SH L e (ez, 8) t, F(A,, à) e 15 YG, 
hala, 8] PF, Ffan, M) = 0. 
证 下 列 等 式 是 显然 的 。 


PESCE ET 
m; 


(— 1)" ak 
&1 dit 
= = de (o, 8), A,E[o, 8] 时 (20) 
Ü TZ, B Ahn, H uela, 9) 或 
à, Anela, B] 时 
[gl < Mss, [£ | < Mis, (21) 
其 中 Ms, M, EDRF L, L, 到 7 的 上 距离 的 某 两 个 常数 。 
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(2, — A) gto Lea + g, 


下 面 将 和 证 明 引 理 4.12 BS E ERES dp Sei S F A T CUL 
ETE 5 4 pJ (4.49)) 的 强 极 限 
B, = fT pO — à), — 2705941. (22) 
2 >= 


Bu pe (EP 一 Ed oP. 这 时 。 利 用 A, 的 谱 分 解 耻 及 
(20), (21), 立即 得 到 
(— 10 d^" _ Mti 
(K+ Ur dat? G, m AB Ps 


E Ài € (a, 8), AsE[a, 8] 时 
0, E À; = dns R € Ca, 8) R L.A S[a, 81 


(18) lim B.P” -= 


ERAR msi 十 ltk + DELEZ 8 4 89(4.50)). 
从 上 式 立 即 可 知 ; 引 理 4.13 对 rE (E; — Ej)? ER. 
tpe (a (ES 一 BO))P， 这 时 仍 采 用 引 理 4.12 中 分 成 
laler, la^—aAzcr 两 步 过 渡 的 办 法 得 到 ; 当 
Lie (z, 8), EB. „éle, 8] 时 ， 


(BD Bp = f- Gur — Aem 5; 1 


r20 ”! 


x Am yy 9f? Ap — MÍ "| 
Gn) hor Ut I) 


4 . 
x (1 — Eug)? + Relm, idi i, 


k+ DEG. 
用 类 似 的 方法 ,也 不 难得 到 当 u= An, E. We (2,8) 或 u, lne 
[ez,8] 时 ， 
( 强 )lm Bap = Cul — 4,) 4 90 


mm Ay DAES B^ Flims Apt. 
证 毕 。 
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9128 2. EA RE HIC 218] Er EUG E T o4) C (— co, co). 
对 任何 Co, 81, 以 及 在 柱 (A4 Rea € [o, 81] 的 某 个 领域 中 解析 的 
BAR U), 下 列强 极限 存在 ( 围 道 7 如 引 理 1) 


. 1 -i 
g(4) = GB)Em 2 FOD 一 4) a — G3) 


3t B. | 
ELAYE mg] = Ems l A). (24) 
证 根据 引 理 4.7 89 (4.37) 5X, (23) 式 右边 积分 强 极 限 的 在 
在 性 ,实质 上 化 成 4 是 Hilbert 空间 上 自 共 诡 算 于 的 情况 下 类 似 
形式 的 积分 存在 福 。 而 这 可 奖 似 引 理 4.9 一 4.12 来 证 明 (从 略 )。 
令 


1 
e) = Z f OX — Aaa, (25) 
Ei C23), 得 到 
Gm g, C4) = 2G. 
及 因为 
(z) fio: — Ada $ (41 — A (y 


x fo — 4) iay $ FAJAI — A4)"di, (26) 
对 上 式 取 强 极限 ,就 得 到 (24)， 证 毕 。 
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H * B 


下 面 是 熟知 的 Purtnam-Fuglede 5E 38, 

定理 1 设 X 是 Hilbert JHH LARRET., N, ME 
及 上 两 个 正常 算 于 。 如果 MX 一 XN， 那 未 必 有 NYX — XN. 

ARPE AX XB 成 立 , 何 时 导致 4A*X 一 XB* 成 立 以 及 
相 类 似 的 问题 ,我 们 统称 汐 Putnam-Fuglede 型 定理 。 本 附录 中 将 
本 书 中 所 需要 用 到 的 Purnam-Fuglede 型 定理 加 以 证 明 ， 

WE CO, 2E , n) ERRE Zx [8] , LH, | P € O] 是 一 族 Hilbert 23 
EL EXEO LRT H, LAR x(-) € HC) 满足 


| lecpipanko < oo (D 
的 全 体 成 为 Hilbert 空间 ， 记 为 LQ, B, s; H), WA 
| Hein. AC) 是 定义 在 9 上 取 值 于 HC) 上 有 界线 性 牌子 ,并 且 


当 
xf 人 KE | nein 
时 ， 
ACC) € | Bin, 

Kk AC) »| Hodn 上 算 子 值 函数 ， 如 果 存 在 不 依赖 于 eC e 0) 的 
BEM, EE MPIGIESTE AC) 是 有 界 的 ， 如 果 AC), 
ACO REOR KACO 是 具有 有 界 逆 的 有 界 函 数 。 下 面 用 
的 是 9 为 复 平面 C, 22 ROC 上 Bord 集 类 . 

AUR (C, B, E) 是 可 分 Hilbert 空间 太 上 的 平面 谱 测 度 空 
间 , 根 据 一 般 的 算 子 代数 分 鲫 理论 , 那 末 有 如 下 对 应 关系 

He | Ba, x< rle), (2) 
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[OEA e COGO (3) 
(这 里 JCO) 是 数值 函数 ,If :) B: HOC) 上 单位 算 子 ). 
A€(EGQB)| Be BYA, TACOL m lal, (4) 
A€(ECB)| Be BY, AEI AT (3) = ACH), 
E47 C] < 147, (5) 
A€(E(B)I|Be BY, A*r A) — AC, (6) 
A, BE (E(B)|Be zuy, AB = BA+—— A(*)B(-) 
= B(-)AC:). (7) 
注意 (4)—(7) 右边 和 的 “< 所”,“ “==”， 严 格 地 说 是 关于 谱 测 度 
“开平 处 处 ”成 立 ， 当 空间 互 不 是 可 分 空间 时 ， 可 用 可 局 部 化 测度 
空间 (€, B, z) 代替 原来 的 概率 测度 空间 ,上 述 结论 仍 成 立 ， 这 
BE, H(i) (ae C) 仍 是 可 分 空间 。 535. in (C, g, EU) 
(i= 1.2) 是 两 个 谱 测度 空间 ,相应 了 上述 分 解 中 的 PG 1,2), 
可 以 做 到 ps = pu, 否则 用 Cu 十 2/2 代替 原来 的 每 个 a", HE 
当 改 变 HC) 上 内 积 的 适当 的 数量 倍 即 可 ， 
5EIB 2 设 N;G = 1,2) 分 别 是 Hilbert 空间 (H;, [*, 12) 


(i 一 1, 2) 上 有 界 正常 算 子 ，N; 一 UR 是 极 分 解 ， LI 


是 R: 的 谱系 所 相应 的 积分 分 解 。U, 的 表示 是 U'C-). X X E 
(H,, [ >" 12 到 CH;, l., . 12 的 有 界线 性 算 子 IBAR X = NXN, 


Ri ABU 36 SE AR EE X SIDLXGRIR XC, X(r) Æ Hr) sim (+) 


的 算 子 ,并且 XCO RB bJ RENXITr, 
U: (i) X(r)U:(r) = Xlr). 
证 iz 
R = [raB; (¿= 1,2). 


对 任何 A = (r, Arr] (r > 1), HAR H. 的 子 空间 
(Ena 一 E7)H, 仍 用 同一 记号 入 表示 ,并 称 为 回环 域 ,而 称 H, 中 
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A = (El, — Elpa dh 为 公 的 对 偶 回 环 域 ， 
下 面 分 两 步 证 朋 XACA' 
(1) 对 任何 


1 
A, = {rral > à 7 


WEBB EL XEL = 0. BRE WRR. 必 有 y 0, Hr 
ELXELy 过 0。 但 祖 据 假设 ,应 有 
X = NIXNT,50 = 0,1,2, 5-5, 
ELXEL-—ELNTXNDEL, n = 0,1,2,-, 
因为 No NAE BUE EE A. 入 上 是 共有 有 界 道 的 ， 所 以 ， 
ELXEL- EQDNIXNIEL, p 0, + 1, + 2, 《9) 
TH a 满足 


loa T 
* 


则 由 (8) 立即 得 到 


0 = ELXEÀly-— f. (£ Jam |. (ap)^d Ey, 
n-—0, E, +2, 
当 ”一 一 有时 ,上 式 右 边 趋向 0, EXER 相 了 矛盾 ， 所 以 。 
ELA EL = 0. 
(2) AEH E RTUE , AHE Ag 一 ir, rà]. 
i 


Ü < r, < r; < - -一 
r 十 Ar 


也 必 有 EL XEL = 0. 
AA (1), C), 再 用 极限 过 湾 的 方法 ， 不 难 证 得 XACA', 
同样 ,由 于 X" — MYX+NY， 类 似 可 得 X*A/CA, 
和 建立 (E(B)1B € ZY 中 算 子 X 的 积分 分 解 表 示 一 样 ，4 
必 有 积分 分 解 表 示 XC), f XC) Je mo» 8i Fe ( L.) 的 一 致 有 


PATERA HH KECH «gx, XC) = XC)*. 
从 而 X = NXN, 的 积分 分 解 表 示 融 是 
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afl 1 x1 1 

xt) = Lv (3)xtcyutoo = (+) Xeo. 
证 毕 ， 

推论 3 设 NG 一 1，2) 是 Hilbert 空间 (HS, Ds +1) 
G= 1,2) ES ROERSICE XEU, D, 21 到 (Hs, Ls, * 12) 的 
ARREST. 如果 NXN, = X RR NTXNT — X 也 成 
立 ;如 果 XN, 一 NX RY, BK XNf = NIX 也 成 立 Punam- 
Fuglede EH). | 

证 如 果 NXN, — X 成 立 , 那 未 由 定理 2， 


Xle) = v (3) xte)u'to). (9) 


BON. Ue), D (十) 分 别 是 H(p), IP (+) 上 的 西 算 子 , 因此 


由 (9), 有 a 
X(o) = [u (Ly XLU)", 


这 就 是 说 ，X = NTXNT 成 立 。 
mE NX XN, 成 立 , 作 取 1， ET = [h + INIT. WE 
就 有 (N, 一 DX = X(N, — AID), WALA 
(N,— AI)X(—N, — My! = X, 
根据 已 证 明 的 事实 ，(va — 117) *XCN, — AT)!* — X qr, Bil 
(N, — AI)* X = X(N, — 41)* 
成 立 , 从 而 NIX = XNF, WE. . 
定理 4 E 4. BAR] Hiber 空间 (Hi, [- , - 1), (H,, 
[*, elo 上 有 界线 性 算 子 ;,X 是 《Pa Eclo 30 (ON, iel) 
的 有 界线 性 算 子 , 4 = Up, B* = Vp, X = Wp 都 是 极 分 解 , 那 
X AXB = X, A*XB* = X 同时 成 立 的 充 要 条 件 是 满足 
O SEX), SAAN 分 别 约 化 4。 五 成 为 具有 有 界 逆 的 算 


子 


(ú) WE (N(X)*, L, 12 A CAE (X), D,D 的 酉 算 子 。 
BRL 


1447 ， 


: W*A iau = CB! su), 
HE po Ei B EIER CAE (D, GODAS oXo' — X, UXV* = X), 

WE 必要 性 (i) 如 果 z€ (X), BR AX Bx m Xx = 0, 
得 是 ,从 4A'XB* — X, 有 SE(X)C AR (ATY)CUE CA, 从 而 由 
AXBx= 0 必 可 得 到 XBx = 0, Bl. BNIE). 

类 似 地 用 4", BYRE A, B, 得 到 BPO CU). 所 
E. ACX) Bt B. 

再 用 B*X*A" = X*. BX*A = X* 进行 同样 的 讨论 ， 立 即 
可 知 SECX) 必 约 化 A. 
BE 4, B 分 别 在 (X), VAr 上 是 有 有 界 逆 的 ， 事 实 
上 :从 AXB =X, A*XB" = X, 有 p Xp? — X, WẸ p |ru 
PEPE., MAHE a 0, ELF) = (0), HR {E} E: 
plaut 的 谱系 , 任 取 ye ESX), y 96 0, BUB 

0 3e Xy = pXpo"y = p" Xpy, m= 1,2, e, (10) 
特别 , 当 a 满足 ell, 1 时 , 车 gg 一 co, WJ (10) 的 右边 趋向 
0, 这 就 与 左边 相 矛 硅 ， 所 以 ，e'| .xv， 是 有 有 界 逆 的 。 同样 。 从 
AXB — X, A*XB* — X, Xo UPU*XVp?V* = X. 类似 地 又 
可 得 到 Ve"V* 在 PIXY RONDA AGENS. 这 样 就 知道 fF 是 
FOX) 上 西 算 于 ,并 且 二 是 有 有 界 道 的 算 子 ， 

类 位 还 可 得 4 是 (X) 上 有 有 界 逆 的 算 子 ,过 是 GU) 上 
BNT. 

(ñ) CüERELREBEE (A, D, 10, (AX, E», 
hj) 上 海 虑 .因为 a! 是 有 有 界 逆 的 ， 所 以 由 PXp" — X 就 得 到 
PX = Xp”, 从 而 eX = Xp, 

根据 pX = Xp C, AE W*pWo,- pp, 4 

ê= W*pow, 
IBRA óe. = pop 一:， 又 还 有 pof = p" o, DK 
eU! pi = mmBp = pe, 
BD pa 与 po 可 交换 ,从 而 a 与 po” 可 父 换 , 自 然 与 p' 可 交换 ， 
利用 po 与 p T, AXB — X, eXe — X, YRA 
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得 到 UXV* — X; 从 A"XB" = X, p"Xo^? mm， 立即 可 以 得 
到 U'"XV 一 XX。 这 样 ,我 们 就 得 到 
X*X = VX"U*UXV* —VvX*XV*. 

BU oi t V n3 MR. AAT m 也 与 可 交换 ,因此 , oo 55 B 可 交换 ， 
利用 o 与 正 可 交换 ,并 且 Ep) = A(X)H, 立即 可 由 
AXH = X 

得 到 AWB = W, Mil W*alz=W = B's 
充分 性 ”因为 F, AX 分 别 约 化 4， B, 所 以 在 分 解 
H, 一 ERIDEN), H, = NARVON) F, 
A, Ü X, O B, O 
4= G n x= o) -(5 5 小 an 
显然 ,方程 AXB = X, A'XB*— X 等 价 于 方程 
AXB, = X, ATX B? = Kis (12) 
利用 m 与 有 可 交换 ,以 及 
WAW = Brt, W*ATPW = Bi, 
立即 可 计算 出 等 式 (12) mor. WEE. 
定理 5 设 4, 8B 分别 是 Hilbert 空间 (H,, L, *1), (h, 
Dold ARREST, X EE (h, [sld BIOL, UC, 10 的 
有 界线 性 算 子 ，4 一 Ep， B = Vp, X —Weo SUM. 9 
X AX — XB, A*X = XB*" 同时 成 立 的 充 要 条 件 是 满足 
O AO, NAV 分 别 约 化 A, B. 
(ü) WWE CH (XY D,12 8] COO, L5, 10 的 再 
算 子 , 则 成 立 


W*Alzg;W = B | roots 
3f B. e 55 B n3 SR CAR fF G) Ci) S pX = Xp', UX = XV), 
证 对 于 [1| > matah 18152, EF 
AX = XB, A*X = XB* 
同时 成 立 等 价 于 
(A + AI)XCB + 41)! — X, CA + MDIXCB + AP)! * — X, 
T RHJELECRDIMGESÉ +， 立即 得 到 木 定理 ， 
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M AX = XB, A*X = XB*, 立 到 可 以 得 到 
PX = A*AX = A*XB = XB*p = Xp", 
从 而 eX = Xo. AMHR SEX BEI XANA le, EH 
XV p = XB = AX = UpX = UXp, (13) 
再 利用 ASOC), m (13) 就 得 到 XV 一 UX, i5. 
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文献 索引 和 注 


第 一 # 

由 于 本 书 的 重点 是 不 定 度 完 宅 间 上 的 算 子 理论 ;所 以 第 一 章 实质 上 是 讨 
tb Kpebu 空间 和 Dlonrpsrga 空间 的 几何 学 。 在 Bognir[1] 中 对 一 般 的 ( 即 
非 渤 备 的 ) 不 定 度 规 空间 进行 了 系统 而 次 人 的 讨论 (可 见 该 艺 的 第 一 ,三 ， 四 
章 )。 通 过 这 些 讨论 充 分 显示 出 不 完备 的 不 定 度 规 空间 的 玫 何 学 远 比 完备 的 
不 定 度 规 空间 的 几何 学 复杂 :例如 在 不 完备 的 不 定 魔 规 空间 ， 可 能 不 存在 由 
不 定 度 规 所 查 定 的 招 扑 [内 在 拓扑 》, 自 然 就 很 难 设想 在 不 完备 的 不 定 度 撮 空 
间 中 会 出 现在 分 所 上 有 价值 的 算 子 理论 ， 基 于 此 ,本 韦 第 一 章 就 讨论 对 算 子 
理论 最 感 兴 趣 的 完备 的 不 定 庆 规 空间 ( 重 驼 特例 是 Kpeñu 空间 和 IJoarparaa 
空间 ) 的 几何 学 ; 相应 于 这 部 分 的 部 分 内 容 可 见 Bognir 文献 il 中 第 五 章 。 
由于 Bognár 文献 [1] 是 从 讨论 一 般 不 定 度 规 空间 出 发 的 ,所 这 有 关 这 种 空 ， 
| 则 上 拓扑 方面 的 讨论 是 采用 了 拓扑 线性 空间 的 方法 ;而 要 想 了 解 该 书 第 五 章 
内 容 , 又 必须 很 热 瑟 第 一 ;三 ;四 等 章 。 而 本 书 中 社论 完备 的 不 定 度 规 空 间 上 
的 几何 学 是 完全 采用 另外 约 一 条 路 线 ; 即 用 线性 算 子 来 表示 线性 子 空间 ， 从 
而 把 完备 的 不 定 度 规 空 间 上 的 几何 学 问题 化 成 线性 算 子 的 性 质 的 研究 问题 ， 
这 不 公会 使 算 子 理论 方面 的 学 者 感 烈 极为 方便 * 而 且 能 使 我 们 让 较 短 的 简 幅 
(本 书 第 一 章 §1 一 9 3) SEG f| Hognir 文献 [1] 中 要 到 第 五 章 方 能 获得 的 
某 些 基本 结果 ， 当 然 ,用 算 子 插 述 线性 于 空间 "不 是 作者 的 首创 。 相 反 是 受 
到 了 用 还 缩 算 子 找 述 极 大 半 负 于 空间 ;从 而 将 算 子 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 存 
在 性 化 成 算 子 方程 是 否 有 压缩 算 子 解 的 问题 (Bogns4r11] 第 八 章 ) 这 一 事实 
的 启发 的 结果 ， 作者 所 做 的 仅仅 是 将 空间 的 几何 学 问题 与 想 应 的 算 于 性 质 
联系 起 来 * 这 样 浅 取得 了 效果 ,并 且 作 者 曾 在 别 的 地 方 《 例 如 见 严 绍 宗 [16], 
120]》 应 用 这 一 想法 也 取得 收获 。 此 外 ,完备 于 空间 概念 是 由 作者 提出 并 加 
以 讨论 的 。 

对 于 54 中 的 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 正 则 分 解 (Bogar 文献 [1] 中 
称 为 基本 分 解 ) 是 人 们 最 易于 想到 的 一 种 极 重要 的 分 解 。 然而 、 从 算 子 谱 
论 , 特 别 是 从 完备 的 不 定 庆 规 空间 上 的 画 、 自 共 桃 算 子 的 溢 论 来 看 。“ 标 准 
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2 WURST GRGEREERSAME VERE PEB BB. $409 2 Pam k EE TIT 
者 的 . 

XT $50 n sel s p f bi 8 BL e So E PUE CLE S CT, Bogor 
的 文献 [1], Iohvidev, Krein W} Langer Xx REID. EATHAR AH OP T 
AE GUT IR [ROSE ICT EB HER < oc ix TU BE a TTE u BU f HORS ECT TP" 0 — fig 
SO BU XE BEESIR), dE oEIp.$ s 的 全 部 内 容 成 了 $1 一 $4 的 明显 推论 . 


第 二 * 

AKXEPPÉCDERBHGS ERU dE. CREDCRI VE E T 5 iO O4 E GE n 83. 
EE DS AERE PAW mA E dE BL BO ER CS [ 81.4). HR ZEE E E C SE n 
1.6) Tp HR PEE TERES AREE EROS RBS PESE RUE (Pla q ARRIERE T 
的 连续 性 ， MPR KP ES ERAS] Cayley WRG), anA N Begár 3r 
ER [1], Iehvidev, Kpeña 和 Langer 文献 【1T 的 有 关 章 节 ， lbih Ho 
TEE $3 的 委 件 研究 保 距 算 子 扩张 何 题 及 丰 关 性 质 的 ， GEI Pumani, 
Azuzob!3, fIIwygb5autU! 81 Patki! 等 。 本 章 $1 定理 1.9 及 例 1,.3 gay 
ERRA Lm $ 1—$3 其 余 的 基 言 结果 都 是 属于 作者 的 ， 

AREE $ + 内 容 是 Rie 方法 在 不 定 度 规 空 间 上 的 应 用 。 


» ER * 
&$1m89318 1.282] 8 1.4 是 作者 得 到 的 。 基 本 定理 1.5 及 定理 
1.7 一 定理 1.8 FE 50 年 代 就 获得 了 ( 侈 见 Bogniri tl]). 基 汞 定理 1.18 一 定 
型 1.19 在 60 年 代为 舒 五 外 0 和 Hañuapa (Naimark)'! 几乎 同时 获得 。 而 
定理 1.18 的 推广 形式 * 即 定理 1.17 足 作者 给 出 的 ， 
$2 一 § 3 的 全 部 结果 是 由 作者 给 出 的 . 
$ 4 一 $5 对 于 TI 空间 上 有 和 界 自 共 固 算 子 的 谱系 和 临界 点 概念 最 初 是 由 
Kpeñu 和 Ilaprep《 英 译名 分 别 为 Krein 和 Langer) HH RRE HAH. 
CCCP., 152 (1963), 但 未 给 出 证 明 , 1965 年 ， 舒 五 昌 用 谱 第 子 的 方法 证 明 
T x 室 间 上 谱系 的 存在 性 的 证 明 ( 未 发 表 )， 再 后 Langer 对 于 也 空间 上 自 
共生 算 子 在 适当 条 件 下 给 出 谱系 存在 性 的 证 明 ( 它 是 Hx 空间 入 应 结论 的 丑 
EE ARRERA CRTI Begeár 文献 [1] 的 第 八 章 $6). “临界 点 ” 
的 出 现 反 映 了 不 定 度 规 空间 上 自 共 赤 算 子 和 Hilbert AHE Ej 34g ECT ji 
的 本 质 区 别 , 但 狼 算 子 方法 只 能 提供 谱系 的 存在 性 证 明 ， 不 能 给 出 谱系 的 明 
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$5 就 是 在 $2 所 给 出 的 模型 基础 上 给 出 谱系 的 解析 囊 达 式 ， 通 过 解析 表达 
武 洒 楚 地 畴 到 Kreis 和 hanger 原来 引信 的 "临界 点 "可 分 为 两 类 ， 一 类 是 谱 
系 在 这 一 点 并 没 如 奇 性 , 另 一 类 谱系 是 在 这 一 点 月 性 ， 所 内 在 本 所 中 将 后 
者 称 淮 临界 点 ， 厅 两 种 情况 统称 为 广义 临界 点 《 即 Krein 和 Langer BOUE 
JA. Š 5 中 不 仅 完全 矶 刻 胡 了 临界 点 的 结构 ;而且 给 出 了 自 共 绒 算 子 的 谱 凌 
射 理 论 , 谱 映射 的 函数 类 本 和 抽 上 已 达到 Boel IE MC pid bus 2 
可 少 地 要 加 适当 的 光滑 条 件 外 ) 范 数 燃 ， 

86 全 部 是 作 老 及 合作 者 童 裕 孙 博士 的 工作 ， 有 关 不 定 度 规 空间 上 算 子 
代数 的 讨论 ,可 参见 Bogár 文献 [11 中 所 引 的 有 关闭 作 。 从 现 有 情况 来 者 
不 定 度 规 空间 上 算 于 代数 的 研究 尚 属 开始 阶段 ， 
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RE S 1—59 3 全 部 结果 是 作者 的 4 $ 4 RAPANA ( 1]. 

上 空间 上 耗 散 算 子 的 研究 可 册 Bogi ICRR [1 中 有 关 著 作 ， 还 可 见 童 
5x, Craudell 各 Phillips"! 等 人 的 著作 - 

n 空间 上 扰动 理论 的 研究 可 见 Jonas, Jonas 和 Langer, Langer 
和 Najmant! P RRAHU EANA PE 

N 空间 上 靠 子 的 扩张 或 腾 胀 的 研究 可 见 Bossis"U io W E 28 PRU. 
Davis hi. Aamot, Hkogo 和 yagua Paix! DIM lynesn'!! 


等 人 的 车 作 ， 
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本 章 中 除 个 别 丫 隶属 于 章 裕 天 外 其 余 全 部 是 作者 的 。 

有 关 不 定 度 规 空 间 理 沦 在 场 论 方面 的 应 用 的 文章 是 很 多 的 ， 可 戎 再 
Bogn&r[1] 中 有 关 文 献 以 用语 节 中 的 奢 考 文献 部 分 * 这 里 不 报 一 一 例 举 ， 

不 定 度 规 空间 理论 在 表示 论 中 的 应 用 主要 有 在 群 表示 和 条 件 正 是 泛 痕 
‘或 条 件 正定 广义 确 数 ) 表示 两 方面 的 应 用 。 除 本 书 讨论 的 内 容 外 ， RIAL 
Iohvidov, Krein, Langert!! DIM, Hognsrc 的 有 关 著作 . 

不 定 度 规 空间 理论 在 控制 论 方面 的 应 用 可 见 伍 镜 波 文献 [11，121: 
[3]. 
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